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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 100 (1975), Praha

KONFIGURACE V CTYRROZMERNEM PROSTORU
ODVOZENE UZITIM ROVINNYCH KONFIGURACI

JArRoOMIR KRyYs, Hradec Krédlové
(Doslo dne 19. listopadu 1973)
1. Uvod. V tomto &lanku dokaZeme tuto zajimavou vétu:

Véta. Necht' v P, existuje konfigurace F, typu:

(ag: by) »

potom v P, existuje konfigurace F, typu:

a’ 2q q% 2q
p 2ab qg q+1
p* 2p . b? 2

ap pb+abdb 2b

a konfigurace F), typu:
a®> 2q 2 2
p 2ab 1 g+1
a b 2a q
ap pb+a p2b

2. Model 4-rozmérntho prostoru. Zvolme v afinni rovin& P, (P, budeme znait
bodovy prostor, jehoZ zaméfenim je vektorovy prostor dimenze 2 nad télesem real-
nych &isel) uspofadanou dvojici soustav soufadnic 0, a 0,. Pfifadime-li nyni k bodu
A = [ay, az,a5. a,] € A, (A, je aritmetickym modelem 4-rozm&rného prostoru
bod tj. bodem je uspofadand &tvefice redlnych él’sel) dvojici bodt 4,, 4, roviny P,
(oznageni 4 = [A,, 4,]), kde 4, = [ay, a,] v O, a 4, = [a3, a,] v 0,, potom je
zfejmé, Ze na mnoZin& viech takovych dvojic bodi (oznatme tuto mnoZinu M s) 1ze
stanovit pFislusné operace tak, aby tato mnoZina M, (s pfisluSnymi vlastnostmi) byla
modelem &tyfrozm&rného afinniho prostoru bodd, jehoZ jednim modelem je 4, (pro
tento model pouZijeme stejného oznadeni — M 4). Pro nasSe tivahy potiebujeme védét
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jak jsou uréeny podprostory modelu M,. K urovani téchto podprostorli uZijeme
uvaZovany aritmeticky model, pti¢emZ budeme pfedpokladat, Ze umime v tomto mo-
delu pracovat (oznadeni bodi, ptimek, vektorti atd. je ve shodé s [1]).

1. P¥imka. Pfimka p = gen {4, U} ma v 4, tyto rovnice:
(1) Xy =a; +tu;, X;=40a, +t,, X3=d;+ tus, X4=a4+ tu,.
V M, je pfimkou dvojice mnoZin bodu roviny P, uréené jednak rovnicemi:
) X, =a, +tu, x,=a,+ tu,
a jednak rovnicemi:
) ’ X3 =as + tuy, X4=a4+ tu,.

MnoZin& bodd ur&enych rovnicemi (2) budeme fikat prvni obraz pfimky a podobng&
mnoZin& (3) druhy obraz pfimky (obecné& prvni a druhy obraz podprostoru). Rovnice
(1) urduji ptimku, jestliZe vektor U je nenulovy. Vektor U = (U,, U,), kde U, =
= (uy,u;) v 0, a U, = (u3, u,) v O, (vektorem U rozumime zde uspotddanou
dvojici mnoZin tzv. ekvipolentnich usegek, tj. vektor Uy = (uy, u,) v O, znamena,
Ze GiseCka 6—17]—;, kde bod U, = [uy, u,] v Oy, ur&uje vektor U,), je nenulovy pravé
kdyz aspoii jeden z vektorti U; a U, je nenulovy. MiiZeme definovat

Definice. Nechtf i + j; i,j = 1, 2. PodmnoZinu p mnoZiny M, nazveme pfimkou,
plati-li p = [p,, p,] a p; je jediny bod tj. i-té obrazy bodi pfimky p splyvaji v jediny
bod a j-té obrazy vyplni pfimku p;.

Poznadmka. Pfimka bude i pro p = [py, p,] (prvni i druhé obrazy vyplni celou
ptimku) a body A = [4,, 4,], B = [By, B,] a C = [C,, C,] leZi na pfimce, plati-li,
Ze body A,, B,, C, leZi na pfimce p,, A, B,, C, leZi na pfimce p, a délici poméry
(A,B,C,)a(A,B,C,) se rovnaji. V nasich ivahach tyto pfimky nepotfebujeme a proto
se zde timto pFipadem nebudeme zabyvat.

Uvédomme si, Ze plati, jestlize je p, libovolny bod roviny P, a p, je libovolnd
pfimka roviny P,, potom existuje jedina pfimka v M, jejiZz prvni obraz je bod p,
a druhy obraz je pfimka p,. Hledejme rovnice (1) pro tuto pfimku. Bod p, ma4 jed-
nozna¢n& ur&ené soufadnice v soustavé O, — napf. p; = P, = [p,, p,]. Pfimka p,
je také jednozna&n€ urena’svymi rovnicemi v O, — napf. p, = gen {P,, U}, kde
P, = [ps, pa] 2 U = (u3, u,). Rovnice (1) pro tuto pfimku p jsou:

“) Xy =Py, X3 =Py, X3=Pp3+tuy, X4=Dps+ tu,.

Podobné dokaZeme existenci jediné pfimky v pfipadé, Ze bod je druhy obraz a ptimka
je jeji prvni obraz.
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2. Rovina. Rovina a = gen {4, U, ¥} ma v A, rovnice:

(5) xy=a,+ru +svy, X3=20,+ru; +sv,, x3=az+ rus+ sv;,

X4 = A4 + Uy + SU4 .

Definice. Necht i + j; i, j = 1, 2. PodmnoZinu « mnoZiny M, nazveme rovinou
plati-li jedna z t&chto moZnosti:

a) o = [oy, ;] a «; je jediny bod tj. i-té obrazy bodd roviny « splyvaji v jediny
bod a j-té obrazy vyplni rovinu a; = P,.

b) o = [«;, a,], pfiGemZ «, i «, jsou p¥imky tj. prvni obrazy bodd roviny vyplni
pfimku o, a pravé tak druhé obrazy vyplni pfimku «,.

Poznamka. Pro rovinu mohou nastat jesté dalsi pfipady, které zde neuvadime.
Z rovnic (5) zfejm& vyplyva:
Pfipad ad a) nastava: 1) Je-li U; = (uy, u;) =0 a ¥, = (v,, v,) = 0. Déle plati,

Ze vektory U, = (uj, uy) a ¥, = (v3, v,) musi byt linedrn& nezéavislé (nekolmeérm)
nebot v opadném piipadg rovnice (5) neur&uji rovinu.

2) JestliZe U, a V, jsou nekolinedrni a U, i V, jsou nulové.

JestliZe vektory U, a V, jsou kolinearni, U, a V, jsou také kolinearni, ale vektory
U a V jsou nekolinearni, potom nastava pfipad ad b).

Pfenechame &tenafi, aby si dokazal, Ze ve viech téchto prlpadech toto plati i obra-
cené tj. libovolnou volbou pfislu§nych elementt v P, dostavame jedinou rovinu v M.

3. Trojrozmérny prostor (nadrovina). Nadrovina ;M = gen {4, U,V, W} ma v 4,
rovnice:
(6) xl = al + tlul + tzvl + t3wl Py xl = az + tluz + t202 + t3W2 Py

X3 = a3 + t1u3 + tzv3 + t3W3 Py X4 = (14 + t1u4 + t204 + t3W4 .

Definice. Necht i + j; i,j = 1,2. PodmnoZinu ;M mnoZiny M, nazveme nad-
rovinou, plati-li ;M = [3My, sM,] a 3M, je jedina pfimka tj. i-té obrazy bodit
nadroviny ;M vyplni pfimku a j-té obrazy vyplni rovinu ;M; = P,.

Poznédmka. Pro nadrovinu nastava jesté dalsi pfipad, ktery opét neuvadime.

Z rovnic (6) je hned vidét, Ze ptipad z pfedchézejici definice nastava jestliZe:

1) Vektory U; = (uy, uy), Vy = (vy,v;) a W, = (w,, w,) jsou kolinearni tj.
viechny jsou nenulovym nasobkem jednoho z nich.

2) Vektory U, = (u3, uy), ¥V, = (v3, vy) a W, = (w3, wy) jsou kolinearni.

Pfenechame Ctenéfi, aby opét uvazil, Ze lze v P, zvolit libovolnou pfimku za jeden
obraz trojrozmérné¢ho prostoru. Dale pak plati, Ze dvojice bodli P, leZi v tomto
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prostoru, jestliZe jeji pfisluiny obraz leZi na zvolené pfimce a tedy pro druhy obraz
neni Zadna dalsi podminka.

3. Konfigurace vM 4. DokaZme nyni tuto pomocnou vétu:

Lemma. V M, existuje konfigurace K, (co rozumime konfiguraci najde Ctendr
napt. v [2]) typu:

) 144 8 16 8
3384 4 5
9 6 256 2

36 60 16 32/.

Dukaz Na obr. je sestrojena znamé rovinna konfigurace K, typu: (124, 165)
(jeji odvozeni najde &tenaf napt. v [3]). UvaZujme nyni M, kde pfislusna rovina P,
je rovina ve které je narysovan zvoleny obrazek. Necht body konfigurace K, jsou
ureny body konfigurace K, tj. bodem K, je kaZda uspofadana dvojice bodi konfigu-
race K,. T&chto dvojic je zfejmé& 122 = 144. Za ptimky K, zvolime vSechny pfimky M,
jejichZ jednim obrazem je jediny bod konfigurace K, a druhym obrazem jedind pfimka
konfigurace K,. KaZdy bod konfigurace K, je jednim obrazem celkem Sestnacti
pfimek K, (K, mé pravé 16 pfimek) a tedy pfimek konfigurace K, je 2.12.16 =
= 384. Na kaZdé této pfimce leZi pravé tfi body K, a kaZdym bodem K, prochézi
z¥ejmé& 8 t&chto pfimek (napf. na pfimce [ 4, ED] leZi body [4, D],[A4, E]a[4, L] —
bodem [A4, B] prochéazi pfimky: [4, BO], [A, BE], [4, BC], [4, AB], [AG, B],
[AF, B], [AD, B] a [A4B, B]). Rovinou konfigurace K, zvolime kaZdou uspotddanou
dvojici pfimek konfigurace K, (tj. rovinu uréenou ad c)). T&chto dvojic je zfejm&

)62 = 256, v kaZdé této rovin& ziejmé& leZi prav& 3% = 9 bodu konfigurace K,
Inapt. v o = [EG, AF] leZi body: [G, 4], [G, F], [G, M], [E, 4], [E, F], [E, M],
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[N, A], [N, F] a [N, M]) a déle v ka#dé této rovin&lezi 2 . 3 = 6 ptimek K (pFislus-
né primky obsahuji pravé 6 bodt konfigurace K, a kaZdy tento bod je pravé jednim
obrazem jediné p¥imky). ProtoZe kaZdym bodem K, prochazeji pravé &tyfi pfimky K ,,
prochazi kazdym bodem K, 4.4 = 16 rovin K, a kaZdou pfimkou K, prochizi
pravé 4 roviny této konfigurace. Nadrovin (uvaZujeme nadroviny uréené ad a) i b))
konfigurace K, je 32, nebot kaZd4 pfimka K, miZe byt prvym nebo druhym obrazem
nadroviny. V kaZdé nadrovin€ leZi 36 bodi dané K,, nebot celkem 12 bodt dané K,
ma sviij jeden obraz v jediném bod& (K,) dané pfimky (K,). UvaZujme nyni nadrovi-
nu jejiZ prvy obraz je pfimka AD. Celkem 16 pfimek leZici v této nadrovin€ ma za
svlj prvni obraz bod 4, 16 pifimek ma prvni obraz v bodé D a v bodé N ma prvni
obraz dalSich Sestnact pfimek. V této nadroving€ leZi jes§té dalSich dvanact pfimek
jejichZ prvy obraz je pfimka AD a tedy v dané nadroviné leZi celkem 60 pfimek nasi
konfigurace. Toto zfejmé& plati pro kaZdou nadrovinu. V uvaZované nadroving leZi
praveé 16 rovin konfigurace K,, nebot viechny tyto roviny maji prvy obraz v pfim-
ce AD. Opét ziejmé toto plati pro kaZdou nadrovinu. KaZdym bodem prochézi
8 nadrovin (napf. bodem [A, B] prochazeji nadroviny jejichZ prvym obrazem je
pfimka AG, AF, AD a AB a nadroviny jejichZ druhym obrazem je pfimka 4B, BO,
BE, BC), kaZdou pfimkou prochézi 4 + 1 = 5 nadrovin (bodem K, ktery je jednim
obrazem ptimky K, prochazeji 4 pfimky K, a tyto pfimky miZeme zvolit za ptislusny
obraz nadroviny — patou nadrovinu dostaneme tak Ze pfimku K, jeZ je obrazem
dané pfimky K, zvolime za pfislusny obraz nadroviny) a kaZdou rovinou prochézeji
zfejmé& dvé& nadroviny. Tim jsme dostali viechna &isla v matici (7) a lemma je dokazané.

Nyni pfistoupime k dikazu véty. Bodem konfigurace F, je kaZda dvojice bodl
konfigurace F,, pfimkou F, je bod a pfimka F,, rovinou F, je dvojice ‘primek F,
a nadrovinou konfigurace F, je pfimka konfigurace F, a rovina P,. Pfi dikazu
existence konfigurace F, zobecnime postup pfi odvozovani konfigurace K,. VSechny
vysledky jsou zfejmé a proto je jenom zaznamendme. Bodt konfigurace je a?, pfimek
je 2ab, rovin b* a nadrovin je 2b. Danym bodem prochézi 2¢ ptimek, g rovin a 2q
nadrovin. Danou pfimkou prochédzi g rovin a ¢ + 1 nadrovin. Rovinou prochézi
dvé& nadroviny. V nadroviné leZi b rovin, pb + a pfimek a ap bodi. V roviné leZi 2p
ptimek a p? bodt. Na piimce leZi p bodi.

UvaZujme nyni konfiguraci F,. Body, pfimky a nadroviny jsou v Fj stejné jako
v F,. V FyuvaZujme roviny uréené ad a) tj. rovinou konfigurace F}, je bod F, a rovina
P,. Matice konfigurace F; se li§i od matice konfigurace F, v tfetim sloupci a fadku.
Snadnou uvahou zjistime, Ze plati:

1) Rovin konfigurace F je 2a, kaZdym bodem prochézi dvé tyto roviny a kazdou
pfimkou prochazi jedina takova rovina.

2) V dané roving zfejmé leZi a bodi a b pfimek.

3) Danou rovinou prochazi g nadrovin a v kaZdé nadroviné leZi p t&hto rovin.
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Tim jsme dokéazali platnost nasi véty v M,. Incidence podprostori je afinni inva-
riant a proto odvozené konfigurace existuji v kaZdém modelu afinniho prostoru bodi
jehoZ zaméfeni je vgktorovy prostor dimenze 4 nad télesem realnych &isel — ozna-
deni P,.

Zivéreénd poznamka. V minulosti byla odvozena celé fada riznych konfiguraci
v euklidovské rovin& rozifené o nevlastni a komplexni elementy. NaSe véta plati
pro viechny tyto konfigurace, jestliZe jejich body jsou vlastni a realné.

Literatura

[1] Viadimir Blazek: Analytickd geometrie, u¢ebni texty, vydala PF Usti n. L. 1970.

[2] Jaromir Krys: r-rozmérné konfigurace, Cas. pro pést. matematiky 96 (1971) str. 339— 345.

[3] Jaromir Krys: Konfigurace bodi rovinné kubiky, Cas. pro pést. matematiky 96 (1969) str.
282—289.

Adresa autora: 501 91 Hradec Kralové, Leninovo ndam. 301 (Pedagogicka fakulta).

Zusamenfassung

KONFIGURATIONEN IM VIERDIMENSIONALEN RAUM
MITTELS DER EBENEN KONFIGURATIONEN HERGELEITET

JAroMIR KRYS, Hradec Krilové

Im Artikel wird folgender Satz bewiesen:

In E, (der Punktraum, der dem Vektorraum der Dimension 2 iiber dem Korper
reeler Zahlen entspricht) existiere eine Konfiguration vom Typ (a,, b,), dann existie-
ren in E, die Konfigurationen

a) [a* 2q q° 2q b) [a*® 2q 2 2q
p 2ab qg q+1 p 2ab 1 g+1
P’ 2p b% 2 a b 2a g
ap bp+a.b 2b ap bp+a p2b
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