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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 100 (1975), Praha 

СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

БУАТОРШК Р^пс (Сватоплук Фучик), Прага 

(Поступило в редакцию 5. III. 1974 г.) 

Статья является расширенным текстом доклада который автор прочитал 
на 4-ом чехословацко-советском совещании по теме „Применение функцио­
нальных методов и методов теории функций к проблемам математической 
физики". Совещание состоялось в зале Ректората Карлова университета 
в Праге, 27. XI.-30. XI. 1973 г. 

В этой статье дается информация о результатах группы математиков работа­
ющих на кафедре математического анализа Карлова университета в Праге 
и группы математиков работающих в отделении дифференциальных уравнений 
в частных производных Математического института чехословацкой академии 
наук. Эти группы работают на разных семинарах на кафедре и на семинаре 
И. Нечаса, в математическом институте. 

В докладе не приведен полный список литературы по докладываемым 
проблемам и для простоты изложения результаты не формулированы в полной 
общности. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Задачи о существовании решений нелинейных интегральных уравнений и за­
дачи о существовании решений краевых задач нелинейных дифференциальных 
уравнений в частных производных связаны с исследованием нелинейных ото­
бражений между пространствами Банаха. В последние годы внимание ряда 
математиков привлек один специальный класс нелинейных операторов — 
монотонные операторы. Метод монотонных операторов является очень эффек­
тивным в теории существования решений нелинейных дифференциальных 
уравнений. 

Прежде всего напомним основное определение и фундаментальный результат 
о монотонных операторах. 
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Оператор Г (линейный или нелинейный) определенный на пространстве 
Банаха Е9 значения которого лежат в сопряженном пространстве Е*9 называется 
монотонным на Е9 если для всех х19х2е Е имеет место неравенство 

(1.1) (хх - х29 Р(Х1) - Р(х2)) ^ О 

((х, у) есть значение ограниченного линейного функционала у е Е* в точке 
хеЕ). 

Теорема 1. Пусть в рефлексивном пространстве Банаха Е задан непрерывный 
монотонный оператор Г, удовлетворяющий условию 

(1.2) Иш ( ^ * ) ) - + о о _ 
1М1-00 ||Х|| 

Тогда оператор Р отображает пространство Е на Е*. 

Теорема 1 обобщается в следующих направлениях: 

А) Предположение непрерывности ослабляется новыми типами непрерыв­
ности, например непрерывностью из сильной топологии пространства Е в сла­
бую топологию сопраженного пространства Е* (так называемая деминепрерыв-
ностъ), и другие — см. напр. [2, 6, 25]. 

Б) Предпологается что отображение Р определено только на плотном мно­
жестве пространства Е (см. напр. [2, 25]). 

В) Определяются новые типы операторов которые обобщают класс монотон­
ных отображений, напр. [32] и другие. 

Во всех этих обобщениях предпологается, что отображения удовлетворяют 
условию (1.2). Такие отображения называются коэрцитивными. 

2. АЛЬТЕРНАТИВА ФРЕДГОЛЬМА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

С 1967 г. начинается исследование некоэрцитивных отображений. Этими 
проблемами будем заниматься в этом и в следующих параграфах. 

Пусть теперь имеем два пространства Банаха X и У и два отображения Ти 5 
пространства X в пространство У. Будем заниматься вопросом о существовании 
решения уравнения 

А Г ( х ) - 5 ( х) - = / , 

в зависимости от вещественного или комплексного параметра Я. Предполо­
жения на отображения Г и 5 следующего типа: Отображение 5 предполо­
гается вполне непрерывным и оператор Г отображает X на У. Можно доказать 
следующее утверждение. 
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Теорема 2. Пусть X и У вещественные пространства Банаха, Т нечетное 
гомеоморфные отображение пространства Хна Уудовлетворяющее следующим 
условиям: Существуют К > 0, а > О, !_, > О такие что 

(2.1) Ь\х\°^\\Т(х)\\^К\\х\\°, хеХ; 

(2.2) Т(1х) = 1а Т(х) , О О, хеХ. 

Пусть 8 и К нечетные вполне непрерывные отображения пространства X 
в пространство У и пусть 

(2.3) 5(.х) = I" 5{х) , I > О , х е X ; 

( 2 4 ) ИШ Их>1-0 

Тогда, если X Ф 0 и уравнение 

(2.5) X Т(х) - 5(х) = О 

имеет только нулевое решение, то уравнение 

(2.6) X Т(х) - 5(х) - Я(х) = / 

разрешимо для любой правой части / е Г. 

Аналогично как в линейном случае число X, для которого уравнение (2.5) 
имеет нетривиальное решение, называется собственным значением пары (Т, 5). 
Таким образом утверждение теоремы 2 является обобщением одной части из­
вестной альтернативы Фредгольма для линейных уравнений с впольне непре­
рывным отображениями. При тех-же предположениях как в теореме 2 имеет 
место следующее утверждение: Если уравнение (2.6) разрешимо для произволь­
ной правой части / е У, многозначное отображение 

А;\/) = {х е X; X Т(х) - 8(х) - Я(х) = /} 

ограничено (т. е. для всякого г > 0 существует д > 0 так, что ||х|( ^ д если 
||А Т(х) - 8(х) - К(х)\\ йг)и 

вир ||Л(х)|| < оо , 
хеХ 

то X не является собственным значением пары (Г, 5). Но это утверждение не 
обобщает полностью вторую часть классической альтернативы Фредгольма 
(кое-что об этом будет сказано еще в следующем параграфе). Ввиду этого, 
утверждения типа теоремы 2 будем также называть „альтернативами Фред­
гольма для нелинейных операторов". Первые результаты в этом нарпавлении 
получили независимо С. И. Похожаев [42] и И. Нечас[34]. Но сечасимеется 
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уже много работ на эту тему (см. напр. литературные ссылки к второй главе 
книги [20]). 

Доказательство теоремы 2 проводится следующими образом: Во-первых 
доказывается 

Ит ||Л Т(х) - 5(х) - К(х)\\ = со 

если X не является собственным значением пары (Т, 5). После этого исполь­
зуется известная теорема Борсука-Улама (см. [26]) о топологической степени 
вполне непрерывного и нечетного векторного поля и другие основыне утвержде­
ния о степени отображения. 

Разные методы доказательств „нелинейных альтернатив Фредгольма" (при 
выпольнении разных условий) возможно разделить на три группы. 

1) Доказывается, что последовательность приближений типа Галеркина 
уравнения (2.6) стремится в некотором смысле к решению этого уравнения. 
Первое доказательство, использующее этот метод, принадлежит С. И. Похо-
жаеву [42]. Его результаты и метод доказательства были обобщены в работах 
[9, 41]. Отметим еще, что для применения абстрактных результатов полученых 
этим методом к теоремам о существовании слабых решений краевых задач 
нелинейных дифференциальных уравнений надо доказать, что в пространствах 
Соболева \Ур(01) и их подпространствах полученных с помощю краевых условий 

о 

(напр. в пространстве И (̂-2) в случае задачи Дирихле) существуют базисы 
Шаудера. Этот факт был доказан для одномерного множества в [9], и с по­
мощью теории интерполяции и общих результатов о существовании базиса 
Шаудера для множеств с достаточно гладкой границей в работе [13]. Результа­
ты работы [13] усилены и обобщены на случай пространств Соболева-Слобо-
децкого в [45]. В этом направлении еще существуют некоторые открытые 
проблемы. Все эти доказательства не конструктивные. Единственное конструк­
тивное доказательство существования базиса Шаудера в пространствах Собо­
лева было до настоящего времени дано в [4] только для случая когда ^ 
является ^мерным кубом. Поскольку доказано (см. [7]) существование сепа-
рабельного пространства Банаха без базиса Шаудера, эти проблемы очень 
интересны. 

2) Следующий метод существенно использует то обстоятельство, что рас­
сматриваемые пространства Банаха комплексные. Предположения соответству­
ющих теорем всегда гарантируют вещественность всех собственных значений 
пары (Т, 5). Если Х0 не являетая собственным числом пары (Г, 5), то прежде 
всего доказывается существование решения и(%) уравнения (2.6) с X = Х0 4- 1"{, 
где % Ф 0 действительное и после этого показывается, что при § -> 0 и(%) стремят­
ся в некотором смысле к решению уравнения (2.6) с X -= Х0. Это основные идеи 
работы [34]. 
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3) Для доказательства альтернативы Фредгольма используются подходящие 
обобщения теоремы Борсука-Улама, см. напр. [29, 35, 36]. 

Дальше укажем примеры типичных уравнений, существование решений 
которых вытекает из теоремы 2. 

Пример 1. Пусть ^ ограниченная область в пространстве 1?̂  с достаточно 
гладкой границей д^. Ищется слабое решение задачи Дирихле 

\и\8 

-ХАи - и ' ' = / на ^(з > 0) , и\ш = 0 

для /е^2(^)9 т. е. ищем и е Й (̂-Э) такое чтобы для произвольного V е \У\(0) 
выполнялось интегральное тождество 

Г " ди дь А Г \и\я

 А Г , А 

^ л / = 1 дх1дх1 ^ п 1 + \и\5 ^ й 

Это уравнение разрешимо для произвольного /е ^2(^) если уравнение 

Я Г ^ ^ . ^ й х _ Г ш<1х = 0, 1 > 6 ^ ( 0 ) , 
^я^=1дx^ дх1 ^ д 

обладает только нулевым решением, что имеет место для X ф 1/Ял, где последо-
вательност {Хк} является стектром задачи Дирихле для уравнения — Аи — Хи = 
= 0. 

Пример 2. Рассмотрим краевую задачу 

(2.7) -АХ /-^Т-|"Г1»=/ на « « и = о. 
1=1 Зхс \0^/ 

Для 1 ^ т < 3 она имеет слабое решение и е Ф1№) для произвольного 
/е(Ф1ф))* если только X Ф 0. В случае /я = 3 задача (2.7) слабо разрешима, 
если задача 

(2.8) ^ ^ —(—) - м 3 = 0 на ^ м | а п = 0 
1=1 дхг уЗх,/ 

имеет только нулевое слабое решение. 

Пример 3. Пусть д непрерывная нечетная вещественная и ограниченная 
функция на (—со, +оо). Тогда задача 

(2.9) Хи" + и + д(и) = / на (0, тг) 

и(0) = и(п) = О 
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слабо разрешима (разрешима) для произвольного /еЬ 2 (0, тг) (/еС<0,Л>) 
если к Ф 1/п2 (п = 1,2,...). 

Из утверждений типа теоремы 2 возникают две новые проблемы. 

I. Во первых, как было уже сказано, теорема 2 не является полным аналогом 
альтернативы Фредгольма. Остается еще решать следующую задачу: для каких 
правых частей / е У разрешимо уравнение (2.6) в случае, когда Я является соб­
ственным значением пары (Т, 5). Некоторые ответы на этот вопрос даны в §3. 

П. Требуется выяснить структуру множества всех собственных значений 
пары (Т, 5) нелинейных операторов. 

3. ОБЛАСТЬ ЗНАЧЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

Пусть отображения Г, 5, I? удовлетворяют условиям теоремы 2 и пусть Я 
является собственным значением пары (Г, 5). Тогда решение задачи I из конца 
§ 2 в случае а 4= 1 очень сложно (в работе [19] приведен пример, показываю­
щий, что до сих пор не ясны никакие общие свойства множества правых частей 
для которых существует решение уравнения (2.6). Но для а = 1 уже некоторые 
результаты в этом направлении имеются. Первым из них является работа [31], 
где получены необходимые и достаточные требования на ^е^2(^)9 чтобы 
краевая задача 

(3.1) ^(и) + д(и)=^ на ^ 

была слабо разрешима, где ^ линейный самосопряженный дифференциальный 
оператор второго порядка такой что задача Дирихле 

(3.2) ^(и) = 0 на (2 

м|5Я = 0 

имеет одномерное пространство решений, функция д непрерывна на веществен­
ной оси и существуют конечные пределы 

Шп д(%) = д( + оо) , Нт д($) = д(-со) 
$-->оо $ - + - о о 

И 

0(-оо) <д({) < д(+со), %€&!. 

Тогда для слабой разрешимости задачи (3.1) необходимо и достаточно, чтобы 
для функции/еЬ2(.Э) были выполнены неравенства 

(*) <К~°°)| И + 0(+°°)| М < I ><0(+оо) Г И + 0(-оо)| н 

для всякого ненулевого решения и> задачи (3.2), где 

^± = {хе ^; Цх) ^ о}. 
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(Для элементарного доказательства этой теоремы см. [24].) Аналогичное необ­
ходимое и достаточное условие доказано в работе [46], если размерность 
пространства решений задачи (3.2) больше единицы. Абстрактную схему для 
получения результатов такого типа указал И. Нечас в [40], где доказана сле­
дующая теорема. 

Теорема 3. Пусть А линейное ограниченное самосопряженное фредголъмов-
ское1) отображение в вещественном пространстве Гильберта Н и пусть ядро 
Кег[Л] оператора А нетривиально. Пусть N нелинейное вполне непрерывное 
отображение пространства Н в Н такое что 

зир ||ЛГ(и)|| < со . 
иеН 

Пусть для каждого в > 0 и г > 0 сиществует Г(е) > 0 так что 

(3.3) |(#(ГИ> + !>), И>) - Цу»)\ < 6 

при произвольном и>е Кег [А]9 ||и>|| = I, VеН9 ЦиЦ ̂  г и I ^ 1(е). 
Тогда если 

(N(1/), н>) < Цр) , и> е Кег [А] , м е Я , 

то для разрешимости уравнения 

(3.4) А{и) + N(11) = А 

необходимо и достаточно, чтобы неравенство 

ВД > (к,») 

было выполнено для произвольного и> е Кег [А]9 ||и>|| = 1. 

Главным шагом доказательства теоремы 3 является отыскание системы урав­
нений, существование решения которой эквивалентно существованию решения 
уравнения (3.4). Существование решения новой системы уравнений доказы­
вается с помощью теоремы Шаудера о неподвижной точке вполне непрерыв­
ного отератора. 

Теорема 3 обобщается в следующих направлениях: 

а) Предполагается, что существуют постоянные а > 0 , /? > 0, <5>0 так что 

||#(и)|| й* + р\\и\\*9 иеН. 

*) Линейное отображение А называется фредгольмовским, если размерность его ядра 
конечна, область значений 1т[А] замкнута в Я и размерность факторпространства Н/1т[А] 
тоже конечна. 
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При выполнении некоторых условий получается: 

если 8 е (0,1) то уравнение (3.4) разрешимо при любой правой части (см. 
[14]); 

если д = 1 и постоянная /? достаточно малая (ограничение зависит от нижней 
грани абсолютных значений ненулевых точек спектра оператора А) то уравне­
ние (3.4) снова разрешимо для произвольной правой части (см. [10]); 

если 8 > 1 то можно доказать, что уравнение (3.4) разрешимо для правых 
частей с достаточно малой нормой (см. [11]). 

б) Предполагается, что оператор А определен только на плотном множестве 
некоторого пространства Банаха X которое отображает в пространство У, 
причем А не обязательно ограниченный. С помощью этого обобщения можно 
получить существование классических решений краевых задач (см. [11]). 

в) Условие (3.3) теоремы 3 ослабляется и ищется решение задачи (3.4) для 
любого/из области значений оператора А (см. [12]). 

В конце этого параграфа проиллюстрируем абстрактные результаты об 
области значений нелинейных операторов на примере краевых задач для 
обыкновенных дифференциальных уравнений, причем следует отметить, что 
это делается только для просторы изложения, так как результаты можно при­
менить к дифференциальным уравнениям в частных производных. 

Пример 3 (продолжение). Будем рассматривать краевую задачу из примера 3 
с Л = 1. 

А. Если функция д удовлетворяет условиям из начала этого параграфа, то 
формула (*) является достаточным и необходимым условием разрешимости 
задачи (2.9) (^ = зш х). 

Б. Если функция д нечетная, 

Нт д(%) = со , 

и выполняется неравенство 

(3.5) Ш\йс1 + с2\!\*, 

где б е (0, 1), сх > 0, с2 > 0, то задача (2.9) слабо разрешима для произвольного 
/еХ.2(0,тг)(см. [14]). 

В. Если неравенство (3.5) справедливо с 6 = 1, то в случае 

о <- 2<М*)М-) (>/(*) +ЮГ1 

краевая задача (2.9) опять слабо разрешима для произвольного /еЬ 2 (0, я) 
(см. [10]). 
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Г. Пусть существует ц > О так, что 

m i n g{® m 
í 

min g(Ç) 

lim 
$-0 + £ 7Г 

Ит »«-'/<>•-•» < - — , 
.5-0+ (̂  7Г 

где 
М = зир |0(<*)| < со . 

Тогда для произвольного /еЬ2(0, п), удовлетворяющего условию 

Í /(х) $т х их = 0 , 

существует слабое решение и е 1У\(0, п) задачи (2.9) (см. [12]). 

4. ОЦЕНКИ СНИЗУ КОЛИЧЕСТВА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

В этом и в следующем параграфе мы обратим внимание на задачу II из кон­
ца §2. 

Изучение структуры множества всех собственных значений пары нелинейных 
операторов было начато в тридцатых годах советскими математиками Л. А. 
Люстерником и С. Г. Шнирельманом (см. [33]). Они доказали, что при 
выполнении некоторых условий, существует по крайней мере стремящаяся 
к нулю последовательность неотрицательных собственных значений нелиней­
ных операторов (/', д'), где / ' и д' производные Фреше функционалов / и д 
определенных на пространстве Гильберта Я, точнее говоря, для любого г > О, 
существует по крайней мере счетное множество вещественных чисел X, для 
которых задача 

(4.1) Х/'(х) - д'(х) = 0 , х е Мг(/) = {иеН; /(и) = г} 

разрешима. Доказательство этого результата основано на изучении топологи­
ческого инварианта — категории множества, который был введен С. Г. Шни­
рельманом. (Для доказательства см. тоже [26].) Аналогичное утверждение для 
функционалов /, д определенных на пространстве Банаха, доказал грузинский 
математик Э. С. Цитланадзе (см. [5]). Теория Люстерника и Шнирельмана 
для случая пространств Банаха продолжена и развита в работах [1, 3, 16]. 
В работе [16] идея доказательства основана на теореме о неявных функциях 
и получен следующий результат. 
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Теорема 4. Пусть X безконечномерное рефлексивное пространство Банаха 
с базисом Шаудера2). Пусть г > 0 и /, # два вещественных функционала, опре­
деленные и имеющие производные Фреше / ' , %' на X. Предпологается, что вы­
полнены следующие условия: 

/(х) = 0 о х = 0; 

(х,/'(х)) >0 для хеХ, х Ф 0; 

Ит /(х) = + оо; 
1 1 * 1 1 - 0 0 

Ы (х,Дх)) = С 1 > 0 ; 

отображения/', %': X -> X* равномерно непрерывные; 

д(х) = 0, х € X; 

д(х) = 0 <=> х = 0; 

отображение %' усиленно непрерывное (т. е. оно непрерывно из слабой топо­
логии пространства X в сильную топологию пространства X*); 

д'(х) = 0 о х = 0; 

если хп -* х (слабо), /'(хп) -> ъ (сильно), то хп -> х. 

Тогда существует последовательность попарно различных точек хп е X 
такая, что 

д'(хп)-(Хп99'(Хп^/'(Хп) = 0, 
К } (хп,Г(хп)У Кп) 

0<д(хп) \0, х я - 0 , /(хп) = г. 

Пример 2 (продолжение). Краевая задача (2.8) обладает нетривиальным 
решением по крайней мере для счетного множества вещественных чисел Я. 

5. ОЦЕНКИ СВЕРХУ КОЛИЧЕСТВА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

В общем случае метод Люстерника и Шнирельмана и его обобщения не 
дают все собственные значения пары (/', д') нелинейных операторов (см. 
пример в работе [19]). Возникает поэтому вопрос, при каких дополнительных 
условиях множество Л всех параметров Я для которых задача (4.1) имеет реше­
ние является последовательностью. На этот вопрос дан первый ответ в работе 

2 ) С теоретической точки зрения можно предполагать немножко меньше чем существова­
ние базиса Шаудера. 
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[37], где рассмотрена краевая задача для нелинейного обыкновенного диффе­
ренциального уравнения специального вида — уравнения типа задачи (2.8) 
при N == 1 (см. тоже [38, 39}). Обобщение на уравнения четвертого порядка 
рассмотрены с этой точки зрения в работах [27, 28, 39]. 

В дальнейшем нам понадобится понятие вещественно-аналитического функ­
ционала (р, определенного на банаховом пространстве X, т. е. такого функцио­
нала, который в окрестности любой точки пространства X разлагается в сходя­
щийся ряд Тейлора. 

Теорема 5 (см. [19]). Пусть Н вещественное сепарабелъное пространство 
Гильберта со скалярным произведением (.,.). Предположим, что/и%веществен­
но-аналитические функционалы на пространстве Н, удовлетворяющие следую­
щим условиям: 

/(0) = 0, /(и) > 0 для и Ф 0; 

существует непрерывная положительная и неубывающая функция сх(г) в про­
межутке (0, со) такая, что 

АЧ(и,кЛ)^сМ(ч))Щ 

для произвольных и, Не Н (д2 /вторая производная Фреше); 

производная /'• отображает ограниченные множества на ограниченные; 

множество Мг(/) ограниченное; 

отображение §' усиленно непрерывное; 

9(0) = 0, 9Щ = 0. 

Обозначим через В множество всех решений задачи (4.1). 
Тогда $(В) \ {0} изолированное множество и только 0 может быть его 

точкой сгущения. 

Если функционал/однородный степени а и функционал д однородный степе­
ни Ь, то 

д{В) = Ъ.г.Л. 
а 

Из этого вытекает ответ на наш вопрос: Если функционалы / и д однородны 
(не обязательно той-же степени) и выполнены условия теорем 4 и 5, то множе­
ство Л является последовательностью положительных чисел, которая стремится 
к нулю. 

При доказательстве теоремы 5 используется „обобщенное отнощение Релея": 

9(") 

[/(«)]" rt«) = ïг^™г>» 
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где 

в(и) = №),/'(")) 

Легко получается, что д(А п Мг(/)) = ^(В), где .4 есть множество критических 
точек функционала <р, т. е. 

Л = {хеЯ\{0}; <р'(х) = 0}. 

Для множества критических значений ср(А) надо доказать, что оно счетно. Это 
сделано в работе [17] с помощью конечномерного аналога этого утверждения 
из работы [43]. Результаты из работ [17, 43] очень похожи на классические 
теоремы. Морса-Сарда для вещественных функций конечного числа пере­
менных. 

Утверждение теоремы 5 можно доказать тоже в случае, когда функционалы / 
и д определены на пространстве Банаха, но формулировка условий и доказа­
тельство существенно сложнее (см. [18]). В случае неоднородных функционалов 
можно доказать, что существует дискретное множество I? параметров г такое, 
что для г е (0, со) \ Л множество А является последовательностью стремящейся 
к нулю (для случая конечномерного пространства Я смотри [44], для случая 
бесконечномерного пространства Я результаты еще не публикованы). 

В случае, когда функционалы/и д не гладкие (как это требуется в теореме 5), 
.можно использовать результат из работы [15] (который основан на утвержде­
нии из [30]), где доказано, что множество д(В) \ {0} имеет некоторую (зависит 
от дифференцируемости функционалов /яд) меру Хаусдорфа равную нулю. 

Пример 4. Рассматривается краевая задача 

(5.1) -ЛАи + иъ = 0 на ^ 

где (2с]?з ограниченная область с достаточно гладкой границей д^. Тогда 
существует последовательность А положительных чисел с точкой сгущения 0 
такая, что на единичной сфере пространства ^ ( О ) существует слабое рещение 
задачи (5.1) тогда и только тогда когда А е А. 

Замечания, а) Результаты из § 4 и § 5 можно применить тоже к теории 
бифуркации нелинечный операторов (см. [22]). Примеры в этом докладе даны 
только для краевых задач для дифференциальных уравнений. Можно привести 
тоже примеры интегральных уравнений (см. [21]) и краевых задач для интегро-
дифференциальных уравнений (см. [23]). 

б) С результатами приведенными в §§ 2, 4, 5 можно детально познакомится 
в книге [20]. 
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