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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 90 (1965), Praha

VEKOVA STRUKTURA MARKOVSKYCH VETVICICH PROCESU

PETR MANDL, Praha

(Doslo dne 26. Cervna 1964)

Price obsahuje véty o konvergenci podle pravdépodobnosti vékového
rozloZeni Castic. Pfedpoklada se, Ze Castice béhem své existence méni stav
zpusobem homogenniho Markovova procesu.

1. Pfedmétem prdce je studium soustavy X, sklddajici se z prvku, které budou
nazyvdny Cdsticemi, s t€mito vlastnostmi: KaZdd Cdstice existuje v nékterém ze
stavli w,, ®,, ..., 0, V pfipadg, Ze Cdstice je ve stavu w;, potom pravdépodobnost,
7e prejde za dobu 4t do stavu w;(j * i) je q;; At + o(4t). Déle je pravd&podobnost
pdny, g, ..., n,) At + 0{At), Ze Castice v dob& At zanikne a dd vznik ny &isticim
ve stavu @y, ..., n, ¢dsticim ve stavu w,. Zde n, =0, ..., n, = 0. Pfitom zminéné
pravdépodobnosti nezdvisi na pfedchozim vyvoji &dstic a jiZ existujici ¢dstice na sebe
navzdjem nepulsobi.

Uvedené podminky charakterizuji homogenni Markoviv vétvici proces. Je zde
pouze ten doplné&k, Ze pfechod Cdstice do stavu w; je odliovdn od zdniku Cdstice
a vzniku jedné nové Cdstice ve stavu ;. M4 tedy smysl studovati rozloZeni Cdstic
podle v&ku. Vysledky, obdobné vété 1, je tfeba vid&ti v tvrzenich o konvergenci
v&kového rozloZeni v Easoveé zdvislych procesech vétveni a o asymptotickém chovdni
podtu &dstic ve vicerozm&rnych Galton-Watsonovych procesech. ([1], Véty 9.2,
25.1)

2. Budeme pouZivati téchto symbolu:

E; stfedni hodnota za podminky, Ze v Case O existovala jedind &dstice ve
stavu w; se stdfim 0,

P{.)  pravdépodobnost za téze podminky,
P(.) pravdépodobnost pfi libovolném, bliZe neuréeném vychozim stavu &dstic,

v

M1, x) potet &dstic ve stavu w, v &ase ¢, jejichZ sta¥i je mensi ne¥ x,
(]
Wit 1) = j e dM{t, %), 120,
0
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W{t) = W{t, 0) — podet &dstic ve stavu w; v &ase 1,
w(t) = Wy(t) + ... + Wl1),
R{t, x) = M{t, x) W(t)~! pro W{(t) > 0 — v&kové rozloZeni Cdstic ve stavu w;
v &ase t; pro W(t) = 0 klademe R{t, x) = 0;
T okam¥ik vymfeni populace. V pfipadg, Z¢ k vymieni nedojde, je T = co.

PoloZme dédle pro i,j =1,...,r

(1) —qii=zqij+ Z #i(nl""’nr)’

Jj¥i

Qij = Z "jﬂi(nl, cees nr)’ S;; = dij T Qij>»

Q= “‘I.‘ji , S= ”Su'”'
Budeme pfedpoklddat, Ze plati proi =1, ..., r
(2 Y pngoun)(ng+ ...+ 1) <.

Za pfedpokladu (2) jsou konetné velitiny n;j(t) = E; Wt) (viz [2], §5) a jejich
matice N(f) = ||n,(t)| vyhovuje vztahu

©) Ed;N(t) = SN(f), N(0)=E.

(Viz ddle (7) pro 4 = 0). E je jednotkovd matice.
Definice. Soustava X se nazyvd positivné reguldrni, kdyZz

4) limnt) =0 pro i,j=1,...,r.

t— o0
Lemma. Kdy? X je positivné reguldrni, potom n;j(t) = v;n;e" + O(e*) pro i, j=r,
kde y, v, n; jsou vesmés positivni, y > B. Zde (my,...,n,) je (aZ na vyndsobeni
jediny) levy vlastni vektor matice S odpovidajici charakteristickému Cislu y.

Dikaz. Dle (4) existuje 1, tak, Ze n;(t;) > 0 pro i,j = 1,...,r. Z (3) vyplyvd,
Ze je N(t) = exp St. Z Perronovy véty pro matice s nezapornymi prvky (viz [3]) plyne

N(ton) = N(to)" = |lvim;| & + 0(e3) »
kde g, > ¢;. Podle (4) musi byt g, > 1. Tvrzeni lemmatu dostaneme, klademe-li

y=1t5'loggy, B=1t;"logeg, .

Oznagme p,(t) pravdépodobnost, e &dstice, kterd se nachdzi ve stavu w, nezanikne
za dobu t a bude ve stavu w;. Polozme P(f) = |p;/(t)|. Potom

d
— P(t) = P(t
L p) = )0
je soustava Kolmogorovych diferencidlnich rovnic pro p;(¢).
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Véta 1. KdyZ X je positivné reguldrni, potom pro kaZdé ¢ >0aj=1,2,...,r
plati

(5) tlirg) P(sup |[R(t,x) — F(x)]| > & T>1)=0.
Zde
(6) Fj(x) =1- e"yxn}'li;lnipij(x) .

Ditkaz véty 1 bude proveden v bodech 3 —7.

3. Nejprve vySetfime velitiny ¢,;(t, 2) = E; W;(t, ). PouZijeme-li pfedpokladi
v bodé€ 1, nahlédneme celkem snadno, Ze plati

(pij(t + At, /{) = (1 -+ q”At) {‘Pij(t’ /1) + pU(t) [e—l(t+dt) - e—lt]} +

.....

+ n, ¢, (t, )] + o(4t).
Odkud podle (1)

d _
(7) qr @ift, ) = —de™M pift) + ; Su Pui(ts 4) -
Ozna&ime-li #(t, ) = |¢,{t, 4)||, mdme (7) v maticovém zdpisu

g—t¢(t, 2) = —ie *P(t) + So(t, ), &(0,2) =E.

S pouzitim (3) dostdvdme
®(t, 1) = N(t) — /IJ“N(t —s)e * P(s)ds,
0
Klademe-li
(8 N =l

mdme dle lemmatu

9) (1, 2) = N(E - Ajte—mv)s P(s) ds) & + 0(eH) =

0o

- J " e 3 dN(E — e P(s)) & + O(eM) = E(d) " + O(eM).

0

Zde jsme zavedli novou matici Z(4) = [|&;,(1)]-
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Budiz
n;(4) =J e ™ dF(x) pro 420, j=1,..,r.
0

PouZijeme-li (6), (8), (9), vidime, Ze plati
(10) EfA) =vimin d) pro i,j=1,..,r.

4. UkdZeme, Ze veli¢iny W,(t, A) e”?" konverguji pfi t —» oo podle kvadratického
sttedu. Ozna¢me pro 7 > 0

Qij(t) = Ql](t’ T, A) = Ei Wi(t’ A.) Wl(t + T, /1) .

Koneénost veli¢in ¢,(f) je zarudena podminkou (2). Z predpokladii o soustavé X
plyne vztah

+ () [(e774 — ™) (9,(7, 4) — e7¥pi(7)) +
+ PU(T) (e—l(2t+t+2Al') _ e—l(2t+t))]} + Atzq,kghl(t) +
k*i
+ At Z l‘li(nli ey n') [nl(glj(t) - (Plj(t’ /1) (p]j(t + 'C, )h)) + .

+ oo +(nyo(t2) +..)(ny 04t + 1, 4) +...)] + o(41).

Zde pfi vypodtu vyrazu v posledni hranaté zavorce se pouZivd predpokladu, Ze ¢dstice
se vyvijeji nezdvisle a tedy kovariance souétu se rovnd soudtu kovarianci.

Midme tedy soustavu rovnic

(11) %QU(‘) = {—2e7 " pi{1) [0;(%, A) + (26747 — e7¥) p(7)] +

.....

—not Dot +1,1) -]+ ;s,-k a(t) 5
:0) = i1, 1), ¢,(0) =0 pro i#j.
Oznagme vyraz ve svorce v (11) z,,(t) a utvofme matice

20 = |20, RO = el #0d) = [8,04(60)

Potom plati

R(t) = (s, 1) N(t) + j " N(u) Z(t — u)du.

0o
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-

S pouZitim (9) vyplyvd odtud, Ze je

(12) eij(t: T, A) e H TV =} j e” " ny(u) du (2, 2) + o(1)
kJo

kde
LA A2) = Y nr;t,-(n,, ceam) [(ny Ef(A) + ..) (ng E(Ay) +..) =

- n flj(lx) Elk()“z) - ] :

Pfitom zbytek v (12) je o(1) pro t — oo stejnom&rng v .

Celkem mdme, Ze

fm sup. E(W,(,1) e — W + 5,20
t—>o0 >0
lim sup [Qij(t’ 0, i) - ZQij(ts T, A) + Qij(t + 1,0, /1)] =0.

t=*ow >0
Existuje tedy velitina W,(1) takovd, %e
lim E(Wj(t, A) e™™ — W(2))> = 0.
t> o0
5. Polozme W(A) = n; nj(A) W,(1). DokdZeme, e je
(13) El(-W-:’()sl_) - m()»z))z = 0 pro Al’ ).2 g O s i,j = l, .o

Hr.

OZnaéime ll’ijk(t’ A‘l’ }.2) = Ei W,(t, ll) ’/Vk\t, Az).
Stejné jako v bodé€ 4 odvodi se rovnice

d -
a Vit A, ) = — (A + 4,) e (atazyr Pif(t) 05 +

.....

- n (pli(t’ j'1) (Plk(t’ j'2) - "'] + leil ‘l’ljk(t’ }'19 '12) s

'/’tjk(O, A1 }vz) = 5i15jk .
Z nich pak plyne vztah |
lim Yinlt, Ay, 4) €7 = 3 f €2 n(u) du Lol As) -
tJo

Odtud
(14)  E(Wf1,) — Wi(4,))* = ;j:e_m ni(u) duly(As, A1) (mynf44)) 72 —

-2 ljk(}“l’ '12) (“1 '11(1-1))— ! (”k ’h(lz))_ Y+ ¢ m;(lz, /lz) (“k ﬂk(’lz))—z] .



JelikoZ dle (10)
L Aas A2) (mym (A1) ™1 (memil(22)) ™1 =

*
Yo oung o) [(ngvy + oo+ nv)* — npvi — oo — npl?],

vyplyvd (13) snadno z (14). MiiZzeme proto psiti W) = W.
6. DokdZeme rovnost
P(W=0)=P(T< ).
Ozna¢me

G(p. 1) = Ee™™"®, hfs, 1) = Gfse ", 1), P(W=0)=1I,,
a zavedme vytvotujici funkci intensit vétviciho procesu v soustavé X

f*gsees X B) = ;q,-,‘x,, + Y pung,..om) Xy, X

Blyeeesny

Plati

(15) i h; = _5_ G; — sye™™ i G;=
dt ot dp

= fhy, ..., h)) + yE;se”" W(t)exp {—se™ " W(t)}.

Zde jsme pouZili rovnice vzad pro vytvofujici funkci vétviciho procesu. Neni obtiZné
nahlédnouti, Ze lim lim hy(s, t) = II; Stejny limitni pfechod v rovnici (15) ddvd

s t— o

(16) i, .. O)=0, i=1,..,r.

Zfejmé& je (napf. dle bodu 3) IT; + 1. JelikoZ vztahiim (16) vyhovuji také pravd&po-
dobnosti vymieni P(T < o) a jsou jimi jednozna&n& urdeny (viz [2]) dostdvdme
vysledek P(T < o) = II;.

7. Dokonéime diikaz véty 1. Dle pfedpokladu potomstva riiznych &dstic se vyvijeji
nezdvisle. Tvrzeni, dokdzand v bodech 4 —6 plati tedy pro libovolny pocdtecni stav
&dstic v soustavé X.

Necht pro zvolend ¢ a j vztah (5) neni spln&n. Existuje tedy posloupnost {t,}:,,
t, - oo a Cislo 6 > 0 tak, Ze

(17) P(sup |R(t,, x) — Fi(x)| > ¢ T>1t,)>9.

UvaZujme posloupnost Wj(t,, 1) e """, kterd dle bodd 4,5 konverguje k ; n,(1) W
podle kvadratického stfedu. JelikoZ z posloupnosti ndhodnych veli¢in konvergentni
podle kvadratického stfedu lze vybrati posloupnost konvergentni s pravdépodob-
nosti jedna, Ize s pouZitim diagondlniho principu dokdzati existenci posloupnosti {,},
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vybrané z {t,} takové, Ze

P(lim Wj(t,, A) e™" = n;n;(A) W pro viechna A > 0 raciondlni) = 1.
k
Odtud dle bodu 6

P<1imf e **dRj(t,, x) = n4), pro 120, T= oo) = P(T= ).

k 0

Konvergence Laplace-Stieltjesovych transformaci md za ndsledek stejnomérnou
konvergenci distribuénich funkci v pfipadg, Ze limita je Laplace-Stieltjesovou trans-
formaci spojité distribuéni funkce. Mdme tedy

P(li:n sup |Rj(t, x) — Ff(x)| =0, T= o) = P(T = ).

Odtud
lim P(sup [R(t;, x) — Fj(x)| £ &, T= ) = P(T = ),
k x

a ddle
lim P(sup |Rj(t,, x) — Fi(x)| > & T> 1) <
k x

SlmP(T> 1) — P(T= o) =0.
k

To je spor s (17), tedy plati (5). Tim je dikaz véty 1 dokonéen.

8. Nasledujici véta se tykd v€kového rozloZeni &dstic ve skupiné stavi. BudiZ s
celééislo,1 £s<r.

RY(t, x) = (21 M, x))(l_g1 W(i)™"  pro él W) > 0

budiZ v€kové rozloZeni poctu &dstic ve stavech wy, ..., @,.

Véta 2. Kdy? X je reguldrni, potom pro kaZdé e > 0
lim P (sup [R%(t, x) — (L m)™* (X miF(x))| > & T>1)=0.
t— x i=1 i=1

K dikazu véty 2 je tfeba pouze mdlo pozméniti tivahy v bodé& 7.
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Pe3omMme

PACIIPEAEJIEHUE BO3PACTA
B BETBAIIMXCA IMPOLIECCAX MAPKOBA

IIETP MAHZIJI (Petr Mandl), Ilpara

Pa6oTa kacaercs OOHOPOAHBIX BETBSLIMXCS MPOLECCOB MapkoBa C r TUNAMH
YaCTHL @, ..., ,, KOTOPbIE BO BPEMs CBOETO CYLIECTBOBAHMS MEHSIOT PUHAIJIEXK-
HOCTb K THIy 110 3aKOHaM OJHOPOZHOro mpouecca Mapkosa. Ilycte p;(f) — Be-
POSITHOCTB IIEPEXO/A 32 BPEeMs ¢ U3 THIA ; B ), n(f) — MaTeMaTHYECKOe OXHUIAHHE
YHCJIA YaCTHIL TUMA ®; Bo BpeMeny t. [Ipu yciosusx (2) u

n(t) ~ konstm,e”, t—>o0, m >0, y>0,

JOKa3bIBAETCA CXOAMMOCTb IO BEPOATHOCTH pacCHpelesieHHs BO3pacTa 4HacTHIL
THNA ; K QyHKIUH PacnpeesIeHus

Fx)=1— e ;! Zlnipij(x).
iz

Zusammenfassung

DIE ALTERSSTRUKTUR DER MARKOVSCHEN
VERZWEIGUNGSPROZESSE

PETR MANDL, Praha

Die Arbeit betrifft homogene Markovsche Verzweigungsprozesse mit r Typen
@y, ..., », von Individuen, welche wihrend ihrer Lebenszeit die Zugehorigkeit zum
Typus nach den Gesetzen eines homogenen Markovschen Prozesses dndern. Es sei
p,-,-(t) die Wahrscheinlichkeit des Uberganges in der Zeit t vom Typus w; nach wj,
n(t) der Erwartungswert der Anzahl zur Zeit ¢ der Individuen vom Typus w;. Unter
den Voraussetzungen (2) und

n(t) ~ konst. me” fir t— oo, n; >0, y>0,

wird die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit der Altersverteilung der Individuen vom
Typus w; zur Verteilungsfunktion

Fj(x) = 1 - e—yxnj-l'zlni pu(x)
bewiesen.
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