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Casopis pro pé&stovéni matematiky, rot. 88 (1 963), Praha

O JEDNE PRIBLIZNE KONSTRUKCI INVERSNIHO OPERATORU

VAcLAv DOLEZAL, Praha
(Doslo dne 5. prosince 1961)

Clanek je vénovan jedné ptiblizné metods konstrukce inversniho operato-
ru; uvazuji se operatory, zavedené v praci [1].

V dal$im bude pfedpoklddano, Ze Gtenar je obeznamen s nékterymi skuteénostmi
z prace [1]. Tam bylo ukazano, Ze konstrukce inversniho operdtoru k operatoru
A e Uy redukuje se v podstaté na stanoveni feSeni rovmice H(t, t) + W(t, 1) +
+ [t W(t, &) H(¢, 7) d& = 0; pfitom pro feSeni H(t, 7) plati vzorec H(t, 1) =
o0
= Y (—1)* W*%. Pro numericky vypodet neni viak tento tvar pfili§ vyhodny. UvaZme
i=1 .

totiZ napfiklad ten pripad, kdy
o LEEMICLICE

potom ziejm& W *? mé rovn&Z tvar (1), oviem se 2n* &leny, W3 se 4n* &leny atd.

Zde ukéaZeme, Ze je-li W(t, t) analytickou funkci, %e pak je moZno ¥eSeni H(t, 7)
obdrZet ve tvaru mocninné fady, jejiZ koeficienty lze snadno stanovit; posléze v§imne-
me si pripadu, kterak je touto metodou mo¥no stanovit pfiblizng& operator 47*, i kdyz
pfisludna funkce W(t, t) neni analyticka.

Bud K; = E[z : |z| < T], K7 jeji uzdvér; obdobnymi metodami jako v [1] lze
snadno dokazat, Ze plati tvrzeni:

Véta 1. Bud W(z, ) analytickd na Kp x Kg; pak existuje jedind na K x Kg
analytickd funkce H(z, w) tak, Ze plati

© H(z, ) + W(z, @) + J W(z &) H(E, o) d = 0
(integrace se béie po uisecce spojujici body z a w). Nadto plati

0
a) H(z, 0) = ;1( —1)! W*(z, w), pFicem? fada konverguje stejnomérné v kazdém
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Kz x Kg., R <R, a kde W*Nz, 0) = [ W(z, EyW*E D 0) dE, k = 2,3, ..
le — W

b) |H(z, 0)] < M exp M|z — | pro (z, ») € Ky x Ky, kde
M(T)= max [W(z,w)], 0<T<R.

(z,0)eKrx Kz
KaZdy operator 4 € 2y lze representovat rovnici (srv. [1])
(3 Ax = {a(x"" 4 [WxCm])etra
kde aeF,, a £ 0 v <0, o), W(t, 1) e W,,.

Nyni miZeme jiZ vyslovit vétu:

Véta 2. Bud operdtor A€} definovdn rovnici (3), a necht funkce W(z, ) je
analytickd na Kx x Kg. Necht W(z, ®) je v Kx x Kg representovdna rozvojem

ik=

) W(z, @) = ¥ byz'o,
0

a definujme ¢isla ay, i, k = 0, 1, 2, ... rovnicemi

1 1
S) by 4 ag + . bay,- — . _b,a,=0.
( ) * * a+a+§=i—1 c+pu+1° - o+ptv=k-10 + p + 1 “
Bud ddle operdtor B,, € Unircay (m 2 O celé) definovdn rovnici
(W]
(6) B,x = {lx(‘""" + [H,,, (1 x<'""')>]} , h=r(4),
. a a :
kde
itk=m - .
@) " H,(tt) = Y apt'th.
k=0
Pak plati
®) [4= — Byl < o) M—L— (LY exp 2mT
T — Bl = oft — = €X]
‘ T- r(T) i
pro kazdé 1,0 < t < T <R, kde «t) = max |a~!(7), M = max [W(z, o).
0=ttt

(z,0)eKr XK1 -

Ditkaz. Sestrojme k funkci W(z, w) funkci H(z, ») podle véty 1. H(z, ®) je rovn&%
analyticka v Kg x Ky a plati pro ni odhad b). Nechf

) H(z, w) = i agz'ok.

ik=0

174



Jezto je splnéna rovnice (2) a fady (4), (9) konverguji stejnom&rné a absolutné v ka¥-
dém K; x K; = Kz x Kz, miZeme psit

W+H+ Wx H= Z (b,k+a,,,)za) + ( 2 ba,z%")( }: auvf"w)dé—

i,k=0 o 2:6=0

k=0 2,0,1,V

= Z (by + ag) z'o* + Z byott,, 2% J grtrdE =
(]

i . ® 1 )
= Z (bik + aik) Z'wk + Z _— bg a ‘,ZQ+U+”+1wv -_
ik=0 Qauv0'+[1-+1
[}
Y —————— b, P T = 0,

aauv0’+ﬂ+1

Odtud podle unicity rozvoje plyne ihned vzorec (5). Zvolme nyni &isla 0 < t <
< T < R; oznagime-li N = max |H(z, co)l a pouZijeme-li znamé nerovnosti
(z,0)eKT % K

lag] £ NT™'"K miiZeme psét pro ka?dé (z, w) € K, x K,:

(10) |H(z, ©) — H,(z, 0)| = | i auz o < 2 (i + 1)N(T>i .

i+k=m i=m+1
JeZto rovnice (2) je spln€na pro redlna z, w, zejména pro ta, pro néz 0 £ w £
< z <R, znadi to, Ze H(t, 7) = H(t, ) pro 0 < t < t < R, kde H(t, 7) je YeSenim
rovnice

t
(11) H(t, 1) + W(t, 7) +fW(I, u)Hu,7)du=0; 0<7<t<o.
Aviak zaroveti plati (srv. [1])

(n
(12) A x = lx(—""") +|H lx(_""’) ).
a a

Definujeme-li tedy operator B,, rovnici (6) miZeme pro kazdé ¢ spliiujici nerovnost
0 <t £ T < R psét (klademe x( "M = X, kde X je regularni distribuce):

(13) (4= = B,)x = { f (H(t, 1) — Hy(t, )} a=1(2) X(3) dt}
0
Odtud podle definice ,,normy* distribuce s pomoci (10) plyne:

(4" = B,) x|, = f ' J (H(z, o) — Hy(z, o)} 4=(0) X(0) do] dr <

gf()( 3+ l)N( ))@f X(0)] do de <

< a(t)J';|X(a)| da.f RER N(—J:) dr = a() N ‘TTZ <-‘—>m+2 D%k -

o i=m+1 t\T

Odtud viak jiZ podle definice ,,normy* operatoru plyne okamZit& odhad (8).
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Z pravé dokazané véty vyplyva, Ze operdtor A~ miZeme ,,aproximovat® opera-
tory s polynomiélnimi jadry s libovolnou pfesnosti. V§imn&me si zarovei, Ze z rovnice
(5) 1ze &isla ay, stanovit postupnym vypo&tem. Vskutku, nechf jsou uZ uréena viechna
&isla ay pro i + k < n — 1; potom z (5) plyne, je-li tam i + k = n, Ze v prvé sumé
jep<i—1l,atedyu+ k= n— 1. Obdobn& ve druhé suméjey + vk — 1 <
<n-—1,cb.d

Pozndmka. Klademe-li v rovnici (2) z = o, je H(z, z) + W(z,z) = 0. Odtud
pomoci (4), (9) plyne Y (bipm—; + @i m—;) = 0; m =0, 1,2, ... Této okolnosti lze
i=0

vyuZit ke kontrole numerického vypod&tu.

Vsimnéme si nakonec pripadu, kdy v representaci (3) operatoru A € Y* funkce
W(t, 7) neni obecnd analytickd. Zvolime-li T > 0 a ¢ > 0, pak podle Weierstrassovy
véty existuje polynom P(t, 7) tak, %¢ pro kaZdé 0 < v <t < T bude |W(¢, 1) —
— P(t, 1) < &. PoloZime-li pak Ax = {a(x{™™ + [PxC™])}"*"“) 3 sestrojime-li
k operatoru A operator B,, vySe popsanym zplisobem, potom plati

(14) |47 = B

WS AT = AT+ A7 - By,

Pro ,normu® A~ — A~* pak plati odhad |4™' — 47!||, < Met, 0 £ ¢t £ T, kde
konstanta M zvisi pouze na 4 a T. (Stv. [1], v&ta 21.) Zvolime-li tedy ¢ dostatein&
malé a m velké, bude A~ ,,aproximovan‘ operatorem B,, s libovolnou pfesnosti.
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- Pesrome

Ob OJHOM IMPUBJIMDKEHHOM IIOCTPOEHHNU OBPATHOI'O
OIIEPATOPA

BAIIJIAB JOJIEXAJI (Véaclav Dolezal), ITpara

B craThe nprEBOAUTCS NPEOIMKEHHBIA METOA MOCTPOSHH OOpaTHOro oNepaTopa;
PACCMATpHBAIOTCA OLNEPATOpHl, BBemeHHbIE B pabote [1]. IToxa3zamo, 4To KaxImelif
OOpaTHBI ONEpaTOpP MOXHO ANIPOKCEMHPOBATE C JIX0O0H TOYHOCTHIO OIEpPATO-
PaMi C NOJMHOMHAAILHEIM AIPOM.
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Zusammenfassung

UBER EINE APPROXIMATIVE KONSTRUKTION
DES INVERSEN OPERATORS

VAcLAv DoLEZAL, Praha

Im Artikel wird eine approximative Methode der Konstruktion des inversen Ope-
rators angegeben; es werden die in Arbeit [1] eingefiihrten Operatoren betrachtet. Es
wird gezeigt, dass jeder inverse operator durch Operatoren mit polynomialen Kernen
beliebig genau approximiert werden kann.
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