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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¢. 88 (1963), Praha

O TENZOROVYCH SOUCINECH VEKTOROVYCH PROSTORU

MiLo§ DosTAL, Praha
(Doslo dne 20. listopadu 1961)

Price se tyka nékterych otazek, vztahujicich se k tenzorovému souéinu
libovolné soustavy vektorovych prostora. Hlavni vysledek prvni ¢asti (vétu 1)
o struktufe nulového prvku obecného tenzorového soulinu aplikujeme
v druhé &asti, kde vySetfujeme polonormy na tenzorovych soucinech a otdzky
duality.

L Nejprve uvedme nékterd oznaleni a definice. Viechny ostatni terminy a definice,
jichZ budeme pouZivat, aniZ bychom je zde vyslovné uvadgli, nalezne &tenaf v [3].
Je-li I n&jaka mnoZina, J jeji podmnoZina, charakterizovana vlastnosti #, pak piSeme
J = {tel :¢ mé vlastnost £}; je-li dile K < I, zna&i J \ K mnoZinu {tel: € J,
t¢K}. Je-li J = K a souéasné K \ J + 0, piSeme J < K. Jsou-lik, A, p prvky z I,
zna¥i {x, A, u} podmnoZinu v I tvofenou pravé t&mito prvky apod. Kone&n& se nam
bude hodit toto zvlastni oznadeni: Je-li n pfirozené, piSme I, = {icelé:1 £ i < n}.

A-modulem E rozumime v dal§im modul E nad komutativnim okruhem A4 s jed-
notkou, pisobici v E jako jednotkovy operator. Je-li A4 téleso, znaéime ho K a mluvime
o vektorovém prostoru E nad t€lesem K. Pismenem K znacime spoleéné téleso real-
nych &isel R a téleso vech komplexnich &isel C, pfiCemZ bdhem kazdé tivahy, kde se
vyskytuje K, si pod nim pfedstavujeme stale jedno a totéZ z téles R, C. Je-li ddna
soustava A-modultt E, (« € I), znadi [ [E, jejich kartézsky soudin, ktery miZeme zfej-

el

[

mym zplisobem uvaZovat jako A4-modul. Prvky z takovychto kartézskych soucini
budeme oznalovat takto: (x,), € I. (Poznamenejme, Ze viude, kde to bude moZné,
budeme v indexové &asti symbolil vynechévat pro pfehlednost oznadeni ¢ € I apod.)
Jsou-li dany je$t& A-moduly F, G, znati &(F; G) resp. %#(E,, t€I; G) modul viech
linearnich resp. multilinedrnich zobrazeni modulu F resp. [ [E, do G; F = G zna&i
izomorfismus moduld F, G. Chapeme-li 4 jakoZto modul nad sebou samym, piSeme
F* = 2(F; A); je-li x’ € F*, piSeme (x, x") = x(x).

Utvofme nyni 4-modul P viech formalnich linearnich kombinaci prvki z []E..
Ozname H podmodul v P, generovany viemi prvky jednoho z téchto tvari:

a) (x) + (¥) — (z,), pfi€emZ x, + y, = z, pro jedno ale jinak libovolné x eI a
X, =y, = z, pro viechna teI \ {x},
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b) (x) — «(y,), kde a€ 4 a x, = ay, pro jedno (libovolné) k€l a x, = y, pro

teI \ {x}. Oznatme ®E, faktormodul P/H. Oznagime-li w kanonické zobrazeni
el

TIE. do P a © kanonicky homomorfismus P na P/H, je ¢ = © ° w kanonické vnoFeni
mnoZiny [ [E, do ®E,; pifeme pak ¢((x,)) = ®x,. Modul ®E, nazyvime tenzorovym
soucinem moduli E, (1 € I) a vnofeni ¢ kanonickym multilinedrnim zobrazenim.

Jeli I =1, pro jisté pfirozené n, piSeme ®E; misto ®E, apod. Prvky modulu
i=1 el
®E,, tj. vlastné tfidy modulo H prvki z P, nazyvame tenzory. Je-li § takova tfida-
-tenzor, nazyvame kaZdé z € j reprezentantem tenzoru . Existuje-li k danému ten-
zoru j reprezentant tvaru (x,), tj. 1ze-1i psat pro jistd x, € E, § = ®x,, fikdme, Ze § je
Jjednoduchy tenzor. Zakladni vlastnost, jiz 1ze modul ®E, pfi danych E, (: €I) cha-
rakterizovat, je tato (viz [3], theorem 37, str. 87):

Je-li G libovolny A-modul a f € B(E,, . € I; G), existuje pravé jedno fe £(®E,; G)
tak, ze f(®x,) = f((x.)) pro viechna (x,) e[]E.. Zobrazeni f — f je izomorfismus
moduld B(E, teI; G) a £(®E,; G).

Budnyni® # J < I, J kone&ni; Ize tedy zfejmé pfedpokladat J = I, pro jisté p¥iro-
zené r. Kazdému (x,) e [|E, pfitadme

T(x‘)e.i’(®Et ® E)

e w€eI\NT
takto: Pro libovolné
n

= @ qu ®E; bud Tu,(3) = Z%-(foi, xi.50) ‘?ch .
j ji=1 i= el

Jj=1 et
Zobrazeni (x,) > Ty, je zfejmé multilinedrni. Oznatime-li jeho linearizaci opét T,

vidime, Ze plati prvni Cast tvrzeni 1:

Tvrzeni 1. Zobrazeni T je homomorfismus modulu QE, do Z(®E; ® E),

el eINT
které v pfipadé, Ze téZ I je konecnd, J = I a E, (LEI) jsou vektorové prostory, je
monomorfismem. (Srov. [5], lemma 1.7, str. 24.)

Dikaz. NechftedyI = I, (s > r) a E; (i €1,) jsou vektorové prostory nad t&lesem
K. Bud

04:3'—2 ®xl_,e®E

J=1i=1
libovolny. Lze zfejm& pfedpokladat, Ze x; 4, ..., x;,p jsou lineArn& nezavislé pro kazdé

i €1, Najdéme tedy x; € E} pro kaZdé i eI, tak, aby f'[ {x; 1, X, #+ 0. Pak ale
i,1° 1 M
i=1

O*Z(HO‘:J»XJ) ® x, T(®x) 1)

Jj=1i=1 i=p41
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nebot podle [1],§1, cor.2 du prop. 7, jsou prvky ® Xx;; (j €1,) linearng nezavislé.
i=r+1

Je tedy T, = O, tj. zobrazeni T : § —» T, je monomorfismem.")

V dalsim budeme uvaZovat vétSinou jen vektorové prostory nad néjakym télesem K.
Budeme se snaZit zjistit strukturu nulového tenzoru, tj. popsat prvky podprostoru H.
V ptipadé, Ze I je konedna, je to velmi jednoduché:

Tvrzeni 2. Budte k > 1, n pFirozend {isla, V; vektorové prostory nad télesem

k n
K (i €l,). Ddle budte 0 # v; ;€ V;(i€l,, j €) takové, Ze ¥ Quv; ; = 0. Pak existuji
k ©j=ti=1 :
;€K tak, 2e ) «; v; ; = 0 pro kaZdé iel, Zvolime-li pro kaZdé i pevné libo-
ji=1

volné j; €Iy, lze zvolit proky a; ; tak, aby «; ;, + 0 pro vSechna i €1I,.

Dikaz provedeme pro jednoduchost pro n = 2. Pro ostatni n se ditkaz provede
snadno indukci. Zvolme j; = j, = 1. Proi = 1, 2 ozname W; podprostor ve V; gene-
rovany prvky v;;, ..., v;; a Z téchto prvki vyberme baz v, ;, (I el,,), prostoru W;
obsahujici prvek v; ;, = v; ;. Pfedpokladejme, Ze naSe tvrzeni neplati. Pak alespoti pro
jedno i — pfedpokladejme i =1 — jsou prvky vy ,,...,0; , linedrné zavislé na
prvcich vy j,, ..., 0y, Jn,” Podle pfedpokladu a podle [3], theorem 53, str. 105 plati

k
(1) v ®vF = —.sz} ® v}
=

v prostoru W; ® W,, v n&mz podle [1], § 1, cor. du prop. 7 tvoii prvky
v} ® v} (rel,,sel,)

bazi. Podle volby baze ve W, vSak z (1) plyne, Ze v; ® v} je linedrn& zavisly na
v; ®@vi (2= r = ny, sel,).

Véta 1. Bud n pFirozené, K téleso charakteristiky O a E, (l. e I) vektorové prostory
nad K. Nechr x,, k€ E, (1 €1, k € 1,) jsou takové, e plati

(2) Y ®x,,=0.

KeTn el
Pak existuji:
1° vzdjemné disjunktni mnoZiny I, = I, (i = 0, 1,...,5), pficem# I = {kel,:

s
1 ®x, . =0}, pro né% plati I, = UI,, pFiéemZ pro kazdé i € I, md I! aspori dva proky
i=0

ajey ®x,, =0,avsakje-li® + R cI}je) ®x,, %+ 0.
keTnt keR

2° prvky af,ke K a koneéné mnoziny J; < I (i€l kell, vel) tak, Ze pro kazdé

iel, plati: Je-li k,1eI}, ceI \ J, jex,; = x,, je-liviak e J;, je ¥ al,x, . = 0.
keIt

1) Z technickych divodi piSeme latinkou i ty indexy, které by mély byt psiany kurentem;
takové indexy v3ak stoji zpravidla jen u symboli T a B.
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Pritom jestlize pro kaZdé i €I, a kazdé t € J; zvolime pevné k! € I}, lze zvolit o},
tak, Ze ai(k?) + O pro viechna 1 €1,.%)

Diikaz. Existence &isla s = 0 a mnozin I} s vlastnostmi uvedenymi v 1° se ovéfi
snadno. Lze zfejmé& pfedpokladat, ze I), = 0, s = latedy n > 1. Oznadme r, = (x,, k)
(t€1, k €1,). Podle pfedpokladu je tedy
(3) Y, ®x,, =0, aviak Y ®x,x*+0, kdykoliv @+ R c1,.

kel,, el keR el

Z prvni rovnosti v (3) pak podle definice podmodulu H (viz str. 156) plyne, Ze exis-
tuje pfirozené pax; €l, w;, a;, B €K, 3, = (z,;,1) €] |E. (j €I,, 1 €I,) tak, Ze plati

(4) Y=Y 0fs51 — %kj2 — Bisis)s
keln Jelp
(5) Zy;,j1 = %2y, g2+ szxj,j,3 >
Zj1 = Zij2 = Z,j3 Pro tel N {k;}, jel,,

pii¢emZ pro ka?dé jel, je w; # 0, o; = B; = 1 nebo néktery z prvki a;, f; je 0.
PoloZzme

Wj1 == 0, W, =00, 0;;=0f (jel,).

Pro kazdé j € I, poloZzme I ; = I3, chipanou jako mnoZinu téch indexi J, které stoji
nahofe u symbold, u nichZ je dole index j. Lze pak pfepsat (4) na tvar

(6) Sttty Y@ 3,=0.

kelp Jelp lel3,j

PonévadZ P je volny modul, jsou ty prvky z posloupnosti £y, ..., t,, které jsou na-
vzajem rlzné, linedrné nezavislé, takZe napf. k x, musi existovat mnoZiny

Ry = {kel,:x =11}, Sy = {jel, : existuje 1 el; ; tak, Ze 3;, = 1,},
a oznacime-li pro kazdé j € S,
T;={lely;:8,="1}>

Y1+Y Y w;,=0.

keRy jeSy IeTjt

plati R, U S; +0aje

Odtud plyne, Zei S; + 0. Dale R; < I,, nebot v opaéném piipadé by bylo
0=Y ®x,,;=n.®x,,; tdy ®x,,=0,

keln €l el el
coZ je ve sporu s (3). Dale plati
Y, T} cUl;,;,

Jjesy Jel,

2 ) SloZit&jsi indexy nepiSeme k paté symbolu, nybrz za symbol do zévorky.
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nebot jinak bychom m&li > r, = 0, aviak I,\ R, # 0, a dostali bychom tak spor

kelIn\ Ry
s linearni nezavislosti prvki r,. Podle definice je T} #* 0 pro kaZdé j € S,, aviak ne-
miZe byt T} = I, ; pro viechna j € S;, nebot v opatném p¥ipad& bychom dostali spor
s (3). Existuje tedy j, € S; tak, e 0 + T}, < I5 ;; zvolme I, €I, ;, \ Tj,. Pak se
oviem §;, ;, lisi od x, pravé v soufadnici k;, (viz(5)). S prvkem 3;, ,, postupujeme stejné
jako s prvkem r,: najdeme R, = I, \ R, S, = I, a pro kaZdé je S,, T?cI,; tak,
ZeprokeR,,jeS, le Tijer, = §;.1 = §;,.1, 2 tedy '

Y1+4+Y Y w,=0.

keRz  jeSz €T

Nyni je bud I, = R; U R, a pak sta&f brat J = {x;,}, nebo je
(7) I, ~(RiUR,) +0;

ziejmé viak je j, € S,, tj. S, + 0 a dile

= UTJZ- < Uls,j:

. Jjesz Jjelp
uvazime-li, Ze
0+ Tj<c(UIls)\ T
Jjesz

Konetn€ nemiiZe byt pro vSechna je€ S, : T}- v T? = I, ; (kde na okamZik klademe
T; = 0 pro j € S,), nebot pak by

®x, x = 0,
keI \ (R1URz) el
coZ podle (7) dava spor s (3). Najdeme tedy j, € S, tak, aby existovalo I, €I; ;,
\ (T}, U T2); podrZme toto I,. Prvek j;, ;, se pak 1isi od 3;, ;, a tedy i od r; (pro
k € R,) pravé v jedné soufadnici a to s indexem x;, a tedy od r, v soufadnicich s in-
dexy x;,, k;,. Podobn€ pokraCujeme s prvkem §;, ;,. Odtud je vidét, Ze po kone¢ném
podtu krokd vyCerpame jist$ viechny r,. (Kdybychom totiZ vy&erpali dfive vSechny
3;,1» Zlstalo by v (6) jen Z t = 0, kde ¢ + R < I,.) Li¥i se tedy vSechny r, jen v ko-

ne¢né mnoha souradmc1ch jejichZ indexy dame do mnoZiny J. Pfed dokoncenim
dikazu uvedme tuto poznidmku, kterd bude v dal§im uZite¢na:

Poznéamka. Pfedpokladame-li, Ze p je nejmensi &islo, pro n&% plati (4), (5), dosta-
neme, Ze i vSechna ; ;, 1, se navzijem lisi jen v kone&n& mnoha soufadnicich; skute-
ng, pfedpokliddejme, Ze jsme po jistém poétu krokd vycerpah cely soudet Z I aze

soudtu ¥, Y ;53;,; Ze ndm zbylo jen keln
Jjelp lels,;
Y Y @5, =0
JeL lels,y

(viz (6)), pfi¢emZ 0 # L < I,; pak ale p neni minim4lni.
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Vratme se nyni k nafemu dikazu. PoloZme x,, = x, pro viechna cel \ J,
k €I,. Podle [3], theorem 39, str. 92, jsou prostory ®E.» (®E,) ® ( ® E,) izomorfni.

Ze vztaht (3) plyne wr et eI g
(8) 0=2(®x)@(®x)=(3 ®x,) ® ( ® x).
@ 0+ ®x,,=(®x,)®( ® x,) (kel,).

el weJ €eINJ

Z(9) dostaneme ® X, + 0, coZ spolus (8) d4 Y ®x,; = 0. Nyni stadf uit tvrzeni 2
welNJ k=1:eJ
a véta je dokazana.

Dissledek 1. Budte E, (i eI) vektorové prostory nad télesem K charakteristiky O.
Nechf jsou ddny proky x,, y, € E, (Lel) tak, Ze plati 0 += ®x, = ®y,. Pak existuje

el el
koneénd mnofina J < Ia prokya,€K (1€ J) tak, Ze pro el \ Jjex,=y,a x, =

= oy, pro LEJGH% = 1.

el
Zbyva jestd otazka, kdy je ®x, = 0. K tomu ziejmé& stadi, aby aspoi pro jedno
el
tel bylo x, = 0. V pfipad® koneéné I je jasné, Ze tato podminka je i nutna, takZe
tvrzeni 2 ndm skutecné popisuje uiplné reprezentanty nulového tenzoru. V piipadé€ ne-
koneéné I to viak jasné neni a véta 1 ném zde Z4dnou odpovéd’ nedava. Ukéieme

vvvvvv

.....

Budte dény dvé soustavy 4-moduld E, (L €l), F,(c€l); necht (u,),r € HS,’(EL; F).

Snadno zjistime, Ze zobrazeni (x,) - ®u,(x,) je multilinedrni zobrazeni [] E, do ®F,.
el el

Jeho linearizaci ozna&ime ®™u, (viz [3], str. 89 a dale). Je to pravé to zobrazeni
el

ue ¥(QE,; ®F) pro n& je u(®x,) = ®u,(x,) pro kazdé (x,) e[|E,. Dale: Zobra-
el el

zeni (u,) > ®™u, je zfejmé multilinedrni zobrazeni [[#(E,; F,) do ¥(®E,; ®F);
oznadme jeho linearizaci A. Je tedy 4 € (QZ(E,; F,); £(®E,, ®F))), pkitemz
A(®u,) = @™u, pro kazdé (u,) e[[Z(E,; F,). Viimn&me si je§té piipadu, kdy I je
kone&nd a kdy F, = A pro kazdé ¢ € I. Pon&vadZ pak je ®A =~ A4 ([1],§1, cor. du
prop. 5), je
Ae Z(®E; (RE)*).
el 734

Lze ukazat, Ze ani v tomto jednoduchém p¥ipad& nemusi byt A ani homomorfismus
ani epimorfismus (viz [3], str. 133, ex. 30).

II. V této Casti si budeme vSimat této otazky: Mame-li dany polonormované pro-
story E, (¢ € I) nad K, jak lze definovat na zakladg t&chto polonorem pfirozenym zpi-
sobem polonormy na ®E,. K tomu budeme potfebovat pojem souéinu libovolného
souboru (komplexnich) &isel, ktery deﬁnu]eme pfirozenym zpisobem (viz [4], str. 10,
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Def. 2.2.1) jako limitu usm&rn&ného souboru ([ z,)s, kde & probih4 viechny kone&né
es
&asti mnoZiny I. Je-li tato limita rovna &islu z, piSeme [ [z, = z a fikame, Ze soudin
el

[]z. konverguje k z. Analogicky se definuje soucet. Plati (viz [4], str. 15, lemma
2.4.2):

(N) Soutin souboru (z,),ey konverguje k Limit€ a) z = 0, pravé kdyZ [ ]|z,| konver-
guje k 0, b) z # 0, pravé kdyz konverguji ) |Arg z,| a []|z,| + 0, nadeZ z = []|z,].
.exp (i YArg z,). (Pro ka?dé komplexni &islo ¢ % 0 klademe ¢ = |c| exp (i Argc),
kde Argce(—mn,n).) -

Odtud je vid&t, e ma smysl definovat: Souéin [z, je kvazikonvergentni, konver-
guje-li []|z,|. Dale fekneme, Ze [ [z, kvazikonverguje k limit&

a) z, konverguje-li k ni [ |z,

b) 0, jestliZe [ ]z, nekonverguje, coZ nastane podle (N), pravé kdyZ le | konver-
guje k z > 0, ale soudasnd Y |Arg z,| = + co.

Snadno se dokaZe nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 3. a) Nechr ||z, konverguje k z + 0 (coZ je toté%, Ze [ |z, kvazikonverguje
k z % 0). Pak konverguje i [z, a sice k z™*
b) (Kvazi-)konverguji-li []z,, []v,, (kvazi-)konverguje i []z,, a je
(10) [Tz..Tlo.=11 zo. ,
154 el el

konverguje-1i alespoii jeden ze souéinii [ |z, [ [v,. V kaZdém pFipadé v3ak plati

(11) [Tz < [Tizad = [Tz - TTivd -

Diisledek 2. Budxel, I’ =1\ {k},s, = t, =z, provel’, s, + t, = z,. Necht je
T1z. (kvazi-) konvergentni. Pak je ]z, (kvazi-) konvergentni a plati

eI’ el

(12) Hz~Hs+Ht—sHs+th—-sz
el el
Pro kazdé ¢ € I polozme E, = K chipany jako vektorovy prostor nad sebou samym.
Jeli (x,) eT]E,, polozme 9((x,)) = []x,, pokud tento soutin konverguje, a %((x,)) =
= 0, kdyz nekonverguje. Pak z diisledku 2 plyne ihned:

Disledek 3. 9 je multilinedrni forma na []E,. Jeji linearizaci budeme znadit
opét 9. el :

Budte dany E, (: € I) polonormované prostory nad K. Polonormu v E, resp. v jeho
duélu E, budeme znagit || . |, resp. | . ||z 2 pokud nebude hrozit nedorozuméni jen
I -]l nebo || . |, '. Poznamenejme, e P, H, ©, ¢, ® maji stejny
vyznam jako na str. 156-7. PoloZme

N(E, cel) = {(x) e[]E.: [] |».| konverguje, kdykoliv J je konetna} .
el w€INT
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Opét budeme zna&it N; nebo jen N, je-li jasné o jaké prostory E, se jedna; pon&vadz
viechny moduly v této praci pfedpoklddiame ml¢ky netrivialni, tj. +{0}, je i 9 ne-
prazdna a ,netrivialni®, tj. {(0),;} = N. Je zfejmé, Ze 1ze mluvit o multilineiArnim
zobrazeni mnoZiny N do né&jakého vektorového prostoru F a Ze tato zobrazeni tvofi
vektorovy prostor, ktery oznalujeme v daliim Z(W(E,, ¢€l); F). Oznatme [JE,
el

linearni obal w(N) v P (v dalsim jiZ N a o(N) nerozlidujeme); je to ziejm& volny modul
na mnoZing N. Podle prvni véty o izomorfismu je

(13) O6(0OE,) = (QE, + H)/H = OE/H n [IE, .

Oznaéme
VE,=0OE/HnOE, a 0(®)=HnQOE,.

€l

Strukturu vektorového prostoru 0(@) popisuje nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 4. O(®) je podprostor v P, ktery je generovdn viemi prvky tvaru a), b),
str. 156-7, pro né% (x,), (v.), (z,) patfi do N.

Dukaz. Oznaéme H,; podprostor v P, generovany prvky, o nichZ mluvi tvrzeni 4.
Je ziejm& H, < 0(®). Najdéme H, tak, aby 0(®) = H, 4 H, direktng. Pfedpokla-
dejme, Ze H, + {0}. Existuje tedy

n

O:’: 3 =Zak(xz,k)s 8'GH2a

k=1
kde pro kazdé ke I, je oy * 0, (x,,;) e M. Ziejme Ize pfedpoklidat oy = 1 pro viechna

kel, Na tenzor ) ®x,; = 0 pak aplikujme v&tu 1. Dostaneme mnoZiny I} (i =
. k=1 : .

=0,..., s) s vlastnostmi 1°. Vezm&me libovolnou mno¥inu I} (i eIs) a najdéme p, @;,
o;, B, 3;.1 tak, aby platilo (4), (5). Nechf p je nejmen3i &islo s t¥mito vlastnostmi. Pak
z poznamky v dikazu véty 1 plyne, Ze v§echna

3}’,1: ):k = (x[,k) (kGI;, IEI3’ jEIp) )
se li§i jen v kone&n& mnoha soufadnicich, z éehoZ snadno plyne, Ze viechna §;,, € N,
tj. ¥ (x,k) € Hy, coZ neni moZné, nebot e H,. Je tedy s = 0. Existuje-li nyni
k=1

né&jaké k e Iy, opakujeme predchézejici tivahu, v ni¥ klademe {k} misto I}, z &ehoZ do-
staneme (x, ;) € H,, coZ je opét spor, nebot 3 € H,.
Z definice volného modulu ([3], str. 80) a z tvrzeni 4 plyne ihned tento ddsledek:
Disledek 4. Je-li F vektorovy prostor nad K, je #(N(E,, cel); F) = #(VE,; F).
Je-li fe BN, cel); F), pak jeho linearizaci nazyvime odpovidajici linearni
zobrazeni fe #(VE,; F). Prvky prostoru VE,, coZ jsou vlastng t¥idy modulo 0(®)

v JE, (ale nikoliv v P) budeme nazyvat tenzory. Poznamenejme viak, Ze za reprezen-
tanta tenzoru j € VE, uréeného prvkem z € [JE, nebudeme povaZovat Zadny prvek,
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prongiz ¥ ay(x, ) €(z + H) \ (z + 0(®)), byti prostor VE, byl podle (13) izomorf-
k=1 n

ni podprostoru O(C1E,) v QE,. Je-li tedy ¥ a(X, x).er n€jaky reprezentant libovolného
k=1

tenzoru §€ VE,, je (x,;) €M pro viechna k €l,. Déle se budeme pfidrZovat této
imluvy:

Méme-li d4ny polonormované prostory E, (c€I) jsou tim jiZ dany prostory E,
(+€I); mame-li jiZ definovany P, H, ¢, ®, @ jako na str. 156-7, budou &arky u téchto
pismen znatit, Ze se jednd o oznaleni analogického pojmu pro prostory E, (c€1l),
takZe napf. P’ je volny modul na [[E, atd. Obdobn& poloZme N’ = Ny = N(E,,
t€l). Z tvrzeni 3 okamZité plyne:

Tvrzeni 5. Je-li (x,) €N, (x]) € W, je [[<x., x> kvazikonvergentni a je

INCAEM SN EAN AR

Zvolme nyni libovolné ale pevng ¢, €I a poloZme I' = I \ {iy}. Definujme nyni
zobrazeni T mnoZiny N; x Ny do prostoru E,; takto: Je-li ¢ = (x,) e Ny, ¢’ = (x) €
€ Ny, polozme T(x, r') = ([[<x, x.>) x,,, coZ ma smysl vzhledem k tvrzeni 5. Z dd-

wel’

sledkl 2 a 3 dostaneme snadno, Ze odpovidajici pfirozenym zpiisobem bilinearni
zobrazeni Te B(VE, x VE,; E,)). Nebudeme se zdrfovat podrobnym odvozenim
zobrazeni T'ze zobrazeni T, nebot zcela analogicky odvozujeme na str. 166 z formy B
formu B. V dal§im budeme toto zobrazeni T znalit zase T. Vezmeme-li na okamZik

pevné € V E,, piSme pro
el

§e S)'E{ (T(y) = T(3. %) 1)

Je ziejm& T, € £(V E; E,;). Souvislost zobrazeni 3 — T, se zobrazenim s tvrzenim 1
el’

je zfejm4. V dal§im pfedpokladejme pro jednoduchost, Ze viechny E, (« € I) jsou nor-
mované. Ctenaf si sim rozva¥i, co z dal§iho Ize prenést na obecnjii pripad polo-
normovanych prostord.

Nyni budeme definovat polonormu na VE,. Nejpfirozen&j$i je tato cesta: Pro

x =,‘z_:1a"(x"") e (JE, poloZme y(r) =k§;1|ock[ . 1’1 [l 5

7 je zfejm& polonorma na [JE,. Stati tedy definovat y na VE, jako y = 3/0(®), tj. pro
3 OE, klademe

1) = o]l co158) = inf (3 ol TTll)

kde infimum se bere pies v§echny reprezentanty tenzoru 3. UZijeme-li v¥Se zmin&ného
zobrazeni T, dokaZeme jako v konedném p¥ipad¥ ([5], lemma 2.13, str. 37), Ze plati:

1) Z technickych divodt pi¥eme latinkou i ty indexy, hteré by m&ly byt psdny kurentem; ta-
kové indexy v3ak stoji zpravidla jen u symboli 7 a B.
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Tvrzeni 6. y je uniformni cross-polonorma, tj.
a) pro kaZdy jednoduchy tenzor § = ®x,, (x,) € N plati

(19) ®x,) = y((x.

b) jsou-li E,, F, (c € I) normované prostory a oznadime-li yg resp. yr funkciondl y
sestrojeny pro prostory E, (tel) resp. F, (tel), plati: Jsou-li ddny operdtory,
F.,eL(E, F) (tel) takové,?) Ze H [[37" | konverguje pro kazdou koneénou J < K,
plati pro kaZdé 3 € VE, eI

(16) e([®"F ] () < 7:0) - [11#.] .

tj.y je uniformni.

, tj. y je cross-polonorma ;

Diikaz a) se provede, jak jiZ bylo fe€eno, analogicky jako v koneéném p¥ipads

b) Bud J = I konetna a oznatme K =1 \ J. Bud Z( .x) Teprezentant tenzoru
4 € VE,. Z tvrzeni 3 dostaneme:

(ZHllx,kll) [l#.] = EHN«W I el 2 Zlg(llfc(xl,k)ll-

Odtud snadno plyne, Ze
Z(f‘(x,,k)) eOF,, 4. [®"F]()eVE,

takZe leva strana v (16) ma smysl; (16) pak dostaneme, poloZime-li v poslednich ne-
rovnostech K = I a pfejdeme-li k infimu.

Diisledek 5. Jsou-li E, (v € I) vektorové prostory nad télesem K, je ®x, = 0 prdvé
kdyZ aspori pro jedno 1€l je x, = 0.

Dikaz. Pfedpokladejme, Ze ®x, = 0, ale Ze x, == 0 pro viechna ¢l Zvolme
nyn{ v kazdém E, normu || . ||, tak, aby |x,|, = 1, co¥ zfejm® Ize. Pak oviem (x,) €
€ WE, cel)ay(®x,) = 1, tedy ®x, + 0v VE,. Tento prostor je viak podle (13) izo-
morfné vnofen do ®E,, tj. ®x, + 0 v ®E,, cbd. o

Na str. 161 jsme definovali zobrazeni A prostoru ®E; do £(®E,; ®K). Prostor
VE! lze vak ptirozenym zpisobem vnofit do ®E*, nebof VE, < ®E, < QE}
(k prvni inkluzi viz (13), k druhé [3], str. 105, theorem 53). Pro 3’e VE; oznaéme A(3)
zobrazeni, které je ziZenim zobrazeni A(y") (kde ' je uvaZovén jako prvek z @ EY) na
VE,; zfejmé pak je [A(§')] (3) € VK pro kaZdé j e VE,. Podobn& uvaZime-li, Ze VE, Ize
vnofit do ®E.*, Ize na zékladé zobrazeni A’ prostoru Q®E.* do Z(®E.; ®K) defi-
novat zobrazeni A’ prostoru VE, do Z£(VE; VK). Vzpomeneme-li si na definici formy
z disledku 3, bude # resp. 1" znalit zobrazeni, které kaZdému 3’ € VE; resp. 3 € VE,

) Jsou—h A B topologické linedrni prostory, znati L(4; B) prostor vSech spojitych linedrnich
zobrazeni 4 do B.
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ptitazuje formu 3—{8([/](3’)] (3)) pattici do (VE,)*, resp. formu 3 — ([4'(3)] (¥))
néleZejici do (VE;)*.

Tvrzeni 7. Je n(VE)) < (VE,), #'(VE)) < (VE.Y, kde dudly na pravych strandch
jsou brdny vzhledem k polonorméy resp. y'. '

" Dikaz. Bud (x)) e M. Ze pak A(®x]) e L(VE,; VK), plyne z (16). Ze viak S €
eL(VK K) plyne ihned takto: Je-li

= 50%eTK, o 1900 5 5 0%l = ST

a tedy po pfechodu k infimu mame [9(3)| < y(3), kde v, je funkcionél y sestrojeny pro
VK. Zajima nas pfirozené&, kdy je y norma. Odpovéd je velmi snadna:

Tvrzeni 8. y je norma, prdvé kdy? I je koneénd.

Dikaz. Je-li I kone&n4, dokaZeme’ tvrzeni snadno z tvrzeni 1 jako v pfipadé
I = I, (viz [5], str. 37). Je-li I nekone&n4, vyberme v kaZdém E, prvek x, tak, aby
[*.] = 12 poloZme y, = 27*x, pro ka¥dé ¢ e I. Podle diisledku 5 je ®y, + 0. Podle
[4], lemma 2.4.1, str. 13, je [[2™* = 0 a tedy podle (10) a (15) je (®y,) = O.

Nyni se obritime k vySetfovani duality prostor VE, VE.: Jeli r = (x,) e,
):' = (x!) e W, m4 podle tvrzeni 5 smysl &slo B(r, ¥') = [[<x,, x\>. Je-li £ ¢ N nebo

1 ¢ W, klademe- B(}:, 1) = 0. Vezm&me nyni pevné y € N. Pak klademe-li B,(x') =
= B(r, 1'),") je zfejm? B, € B(E;, t € I; K). Ozna¥me B, jeho linearizaci a &z zobrazeni
¥ - B,; zfejm& je pak ¢pe B(E, tel; (®E)*). Oznalme & jeho linearizaci, tj.
&pe £(®E,; (®E)*). Podle [1], § 1, prop. 1, je viak tento prostor kanonicky izo-
morfni s prostorem Z(®E,, ®E:; K). Necht B je prvek tohoto prostoru odpovidajici
prvku &z v tomto izomorfismu. Zi¥eni B na VE, x VE. je oviem bilinearni forma,
kterou oznafime f. Z bilinearity B, z definice zminéného kanonického izomorfismu
az deﬁmce éga 5,, plyne, Ze pro kazdé

N ’ L 3—Z®x,,,,eVE,, 3—Z®x,,‘eVE'
et '
(17) L B(5 %) =k21. IZI<XLJ" X

Z (17) plyne okamiitg, Ze

(18) 18G )1 < 9(3) - () -

Ponechémt_a’-li oznaleni z tvrzeni 7, vidime, Ze je

(19) . B #) = [ ) = [1()] () -

Predpokladejme na chvili, %e I je konedna, tj. Ze I = I, pron > 1 pfirozené (ptipad
n =1 je trividlni). PoloZme J =1,_, anechf 0 % 3 = Z ®x - Podle tvrzeni 1 je

j=1i=1

166



n—1

T, + 0, tj. existuje 0 + §' € ® Ej, pro n&Z T,(3') + 0; pfitom lze pfedpokladat, Ze
i=1

n—1
y = _6_91x§ o ) =1, kde y, =%(].|» icl,-y),
n—1
nebof takova §' generuji ® Ej. Pon&vad? 0 + T,(3) € E,, existuje x, € E,, x.] = 1,
i=1
pro néZ je
0+ (T(3), x> = B(3 @1 x3) .

Vymeénime-li roli E; a E;, vidime, Ze jsme dokdzali toto tvrzeni:

n n

Tvrzeni 9. Prostory ® E;, ® E; jsou v dualité vzhledem k bilinedrni formé

B ¥) = [AE)]1 3) = [A®1 ()

(viz (17), 9 je totiZ v konetném ptipad® izomorfismus; viz [1], § 1, cor. du prop. 5).
Dfive neZ se obratime k vySetfovani duality v obecném ptfipad€, odvodme jednu
vlastnost polonormy y:

Tvrzeni 10. Bud ddn nekoneény soubor normovanych prostori E, (i €l). Necht 3 je
tenzor z VE, k nému? existuje reprezentant rZ(x‘,,,) s témito vlastnostmi: je-li
k,lel,, k +1ay®x,,) >0, y®x,,) >0, paklc=1existuje nekoneénd J,, < I, pro
ni# plati x, ; * x, , pro viechna v€ J ;. Potom je (3) =kzr:1 llﬂx,.k“.

=1

Diikaz. Vezméme libovolny jiny reprezentant tenzoru 3; 1ze ho zfejmé pfedpokla-

S r s
datvetvaru » (). Jetedy0 =3 ®x,; — Y @y, Podle véty 1a tvrzeni 4 exis-
1 k=1

k=r+ k=r+1
tuji, mnoZiny I (0 £ j < p) a ;s vlastnostmi tam popsanymi, pfidemZ lze ptedpo-
kladat Ze vSechna j; , € M. Pfedn& si viimnéme, Ze 1ze pfedpokladat, Ze pro vSechna
kel, je y(®x,;) > 0, nebot je-li
K={kel,:y(®x,,) =0} 0,
stali provést @ivahu pro tenzor r = § — . ®X, ;, nebot zfejm& y(3) = ¥(x). Z nasich
keK

predpokladi nyni plyne, Ze je-li k = 1, k, [ €1,, je k e I*, 1 e I}, kde ji, j, €I, ji * ji
{Pravé na tomto mist¥ jsme pouZili véty 1.) Vezmeme-li tedy libovolné k € I,, plyne
z vlastnosti mno¥iny I’*, Ze

ébxtj = }: Gbths
qu,jk el
z &ehoZ dostaneme podle (15), Ze plati

W@x8) = [lxuel = X Tyl 5

gelsIk
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seétenim t€chto nerovnosti pfes k = 1, ..., r dostaneme, Ze

ORI I UNE

s
aviak ) @y, byl libovolny reprezentant tenzoru § Pfechodem k infimu dostane-
k=r+1
me Zzaver.

Poznadmka. Specidlnim p¥ipadem tvrzeni 10 je tvrzeni 6 a). Vyznam téchto tvrzeni
je v tom, Ze dovoluji v nékterych pfipadech ,,vypoéitat,, hodnotu polonormy 1y, tj.
obejit v definici 7(3) infimum.

Oznatime-li ¢ resp. ¢’ kanonicky homomorfismus (JE, — VE, resp. [JE; — VE,,
pisme 0(y) = (y°2)~* (0), O(f) = (n°¢)~* (0), Vyznam '(y), ¢’(f) je jasny.

Véta 2. Pro podprostory 0(®), 0(y), 0(f) v OE, resp. 0'(®), 0'(y), 0'(f) v OIE,
plati

(20) 0(®) < 0() < 0(f) resp. O'(®) < O'(y) < O(f).
Je-li I koneénd, plati vsude v (20) rovnosti, je-li I nekonecnd, je
(21) o(®) = 0(y) = 0(f) resp. 0'(®) < O'(y) = 0(f).

Ddle je vzdy 0(y) n 9t = O(f) 0 N a v pfipadé, Ze viechny E, jsou reflexivni, plati
i0'(y) n N = 0'(f) n N. (VSimnéme si této drobnosti: Z tvrzeni 4 plyne, Ze 0(®) N

N N generuje 0(@) zatimco v piipadé nekonecné-I plyne z véty 2, Ze (0( f) N N ne-
generuje 0(f).)

Ditkaz. Inkluze O(®) < 0(7) je trivialni a co se tyde rovnosti, viz tvrzeni 8. Ze plati
0(y) = O(f), plyne ze vztahd (18), (19). Je-li I nekonetnd, dostavime z tvrzeni 9
az(19), Ze 0(y) = O(f). Bud nyni I nekone&n4. Zvolme libovoln& prostou posloupnost
J = {t,}n>1 S I. Najdéme nyni pro kaZdé €I y, € E, tak, aby |y,| = 1. PoloZme
nyni x, = y, procel \ J adale ‘

yzl 2 l;, ytz 2
Xy, = (kK = 1)/k2 y‘u‘ o X =K (K* = 1)y, pro k2.

Podle [4], str. 13, lemma 2.4.1 [|x,| konverguje a to zfejmé k 1. Pro libovolné (x/) &
€W méame podle tvrzeni 3 b):

B(®x,, ®%7) = [I<x,, x> = [[<ys x> = B(®y.» ®%)),

tj. zfejmé 5 = ®x, — ®y, € O(f); ale podle tvrzeni 10je 3(3) = [I[|x/] + [T|»!] = 2,
takZe € 0(f) \ O(y). :
Bud nyni (x,) e N n (6(f) \ Oy)). Zvolme pro kaZdé cel, %¢ x| € E, tak, aby
{x, %y = |x,||, |xi] = 1 (viz [2], chap. II, cor. 2 du th. 1); je tedy (x}) € (IE, a je

B(®x,, ®x)) = [[¢x. x> = [T|x/| >0,
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nebot podle (15) a podle pfedpokladu je 0 < y(®x,) = []||x.|, coZ je spor; skutetn&
tedy 0(y) A N = O(f) n N. ,,Carkovany“ p¥ipad se dokéZe obdobng.

Disledek 6. Prostory VE,, VE, jsou v dualité vzhledem k bilinedrni formé B, prdvé
kdyz I je koneénd.

Ditkaz plyne ihned z tvrzeni 9 a z inkluzi 0(®) <= 0(f), 0'(®) = ¢'(f) v ptipadg,
Ze I je nekonecna.

Vezmeme-li misto dvojice VE,, VE, dvojici VE,/0(y), VE,|0'(y), je opét B bilinearni
formou pro tyto prostory; ale stejn& jako jsme dostali z véty 2 disledek 6, dostaneme,
Ze tyto prostory jsou vzhledem k formé B v dualitg, pravé kdyZ I je koneéna.

Vezm&me koneéng dvojici E = VEO(f), F = VE,JO(f"); je-li € VE,, § € VE,,
polozme <#'(3), n(3)> = B(3 §)- Snadno se zjisti, Ze tato definice m4 smysl. Forma
{., ., ktera neni v podstaté nic jiného ne? bilinearni forma B, je bilinearni formou na
dvojici prostorit E, F, které jsou vzhledem k ni v dualité. Vzhledem k (21) pozbyva y
na E ay' na F smysl. Snadno viak sestrojime na VE, polonormu 4, pro niZ bude 0(1) =
= (1°0)7* (0) = 0(f), tj. A bude norma na E. Stag&i poloZit pro 3 € VE, resp. 3’ € VE|:

(22) Mz) = sup |B(s 5), 2(3) = sup IB(3 ).
v =1 Wp=1

Z (18) plyne, Ze A(3), A(§) jsou vZdy koneéna &isla. Dale si viimejme jen funkcionalu
A. Pro A’ plati vSecko analogicky. Je zfejm& @(2) = O(f) a 2 je tedy na E norma.
Vratime-li se nyni k tvrzenim 5, dost4vame jiné vyjadieni pro A(3):

(23) A3) = Il = sup [ T8)]lv'(s) -
?(3")*0

Diikaz (23) by se provedl podobn& jako v p¥ipad® I = I,, viz [5], th. 2.4, str. 40.
Z (23) a z tvrzeni 1 ihned plyne:

Disledek 7. A je norma na VE,, prdvé kdyZ I je koneénd.

Disledek 8. Bilinedrni funkciondl T md normu

(29 7] = sup LTl = qup 0

ww+0 y(5) w0 3(3) -

Oznaéme toto &islo, které zavisi jen na souboru normovanych prostort E, (v € 1)
a nikoliv na zvoleném ¢, € I, znakem A/y. Uvidime, Ze je vZidy A/y < 1. Obdobné jako
v [5] fekneme, Ze polonorma a na VE, je crosspolonorma, plati-li pro ni tvrzeni 6 a 7.
Ze je crosspolonorma, plyne snadno z toho, ¥e analogicky jako v pfipadé I = I, (viz
[5], th. 2.4, str. 40) se ukéZe, Ze suprema v (22) Ize brat jen pfes jednoduché tenzory.
Nazvéme déle polonormu o* na VE] asociovanou s polonormou «, jestlize pro kazdé
3 € VE, plati

oa*(3") = sup |B(3 ) -

a(p)=1
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Obdobng se definuje polonorma 6* na VE,, asociovana s polonormou d na VE,. (Aby
funkcional a* z (25) byl skutetng polonormou, je nutné a sta&i, aby byl koneény.)
Z(22) az(25) plyne, Ze je A = y'*, 1’ = y*. Stejn& jako v p¥ipad€ I = I, plati: y je nej-
VEtSi crosspolonorma. 1 je nejmensi crosspolonorma, jejiz asociovana je téZ cross-

polonorma (viz [5], theorem 2.1, str. 32 a theorem 2.1, str. 32). Specialné tedy
Ay = L.

Poznédmka. Tato prace je &asti diplomové prace napsané pod vedenim akademika M. KATE-
TOVA, za jehoZ laskavost i za pozornost, se kterou praci sledoval, mu co nejsrde¢né&ji dékuji.
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Pesrome

TEH3OPHBIE ITPOM3BENEHNS BEKTOPHBIX ITPOCTPAHCTB

MIJIOM JOCTAJI (Milo$ Dostal), IIpara
(Iloctymano B pepaxmuro 20/XT 1961 r.)

Hemsro HacTOAIMEH pabOTHL ABJIAETCA PA3BUTUE TEOPHHE TEH30PHBIX npc;nsBeneHm?
obmEx (370 3HaYHT Geckome4HBIX) cucTeM E (i € I) BEKTODHBIX IPOCTPAHCTB Haj
noneM K xapaxrepucruxm 0 (cMm. ompemenerusa B [1], [3]). TnaBHEbIM pe3ymbTaTOM
TepBOH ,anrebpamdeckoi dHacTH ABIAETCA Teopema 1, ONMMCHIBAXOmAs OOIYIO
$opMy HyJIEBOTO TEH3Opa:

Beaxuii mensop § = 0 — 6os1ee mouno écaxuil npedcmasumenv HyA€8020 MEH30~
pa — modcem 6olmd 3anucan 8 sude CyMmbl HY1egblx MeH30P08 §;, KanCOblli U3 KOMo-
DbIX ABAAEMCA UMY NPOCMBIM, M.e. umeem Popmy %; = ®x,, x,€ E,, uwu umeem

r el

dopmy ;i =Y. ®x,x = 0 u obaadaem caedyrowumu ceoiicmeamu: 1° ecau ¢ + R —
k=1 el )

cobcmeentoe nodmuoxmcecmso muoncecmea I, ={1,2,...,r}, mo Y ® x, =+ 0;

keR el
2°cywecmsyem xoneunoe noomuoxncecmeo J < I makoe, ymo 042 1¢J umeem

X,p =X, 044 ecex k,1€ I, u 012 xamoozo ¢uxcuposanrozo t€J KoopouHamvl
x, (k € I,) auneiino 3asucume.
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Bo BTOpOH 9acTH MBI pacCMaTPHBAEM MCKJIFOYMTENHLHO MPOCTPAHCTBA HAJ IIOJIEM
BCEX AEHCTBUTELHBIX WK KOMIUIEKCHEIX qrces. CHavara MbI JOJDKHEI OTpaHHIATH
3amac 3JeMEHTOB B TEH30PHBIX IPOW3BEICHUAX, MOTOM ONIPENE/IIeM Pa3HBIEe IOJIy-
HOPMBI B 3THX OOIIHX IPOM3BENECHMIX H M3yYaeM HATYpaJbHYIO IBOHCTBEHHOCTH

MEXny ® EL H ® E: (T.e. IIPOU3BEACHUEM COHpSDKeHHBIX IIPOCTpaHCTB). HpC)K,Z(C
el el

BCETr0 HCCIENYeTCs MONYHOpPMa, siBisromnascs obobmenveM y-HopMel IarTena.
" Hcmomb3yst 3Ty MOJIYHOPMY, MBI JOKA3EIBAEM CICSAYIOIIEE yTBEPKICHHE:

Ecau ® x, = 0 — npocmoil nyaesoii menzop, mo x,, = 0 041 nexomopozo x € I.
el

JIpyroe yTBepXueHHe :
ObosHauum

0(Q) = {3 QE,:3 =0}, O)={3¢ ®1EL 1y(®) =0},
el te.

O(f) = {3 € QE, : § — nyaesoii gynxyuonas na QE} .
€l el
(cro, ur0 O(®) < 0(y) < O(f)). B maxom cayuae O(®) % 0(y) = O(f) mozda
u moavko mozoa, koz20a I becxoneuHo.
PaGoTa 3aKOHYEHA HEKOTOPHIMH YTBEPXICHHSMM, IPABEICHHBIME Oe3 mokasa-
TenbeTs, npuaHamrexanmmu I[laTreny, KOTOpble JIerko NEPeHOCATCS Ha o0
CIy4ai.

Summary
ON THE TENSOR PRODUCTS OF VECTOR SPACES

Miro§ DostAL, Praha
(Received November 20, 1961)

The purpouse of the present paper is to develop the theory of tensor products of an
arbitrary (i. e. infinite) family E, (: € I) of vector spaces over a field K of characteris-
tic O (see definitions in [1] and [3]). The main result of the first ““algebraic™ part of the
paper is theorem 1, describing the general form of the null-tensor:

Every tensor § = 0 (or more precisely every representant of the null-tensor) can be
\
represented as a sum of null-tensors which are either simple (i.e. of the form §; =

= ®x,, x, € E,) or have the form §; = Y ®x,; = 0 with the following properties:
el k=1 el

1°if 0 = R is a proper subset of the set I, ={1,2,...,r}, then Y, ®x,; * 0;
keR eI
2° there exists a finite subset J < I such that if v¢ J, then x,; = x,,; for every

k, 1 eI, (for every fixed «€ J, the coordinates x,, (k €1,) are linearly dependent).
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In the second part, only the vector spaces over the reals or complex numbers are
considerated. ‘The tensor products are in a suitable way restricted and then various
seminorms are introduced into these general products. The duality between the (re~
stricted) spaces ® E, and ®E; (i.e. product of the conjugated spaces) is studied. Espe~

el el
cially a generalization of Schatten’s y norm is considered.

Using this seminorm the following propositions are proved:

Let ®x = 0 be a simple null-tensor. Then x,, = 0 for somex € 1.

Denote 0(®) = {3¢e ®E §=0}, 0(y)={3¢ ®E 2(3) =0}, 0(f) = {3 € ®E %
is a null-functional on the product ®E'} (obvzously 0(®) < 0y) = (D(f)) Then

0(®) + O(y) = 0(f) iff I is mfmzte.

The article concludes with a list of results (without proofs) due to Schatten, which
can be easily extended to our general case.
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