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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 88 (1963), Praha

REFERATY

KE GEOMETRII CTVRTEHO HARMONICKEHO BODU
VAcrLAv HAVEL, Brno
(Pfedneseno dne 2. 12. 1959 na celostdtni konferenci o elementdrni matematice v Brn&)

Budeme se zabyvat rovinou R, pro niZ pfedpokldddme pouze platnost axiomi inci-
dence. Podrobngji: R je bodova mnoZina s vyznaénymi podmnoZinami (pfimkami)
a plati: Ke kaZdym dvEma rdznym bodim A, B € R existuje pravé jedna pfimka
(kterou oznadime AB), kterd oba body obsahuje. Dv& riizné pfimky a, b < R maji
vidy jediny spoledny bod (ktery ozna&ime a N b). V R existuje &tvefice bodd obecng
poloZenych, tj. takovych, z nich¥ 74dné t¥i nejsou obsaZeny v téZe pfimce ([1], str. 7).

Pripustnou skupinou bodd v R rozumime libovolnou mnoZinu navzajem riznych
bodi leZicich v téZe pfimce. Vyslovime tyto podminky:

1(I'). Pro Zadnou (kaZdou) &tvefinu obecng poloZenych bodt 4, B, C, D z R neleZi
(lezi) body AB n CD, AC n BD, AD n BC v téZe piimce.

II. Je-li 4, B, C kterakoliv pfipustna trojice bodli z R, pak pro vSecky pfipustné
trojice 4, ¥, Wz R (kde AB =+ AV) jest H,pc = (A(BWn CV) n BV) W AC bod,
ktery je nezavisly na volb& bodd V, W.

Bod H ,pc nazyva se pak étorty harmonicky vzhledem k bodim A4, B, C; Ctvefina
A, B, C, H 45 se nazyva harmonickd a znaéi se (4, B, C, H 45c)). Rovinu R spliiujici
podminku II nazveme téZ harmonickou. Harmonické roviny jsou dvou typd: budto
spliiuji podminku I anebo podminku I'; srv. [1], str. 193. V rovinich prvého typu plati
mal4 véta Desarguesova ([ 1], str. 86) a naopak, plati-li v n&které roving R podminka I
a mala Desarguesova véta, pak platii podminka II (srv. [1], str. 191 a 193). V harmo-
nickych rovinach druhého typu s kone&nym poétem bodu plati téZ mala Desarguesova
véta, neni vSak zndmo, zda totéZ plati i pro harmonické roviny druhého typu s neko-
neénym podtem bodi ([2], [8]).

Nejprve dokaZme, Ze v roviné R spliiujici podminku I je moZno podminku II nahra-
dit ekvivalentni podminkou III tohoto znéni:

1. Ke kaZdé pFipustné trojici bodii A, B, C € R lze prifadit vZdy prdvé jeden bod
F 4pc, a to tak, Ze a) A, B, C, F 45 je v¥dy pFipustnd Ctvefice, b) F apc = Fpacs €) DFi
libovolné perspektivité n mezi pfimkami p, q ([1],str. 8—9) je Fxyz = Fxny=z= pro
kaZdou pFipustnou trojici bodi X, Y, Z € p.
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Dikaz. Necht v dané roviné R plati podminka II. PoloZme F4pc = H 4pc- Pak
jsou tvrzeni a), b), c) splnéna; viz [1], str. 192. Necht v dané roving R plati podminka
ITT. Mg&jme dvé& p¥ipustné trojice 4, B, C; 4, V, W, kde AB + AV. Necht =, je perspek-
tivita o sttedu Wmezi AB, AB’, kde B = BW n CV;necht x, je perspektivita o sttedu
C mezi AB', BV a kone¢né, necht n; je perspektivita o sttedu W mezi BV, AV. Pak pfi
7, prechazi Ctvefina A, B, C, F 4pc ve Ctvefinu A4, B, C', F 45.¢. (podle a), c)), pfi m,
pfechazi Ctvetina A4, B', C’, F 4p.¢c- ve &tvefinu B, V, C”, Fpyc., a podle b) jest pfitom
Fpycr = Fyper. PH ms pfechazi Ctvefina V, B, C”, Fype Ve &tvefinu A4, B, C, F 450, ti.
ve étvefinu pivodni. Tedy F p.c = Fyper, a tedy t€Z F 50 = H 4p..

Necht 7 je alternativni t&leso charakteristiky # 2 ([1], str. 158). Elementy mnoziny
T x T prohlasime za (vlastni) body, podmnoZiny tvaru {(x,y)|y = ax + b},
{(x, y) | x = c} pro a, b, c e T prohlasime za (vlastni) pfimky. Provedeme-li obvyklou
adjunkci nevlastnich bodl (k piimce y = ax + b piipojime nevlastni bod (a), k pfim-
ce x = ¢ nevlastni bod (00)), dospivAme k harmonické rovin& prvniho typr. Takovou
konstrukcf Ize ziskat kaZdou harmonickou rovinu prvniho typu. Ta alternativni t&lesa,
ktera vedou k téZe harmonické roving, jsou navzijem isomorfni, ve smyslu uvedeném
v [1], str. 108 a 196.

M¢éjme nyni harmonickou rovinu R prvaniho typu. K této roving néleZi podle pfed-
choziho uréité alternativni téleso 7, uréené aZ na isomorfii jednoznaéné. Vyberme v R
piipustnou trojici bodi O, J, N uré&ité pfimky p. Pak Ize za mnoZinu vSech prvki z T
prohlésit mnoZinu vSech bodl z p, s vyjimkou bodu N, a s&itani v T Ize definovat
takto:

A+ 0O0=0+ A=A prokazdé Aep \ {N},

A+ A =Houy pro kazdé Aep \ {O,N},

A+ B =Hpcy, C= H,pgy pro kazdé dva riizné elementy 4, Be p \ {O, N}.
Nasobeni v T lze zavést konfigurativné bez zavislosti na pevnych bodech mimo p
pouze v tom piipadg, kdyZ téleso T je asociativni ([3], str. 550); v obecném p¥ipadd
tomu tak neni. Pfesto vSak Ize definovat alesponi inversni prvky bez zivislosti na
pevnych bodech mimo p, a to vZitim axiomu II. Inversni prvek J~! k prvku J definu-

jeme jako prvek J. Inversni prvek A™! k prvku A e p \ {0, J, N} definujeme jako
bod HJ—JA’ kdc - J = HONJ ([3], str. 551).

Nyni dokaZeme tuto vétu:

Nechf R je harmonickd rovina proniho typu, necht O, J, N je pFipustnd trojice bodii
pFimky p = R. Necht o je prosté zobrazeni pfimky p na sebe samu, které zachovdvd
harmonické étvefiny a pri ném# jest O° = O, J° = J, N° = N. Pak v pFislusném
alternativnim télese T plati:

(* (A + B)” = A° + B° pro viechna A, Bep \ {N},
(**) (A™17 = (4°)"" pro kazdé Aep \ {O,N}.
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Dikaz. Rovnice (*) plati trividln& pro 4 = 0 anebo B = 0. Je-li 4 + O, pak
((0,4,N, 4 + A))° = ((0°, 4° N°, (A + A))) = ((0, 4°, N, (4 + A)’)). Srovné-
nim s relaci ((0, 4% N, A° + A°)) plyne ihned (4 + A)° = A° + A°. PoloZime-li
A+ 4 = C, pak C° = (C2)° + (CJ2)° neboli

(***) (CJ2)" = C°/2 pro kazdé Cep \ {N}.

Pro riznad 4,Bep \ {O,N} je ((4, B,N,(4 + B)/2))" = ((4°, B>, N,((4 + B):
:2)°)), takZe srovnanim s relaci ((4°, B, N, (4% + B°)/2)) plyne ((4 + B)/2) =
= (A4° + B°)/2. Podle (***) plati tedy téZ (*). Rovnice (**) plati trivialn& pro 4 = J.
Jeli Aep~ {0,4,N}, pak ((J, —J, 4, A=) = ((J°, (= J)", 47, (A72))) =
= ((J, = J, 4°,(47")°)). Srovnanim s relaci (J, —J, A% (4°)”") obdrZime oka-
miAs (**).

Poznamenejme, Ze relace (**) je ekvivalentni s kaZdou z relaci (4%)° = (4°)?,
(ABA)" = A°B°A°, (AB + BA)” = A°B° + B°A°, kde A, B néileZi do pfislusného
t&lesa; srv. [1], str. 122—124, resp. [5], str. 116.

Dokéazanou vétu lze téZ obratit: Plati-li v nasi roviné R pro prosté zobrazeni o pfim-
ky p na sebe samu vztahy (*), (**), pak jest 0° = 0, J° = J,N° = N a((4, B, C,
D))y’ = ((4°, B°, C°, D°)) pro ka*dou harmonickou étveFinu primky p. Srv. [6],
str. 316.

Dale uvedeme geometrickou interpretaci podminky, aby zobrazeni o z nasi véty
spliiovalo nékterou z relaci

) (AB)* = A°B° pro viecka A, Bep \ {N},

) (4B)” = B’°A° pro viecka 4, Bep \ {N}.

Nutna i postadujici podminka pro to zni:

(>)  A°(B(4B)) = (4°B°) (AB)" pro viecka 4, Bep \ {N}. Viz [7].
Ozna&ime-li (4, B) asociativni podt&leso vytvorené v T prvky 4, B ([1], str. 161),

pak 1ze podminku (°°°) vyslovit téZ takto:

() (A, B)* = {A°, B") pro viecka 4, Bep \ {N}.

Zobrazeni ¢ indukuje v T x T zobrazeni (x, y)” = (x%, y°), (z)° = (2°), (o0)° =
= (o). Plati-]i relace (°), resp. (°°), pak indukované zobrazeni je afinitou, resp. anti-
afinitou (tj. afinitou p¥i pfechodu k opa&né struktufe), jak Ize snadno ukazat; srv. [1],
str. 4 a 91. Doplnime v R k bodim O, J, N body V, E tak, aby body O, E, ¥, N mély
obecnou polohu a aby VE n ON = J. Podminka (*) je ekvivalentni s nasledujici
podminkou:

(*+) Rovina vytvofena v R body O, E, V, N, A, B ptechazi pfi ¢ v rovinu vytvo-
fenou v R body O, E, V, N, A°, B°, a to pro kaZdé 4, Bep \ {N}.

Dospivame k zavéru: JestliZe plati (’**), pak indukované zobrazeni je afinitou
anebo antiafinitou.
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VLASTNOSTI ZASSENHAUSOVY KONSTRUKCE
V GRUPACH A SVAZECH

(Vlastni referdat Lupvika JANOSE o pfedniSce konané dne 3. 12. 1962
na matematicko-fysikdlni fakulté KU)

Hlavnim vysledkem sdéleni je diikaz véty:

K tomu, aby Zassenhausova konstrukce nevedla k vlastnimu zjemnéni danych
dvou normdlnich Fetézcit v grupé je nutné a staci, aby retézce byly zdola jednoduse
podobné.

BudiZ S svaz, jeho uspofadani resp. priisek resp. spojeni budeme psat a < b resp.
a Abresp.av b;a<b<azgbhb,a=b. JestliZe je a = b, pak pod kvocientem
a/b rozumime mnoZinu definovanou takto: x € a/b < a = x = b. Dolni pFimou resp.
horni pfimou resp. dolni jednoduchou resp. horni jednoduchou resp. dolni specidlni
Jjednoduchou resp. horni specidlni jednoduchou podobnost kvocientii definujeme takto:

asla, ¥ byfb,<a, v by = ay; a; A by = b,,

ayla; ~ byfby <> by/b, ~ ayfa,,

ay/as  byfby<>asfay ~ uyfu; ~ by/b, pH vhodném uyfu, ,
ayfay ~ byfby < asfay & uyfuy ~ bfb,,

d
asfaz v by/by<>asfa, ~ a; A byfay A by ~ by/b,y,

ala, ~ b1/b2¢>a1/a2 a; v byla, v b, Y by/b, .
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