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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky tstav CSAY, Praha
SVAZEK 88 * PRAHA 10.V.1963 % &fsLO 2

PRISPEVEK K TEORII KOMBINACI

Jikf NovAk, Liberec
(Doslo dne 8. listopadu 1961)

ndty, jichZ jsem uzival jiz dfive v praci [1] o konfiguracich. Hlavni pozornost

je vénovéna tzv. kombindtim hustym, jejichZ zvla$tnim pfipadem se jevi
p—k—n systémy, jimiZ se v posledni dobé€ zabyval H. HANANI.

UvoD

Pfi studiu rovinnych konfiguraci (12, 165) jsem zavedl kombinatoricky pojem
kombindtu.') Uvedme znovu jeho definici: '

Jsou-li n =2 k> r =0 celd nezdpornd Cisla, nazyvdme kombindtem [n, k, r]
systém kombinaci k-té tfidy z danych n prvki, ktery md tyto vlastnosti:

1. libovolné dvé kombinace systému maji nejvyse r spolecnych proki,

2. kaZdd kombinace k-té tfidy nepatfici do systému md s nékterou kombinaci
systému spoleénych aspori r + 1 proki. Cislo r se nazyvd stupném kombindtu. Po&et

v

kombinaci v kombinatu je zdola i shora omezen. NejniZ§i horni mez H je udana vzor-

cem?)

-[E0-C)

Pokud jde o odvozeni vzorce pro nejvyssi dolni mez D po&tu kombinaci v kombinatu,
. naraZi se na vétsi té€zkosti, takZe podobny vzorec nebyl dosud nalezen.

Ptipojme jest8 nékolik pozndmek k pojmu kombinatu. UvaZujme, éim je kombinat
[n, k, r] z hlediska teorie grafi. M&me neorientovany graf, jehoZ vrcholy jsou viechny
kombinace k-té tfidy z danych n prvki. Vrcholy budou vzidjemné spojeny hranou,
jestliZe pfislu§né kombinace budou mit aspoii r + 1 spoleénych prvkid. Z definice
kombinatu vyplyvéa, Ze ty vrcholy grafu, jeZ odpovidaji kombinacim kombinitu,
nebudou vzajemné spojeny, kdeZto viechny ostatni vrcholy grafu s nimi spojeny
budou. Tvofi tedy tzv. jadro grafu.?)

1y [1], str. 258.
2y 2], kapitola 5.
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Nakonec si vSimnéme dalsi geometrické interpretace zkoumaného pojmu. Mé&jme
v roving n-Ghelnik. UvaZujme o mnoZiné k-tihelnik1, jejichZ vrcholy jsou ve vrcholech
n-ihelnika, pfi CemZ libovolné dva k-uhelniky maji spoleénych nejvyse r-vrcholi.
Je-li tato mnoZina Uplna, potom je geometrickym znazornénim jednoho z moZnych
kombinatd [», k, r].

1. HUSTE KOMBINATY

Definice 1. JestliZe vSechny kombinace r-té tFidy z danych n prvki maji v kombi-
ndtu [n, k, r] Cetnost [(n — r)/(k — r)] = m, tj. kaZdd r-tice se nalézd v m kombi-
nacich k-té tfidy, nazyvd se kombindt husty.

Cetnost m je nejvy$si mo¥né &etnost r-tice v kombinatu [n, k, r].3)

Véta 1. Nutnd a postaéujici podminka, aby kombindt [n, k, r] byl hustp, je: pocet
kombinaci je roven &islu H' = [(n — r)/(k — r)]. <n> / (k>
r)\r

Dikaz. Cetnost kazdé kombinace r-té tfidy v hustém kombinétu je m = [(n—r)/
[(k = r)], udava tedy &itatel zlomku ve vyrazu pro H’' po&et viech r-tic v celém kom-

.. w L AKXl raloc X1 k , < .
binatu. Tento Eitatel musi byt délitelny islem ( >, nebot tak dostaneme pocet kombi-

r
naci v kombinatu, a to je celé Cislo. Nechf v n&jakém kombinatu je podet kombinaci
roven H’'. Pfedpokladejme, Ze neni husty. V takovém vSak n&ktera r-tice ma niZsi
Cetnost nez m, takZe r-tic je méné nez udava Citatel vyrazu, tedy i pocet kombinaci

TN

musi byt niZ$i neZ H’. Mame spor, kombinat musi byt tedy husty.

Piiklad. Viimn&me si kombinétu [9,3,1],, = (123, 456, 789, 147, 258,
369,159,267,348,168,249,357). Pongvad? r = 1, mi¥eme mluvit pouze
o &etnosti kaZdého z deviti prvkd. NejvySe moZné &etnost je m = [(9 — 1)/(3 —1)] =
= 4. Skute&n kaZdy prvek ma etnost rovnou 4. Potet kombinaci je roven 4 . 9/3 =
= 12. Jiné priklady hustych kombinatd, v nichZ r = 1, budou uvedeny pozdé&ji.

Pro teorii hustych kombinitd je vyznamnd jejich souvislost s tzv. p—k—n
systémy. Systémem p—k—n rozumime systém kombinaci k-té tFidy z n proki
takovy, Ze kazdd kombinace p-té tFidy (p < k < n) je obsaZena pravé v jed né kombi-
naci k-té tFidy. Pritom mame na mysli kombinace bez opakovani prvkﬁ.") Systém
p—k—n nemusi vidy existovat, jak lze snadno nahlédnout pro p =2, k = 3,
n = 4.

Véta 2. Systém p—k—n je hustym kombindtem (p — 1)-vého stupné.

Dikaz. Libovolné dvé kombinace k-té tfidy systému p—k—n mohou mit nej-
vySe p — 1 spole€nych prvki. Kdyby totiz mély spoleénych p prvkd, byla by kombi-

3) {1}, str. 258.
4 2}, str. 250; [3), str. 145.
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nace p-té tfidy obsaZena ve dvou kombinacich k-té t¥idy, coZ odporuje definici systé-
mu. Systém p—k—n je dale dplny, tj. nemiZeme k nému piipojit Zadnou dalsi
kombinaci k-té tfidy. V opacném prfipadé by totiZ kterychkoli p prvki této pfidavané
kombinace bylo obsaZeno je$t& v nékteré kombinaci systému. Z téchto vlastnostf
vyplyva, Ze systém p—k—n je kombindtem (p — 1)-vého stupng. UvaZujme dale
o Cetnosti skupiny p — 1 prvkd. Plati, Ze je obsaZena v<n - f + 1) / (k —‘I; + 1) =
= (n — p + 1)/(k — p + 1) = m kombinacich.’) Odtud plyne, Z¢ systém je hustym
kombinatem.

Zavedme nyni néktera réeni, jichZ budeme v dal§im uZivat. KaZd4 r-tice se v hustém
kombinatu vyskytuje v m kombinacich k-té tfidy. V t€chto m kombinacich je obsa-
¥eno kromé r prvki r-tice je§t& m . (k — r) od sebe riiznych prvki. Rikame, Ze r-tice
je s témito prvky spojena. Je s nimi v kombinaci. r-tice miiZe byt spojena nejvyse
sn — rprvky. Rozdil i = n — r — m . (k — r) udavé podet prvki, od nichZ je r-tice
oddélena. Piepi$me hofejsi vztah takto:n — r = m . (k — r) + i. Pon&vadZ m je nej-
vEt3i celé &islo mensi nebo rovné (n — r)/(k — r), vyplyvé odtud, Ze i je rovno zbytku,
ktery dostaneme pii déleni celého &isla n — r &islem k — r. Hodnoty tohoto zbytku
se tedy mohou pohybovat od nuly do k — r — 1. '

Definice 2. Indexem hustého kombindtu [n, k, r] rozumime pocet prvki, od nich?
je libovolnd kombinace r-té tfidy z n proki v kombindtu oddélena.
Pojmu indexu uZijeme v dalsi véte.

Véta 3. Husté kombindty s indexem 0 a 1 maji tuto vlastnost: vynechdme-li z nich
vSechny kombinace obsahujici tyZ prvek, dostaneme kombindt téhoZ stupné. Je-li
k — r = 2i, plati torzeni véty i proi = 2.

Poznamka. Obracena véta neplati. Dostaneme-li z n&jakého kombinétu po vyne-
chani kombinaci s tymZ prvkem kombinat, nemusi vychozi kombinat byt husty. Toto
tvrzeni ovéfuje ptiklad kombinatu [8, 4, 2];,, ktery neni husty:

1234 1367 2457 4678
1256 1458 3456
1278 2368 3578

Diikaz véty 3. Vynechme z hustého kombinétu K = [n, k, r] kombinace s prvkem
n. Skupinu téchto kombinaci ozname S*. Po vynechdni dostaneme skupinu kombi-
naci n — 1 prvkd, jiZ oznacime S, a o niZ chceme dokazat, Ze je kombinatem. Pfed-
pokladejme, Ze tomu tak neni, Ze tedy ke skupin€ S musime pfipojit aspont jednu
kombinaci k-té t¥idy, abychom dostali kombinat K’ = [n — 1, k, r]. Tuto pfida-
vanou kombinaci oznadme (d) = dyd, ... d,d, 1 ... d,. KaZda r-tice kombinace (d)
musi byt obsaZena v nékteré kombinaci skupiny S*. Kdyby tomu tak nebylo, méla by

5y [3], str. 145.
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takova r-tice ve skuping S &etnost m vzhledem k hustot& kombinitu K a v kombinatu
K’ &etnost aspoii m + 1, coZ neni moZné, nebot m = [(n — r)[(k — r)] = [(» —
— 1 —7)/(k — r)]. N&kterad kombinace skupiny S* musi obsahovat aspoii r + 1
prvki kombinace (d), nebot jinak by bylo moZno pFipojit kombinaci (d) k piivodnimu
kombinatu. Necht je to kombinace (v*) = dyd, ... d,d,11V2)3 .. Ysh.

Je-lii = 0,jer-ticedyd, ... d,spojena v K se vSemi ostatnimi prvky. Kombinace (d)
pfidavana ke skupin€ S musi obsahovat prvky, s nimiZ r-tice d,d, ... d, neni v S spo-
jena, to jsou viak pouze ty prvky, s nimiZ je r-tice d ... d, spojena v kombinaci (v¥),
nebot v jiné kombinaci se nemiZe d; ... d, vyskytnout. (To by dv& kombinace sku-
piny S* mély vice neZ r spolenych prvki: dy, d,, ..., d,, n.) Jde tedy o prvky d,.,,
Y25 -+ Ve Tyto prvky v8ak nestaci, aby spolu s r prvky d, ..., d, vytvofily kombinaci
o kprvcich, nebot r 4+ s = k — 1. Nelze tedy ke skupiné S pFfipojit Zidnou kombinaci,
je tedy kombinatem. '

Necht jé i 2 1, k — r = 2i. r-tice dd, ... d, je dle pfedpokladu odd&lena od i
prvkl X, X,, ..., X; v kombindtu K. V kombinaci (d) se mohou vyskytovat pouze
prvky X, X, ..., X; a dale prvky kombinace (v*), s nimiZ neni r-tice ve spojeni ve
skuping S. Jsou to prvky d, .y, y2, ..., Vs, jejichZ pocet je s. Pon&vadZs + r + 1 = k,
jes=k—r—12=2i -1 2i. Bylo ufito pfedpokladu k —r = 2i. Pro i = 1 je
tato podminka vZdy splnéna, nebot plati: Je-li i = 1, potom nemiiZe byt k — r = 1.
Jeli totiz k —r rovno 1, musi bjt i =0 (i=n—r—m.(k—r)=n—r—
—[(n—n/1].1=n—r —(n—r)=0). Aspoil i prvki z uvedenych s prvki
kombinace (v*) se nutn& musi v kombinaci (d) vyskytnout. Jinak by toti% nemohla mit
celkem k prvki, nebof k = r + 2i. Déle musi kombinace (d) z téhoZ divodu obsa-
hovat aspoti jeden prvek x; z prvkll x;, x,, ..., X;. UvaZujme nyni o r-ticid; ... d,—(X;,
jeZ se vyskytne v kombinaci (x*) skupiny S*. Kombinace (x*) = d ... d,_;x,l; ... I,
pfi SemZ prvky I, (k = 1, ..., s) nemohou byt prvky kombinace (v*). V opagném pfi-
pads by totiZ kombinace (x*) a (v*) m&ly vice neZ r spoleénych prvki. Kdyby skupina
S* méla jen jednu kombinaci, vede tento poZadavek ke sporu. Obsahuje-li skupina S*
vice neZ jednu kombinaci, je r-tice dy ... d,_;x; v S* oddglena od prvki d,, d, 4,
Y25 -+-» Vs Z NichZ aspofi i + 1 se vyskytuje v kombinaci (d): prvek d, + aspofi i
prvkiizd, .y, Y2, -, Vs Od téchto prvki musi byt r-tice oddélena v S, ponévadZ jinak
by se nemohly vyskytnout v (d) ProtoZe je od nich oddélena také v S*, je od nich od-
délena v celém kombinatu K, ale v n&€m je oddé&lena pouze od i prvkid. Dospivame ke
sporu. Pfedpoklad o skuping S nebyl spravny, S je tudiZ kombindtem.

2. STRUKTURA HUSTEHO KOMBINATU

Viimnéme si nyni bliZe struktury hustych kombinatd. Uvedena véta 3. ukazuje
jejich vyznaZnou vlastnost. Tato véta je v jistém smyslu dopln&na dalsi vétou, ktera si
viima Cetnosti prvkid v hustém kombinatu, tj. poétu kombinaci, v nichZ se uréity
prvek vyskytuje.
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Véta 4. V hustém kombindtu se kaZdy prvek vyskytuje s Cetnostiy = m (n - 1) :

r—1
k-1
: , kde m = [(n — 1)[(k — 1)].
r—1

Dtikaz. V§imn&me si téch pu kombinaci hustého kombinatu, v nichZ se vyskytuje
urcity prvek, jejz ozna¢ime u. V té€chto kombinacich se musi vyskytnout vSechny
kombinace r-té tfidy z danych n prvki, jeZ obsahuji prvek u. Takovych r-tic je

-1 . . g sy $1% o b
(n 1). PongvadZ jde o husty kombinat, je etnost kaZdé r-tice s prvkem u rovna m.
r —

Je tedy v kombinacich s prvkem u celkem m . <n -

1 PR
) kombinaci r-té tfidy s prv-
r —

kem u. KaZda kombinace k-té tfidy s prvkem u obsahuje vsak ( ) kombinaci

r—1
Coxes n—-1\/(k-1 .o .
r-té t¥idy s prvkem u. Je tedy u = m . / N Odtud vyplyva, Ze v hustém

r— r—
kombinatu je uvedeny zlomek roven celému &islu.

wr s

S pravé uvedenou vétou uzce souvisi dalsi véta:

Véta 5. Vynechdme-li z u kombinaci hustého kombindtu, jeZ obsahuji ty? prvek u,
prdvé tento prvek, dostaneme husty kombindt [n -1Lk—-1,r— 1]. Je to tzv.
kombindt pridruZeny k proku u v hustém kombindtu [n, k, r].

Diikaz. Kombinace, jeZ obsahuji tyZ prvek u, mohou mit navzajem spolecnych
kromé tohoto prvku nejvyse r — 1 prvkd. Vynechame-li z nich prvek u, dostaneme
skupinu p kombinaci k — 1 t¥idy, z nichZ libovolné dvé maji nejvyse r — 1 spoleénych
prkit. Pongvadim = [(n = 1)j(k = )] =[{n =1 = (r = D)}/{k — 1 = (r — 1)}],
je vidét, Ze jejich podlet u je pravé takovy jako pocet kombinaci v hustém kombinéatu
[n =1,k — 1, r — 1], jak je patrno ze srovnani vty 4 s vétou 1. Odtud vyplyva, Ze
uvedena skupina kombinaci k — 1 tfidy je sama hustym kombinatem.

Priklad. M&me husty kombinat [8, 4, 2],,:

1234 1357 1467 2457 3478
1256 1368 2358 2468 5678
1278 1458 2367 3456

Vynechme z kombinaci obsahujicich prvek 8, tento prvek. Dostaneme 127, 1 36,
145,235,246,347,567. To je husty kombinat[7, 3, 1],. .

Vynechme prvek 7 z kombinaci, které jej obsahuji. Dostaneme I 2, 34, 56. To je
husty kombinat [6, 2, 0];. Tento piiklad ukazuje, jak husty kombinat druhého stupng
byl vytvofen z hustych kombinatd prvniho stupng, jeZ zase vznikaji z hustych kombi-
nat nultého stupné.

Z véty 5 vyplyva ihned
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' Véta 6. Aby existoval husty kombindt [n, k, r] je nutno, aby &isla m (n)/ (k) '
r

y
n—1 k-1 n—r+1 k—-r+1 B

m ) ey M / byla celd.
r—1 r—1 1 1

Dikaz. Uvedené vyrazy udavaji po€et kombinaci v hustych kombinatech [n, k, r],
[n-Lk-1,r-1] ...,[n—r+1,k—r+1,1]. Opakovinim postupu uve-
deného ve vét€ 5 je moZno z hustého kombinatu dospét postupné k tmto kombina-
tim niZ§iho stupné, je tedy uvedend podminka skutecné nutna.

Piiklad. Ptejme se zda existuje husty kombinit [12, 4, 2l.m= [129 =3,
Zkoumejme vyrazy uvedené ve vété 6.

- () )5 - ~(2C)-

PonévadZ 55 neni délitelno tfemi, nemiZe existovat ani husty kombinat.

Vznika pfirozen€ otazka, zda podminka uvedena ve vét€ 7 je také postadujici pro
existenci hustych kombindti. Odpovéd je negativni. Bylo dokézéno,G) Ze neexistuje
systém 2 — 7 — 43, jenZ je vlastn& hustym kombinatem [43, 7, 1]. Nutni podminka
je splnéna: m = [% 42]=1,%.7.43 = 43.

Zavérem tohoto paragrafu se zabyvejme konstrukei nékterych hustych kombinati
prvniho stupné. PonévadZ r = 1, je kaZdy prvek obsaZen pravé v m kombinacich,
kde m = [(n — 1)/(k — 1)]. Vynechime-li z nich urgity prvek, dostaneme kombinat
nultého stupné pfidruZeny k vynechanému prvku. Vezméme nyni jednu kombinaci
k-té tfidy, napt. 1,1, ... I, hustého kombinatu a vypiSme si v§echny kombinace obsa-
hujici postupné prvky Iy, I,, ..., l;. Dostaneme tak k. m kombinaci. Celkovy podet
riznych kombinaci takto ziskanych nebude v8ak k.m, nebotf jedinou kombinaci
1,1, ... I, jsme vypsali celkem k-krat, je vSak tfeba ji zahrnout do celkového poctu jen
jednou, takZe od k.m musime odelist k — 1 kombinaci a dostaneme k.m —
—k+1=1+k.(m — 1) od sebe riznych kombinaci k-t t¥idy. Ptime se, zda
jsme takto vylerpali vSechny kombinace kombinatu. Celkovy pocet kombinaci je, jak
vime, m . nlk. Vypoétéme rozdil mezi poltem vSech kombinaci a poltem 1 + k.
.(m — 1). Dostaneme: m.nfk —k(m—1)—1=m.njk—km+ k—1=m.
.nfk—n—m+i+1+k—1=n.mk—n—m+ k+ i.(PouZito vztahu i =
=n-—1—mk+m)Proi=0mamen.mk—n—m+ k = (n — k) (m — k)/k.
Je-li m = k, potom vypocteny rozdil je roven 0. To znamena, Ze kombinace obsahu-
jici prvky I, 1,, ..., I vytvoii cely kombinat prvniho stupné. Jako pfiklad uvedme
kombinat [21,5,1].m =k =5, i =20 — 5.4 = 0. Vezméme kombinaci

17 18 19 20 21
) [3), str. 145; [4].
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a ke kaZdému prvku sestavme pfidruZeny kombinat:

17 1 2 3 4 1815 913 19161116 20171214
5678 261014 251215 281113
9101112 371115 38 914 351016
131415 16 481216 471013 46 915

21181015
27 916
361213
451114

3. KOMBINATY TRET{ TRIDY

Pijde o kombinaty prvniho stupné, nebot kombindty nultého a druhého stupné
jsou zcela jednoduché. Je-li stupeil roven nule, mame soustavu trojic, které nemaji
navzajem spole&ny prvek; je-li stupefi roven dvéma, jde o soustavu vSech kombinaci
treti tfidy z danych n prvkd bez opakovani.

Véta 7. Nutnd a postalujici podminka, aby kombindt [n, 3, 1] byl husty, je: vyne-
chdme-li kombinace obsahujici kterykoliv pevny prvek, dostaneme kombindt
[n—1,3,1]

Nutnost podminky byla dok4zana ve v&té 3, nebof i = 0 nebo 1. Dokazujme posta-
Sitelnost. Necht je spln&na podminka nasi véty. UvaZujme o nékterém prvku, ktery
oznaéme I. Vynechame-li z kombinatu v§echny kombinace obsahujici urdity pevné
zvoleny prvek rfizny od prvku I, dostaneme podle pfedpokladu kombinat [# — 1,
3,1]. V tomto kombinétu jsou od sebe odd&leny prvky x, y, které byly spolu v téZe
vynechané kombinaci. Prvek I nemiiZe byt od takovych dvou prvki oddélen, nebot
to odporuje vlastnosti kombinatu [# ~ 1,3, 1]. Mohli bychom totiZ pEipojit ke
kombinatu [n — 1, 3, 1] kombinaci I x y. Je tedy prvek I spojen vZdy aspofi s jednim
prvkem uvaZovanych dvojic. Pon€vadZz miZeme vynechavat kombinace s kterym-
koliv prvkem 2, 3, atd. aZ n, vyplyva z toho pro prvek I, Ze neni oddélen od Zadné
dvojice spojenych prvkd v kombinétu [n, 3, 1]. Prvek / nemiZe byt v kombinatu
[n—1,3, 1] odd&len ani od dvou prvki, jeZ jsou od sebe oddéleny v [#, 3, 1], nebot
to opét odporuje pojmu kombinatu. Odtud plyne, Ze prvek I miZe byt oddélen bud od
jednoho nebo od 7adného prvku kombinatu [», 3, 1]. Je tedy spojen v prvém piipadd
sn— 2 prvky v 4(n — 2) kombinacich. Odtud vyplyva, Ze v tomto p¥ipadé je n sudé.
Potom plati m = [}(n — 1)] = ¥(n — 2).

V druhém pfipadg je prvek I spojensn — 1 prvky v ¥(n — l) kombinacich. Odtud
nmusi byt liché &islo a opét platim = [§(n — 1)] = 3(n — 1). Je tedy vidét, Ze Getnost
prvku I, ktery byl libovolny, je rovna m. Proto uvaZovany kombinat je husty.

Véta 8. Necht kombindt [n — 1, 3, 1] neni husty nebo je husty s indexem 1. Potom
kombindt vytvoreny z ného pFipojenim moZnych kombinaci s prvkem n obsahuje vice
kombinaci ne# [n — 1,3, 1].
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Dikaz. V kombinatu, ktery neni husty, existuje prvek k s niZsi Getnosti neZ maxi-
malni. Takovyto prvek je oddélen aspofi od dvou jinych prvki. Necht je napf. k: !
(znaZka : vyjadfuje, Ze prvek k je odd&len od prvku l), potom lze po zvyseni poctu
prvkia o jeden pfipojit kombinaci n k I. Je-li v hustém kombinatu i = 1, musi n byti
sudé &islo. KaZdy prvek je spojen s n — 2 prvky, a tudiZ oddélen pravé od jednoho
prvku. Po zvySeni poétu prvkid miZeme jisté pfipojit dalsi kombinace.

S témito vétami souvisi dalsi:

Véta 9. Jestlize ke kombindtu [n — 1, 3, 1] nemiZeme pripojit Zddnou kombinaci
pFi poctu prvki rovném n, potom [n — 1, 3, 1] je husty a md index 0.

Dikaz. Vkombinatu [n — 1, 3, 1]musi byt kazdy prvek spojen se viemi ostatnimi,
coZ je moZné jeding pro lichy pocet prvki. Kdyby totiz byly dva prvky od sebe oddé-
leny, napf. x : y, mohli bychom pfipojit kombinaci n x y, coZ odporuje pfedpokladu
nasi véty. V takovém kombinatu ma tedy kaZdy prvek maximalni etnost, a proto je
husty, a to s indexem 0.

Tyto véty platné pro jakékoliv n 2 4 ozfejmime n&kolika pfiklady:

Mg&jme husty kombinat [12,3,1],: (123,145,168,1710,1911,246,257,
289, 21012, 347, 359, 3611, 3812, 4810, 41112, 51011, 6910, 7811,
79 12)‘ Kazdy prvek se vyskytuje pétkrat, nebot m = 5. Vynechme kombinace obsa-
hujici prvek 12. Dostaneme: (123, 145, 168, 1710, 1911, 246, 257, 289,
347,359,3611,4810,51011,6910,781I). Je to kombinat [11, 3, 1],5, ktery
neni husty. Husty kombinat [11, 3, 1] neexistuje, nebot neni spln&na podminka, aby
m . nlk bylo celé &islo. Zvysime-li po&et prvkd o 1, miiZeme zfejmé k ob&ma kombi-
natim pfipojovat dal§i kombinace s novym prvkem, jejZz oznalime 72 nebo 3.
K hustému kombinatu [12, 3, 1],, proto, Ze 12 je sudé &islo, takZe kaZdy prvek je
nutné oddélen od dalsiho prvku. Napf. I : 12, tedy moZno pfidat kombinaci 1 12 13.

UvaZzujme déale o kombinatu [7, 3, 1]7 = (123, 154, 246,167,257, 347,
356). Zkousime-li pfipojit kombinace s prvkem &, seznadme, Ze pfipojeni neni
mozZné. Je to proto, Ze prvky I, ..., 7 jsou spojeny vZdy se vSemi ostatnimi. Pfedlo-
Zeny kombinat je tedy podle véty 9 husty.

Dalsi véta tohoto paragrafu se bude zabyvat dolni mezi poétu kombinaci v kombi-
nétech [n, 3, 1]. Srovnava se v ni po&et kombinaci v [n, 3, 1] s minimélnim po&tem
kombinaci v [n — 1,3,1]av [n —3,3,1].

Véta 10. Necht n = 6. Pocet kombinaci v kombindtu [n, 3, 1] je vétsi nez mini-
malni poet kombinaci v [n — 3,3, 1] a aspori roven minimdlnimu poétu kombinaci
v[n—-1,31].

Dikaz. M&me kombinat [n, 3, 1]. Vynechme z n&ho ty kombinace, jeZ obsahuji
prvky n,n — 1, n — 2. Dostaneme skupinu S kombinaci z n — 3 prvka. Tuto sku-
pinu S dopliime v pfipad& nutnosti na kombinat [n — 3, 3, 1], a to kombinacemi
Lkgr, i =1,...,s. V pivodnim kombinatu [n, 3, 1] musi kombinace s prvky n,
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n — 1, n — 2 obsahovat aspofi jedno spojeni dvou prvkl z kazdé kombinace I;k;r;.
Kdyby totiZ takové spojeni neobsahovaly, mohli bychom pfislusnou kombinaci
1,k;r; P¥ipojit ke kombinatu [n, 3, 1], coZ neni moZné. Piivodn& vynechanych kombi-
naci s prvky n,n — 1, n — 2 musi tedy byt aspoii s a tedy celkovy po&et kombinaci
v [n, 3, 1] aspoti roven po&tu kombinaci v [n — 3, 3, 1]. V kombinétu [n, 3, 1] musi
v8ak byt je§té kombinace, obsahujici asponi dva prvky z n, n — 1, n — 2. Kdyby tomu
tak nebylo, mohli bychom kombinaci n, n — 1, n — 2 p¥ipojit ke kombinétu [n, 3, 1],
coZ neni mozné. Je tedy poSet kombinaci v [n, 3, 1] aspoii o jednu vét$i nez v [n — 3,
3, 1], ktery vznikl z [n, 3, 1] a v n8mZ je po&et kombinaci v&3i nebo roven minimal-
nimu poétu kombinaci v [n — 3, 3, 1].

Pfedpokladejme nyni, Ze poet kombinaci v [n, 3,1] je niZ$i neZ minimum
v [n = 1,3,1]. Vynechdme-li z [n, 3, 1] kombinace s prvkem n, potom nemiZeme
dostat kombinat, nybrZ skupinu S netplnou, k niZ musime pfipojit r kombinaci
zprvki 1,2,..., n — 1, ato vice neZ jsme vynechali kombinaci s prvkem n, abychom
dostali kombinat [n — 1, 3, 1]. Pfidavané kombinace nechtjsou l;k;ry,i = 1,2, ..., 7
V kombinatu [n, 3, 1] v§ak musi byt obsaZeny kombinace s prvkem n a se dvéma
prvky z kaZdé kombinace [;k;r;, jinak by bylo moZno pfipojit ke kombinatu [n, 3, 1]
kombinace ;k;r; pro nékteré i. PonévadZ pfidavanych kombinaci ke skupiné S je nej-
vyse tolik, kolik bylo z kombinatu [n, 3, 1] vynechanych, mame spor. Uinény pfed-
poklad neni spravny, po&et kombinaci v [n, 3, 1] je tedy aspoii roven minimalnimu
podtu kombinaci v [n — 1, 3, 1].

Ptiklad. Hledejme dolni mez d po&tu kombinaci v kombinatech [n, 3, 1]. Pokud
jde o kombinaty [6, 3, 1], [7, 3,1], [8, 3, 1] a [9, 3, 1], 1ze rozborem, jehoZ vysledky
uvedeme v dal§im, stanovit minimalni poéty kombinaci. Tyto jsou postupné: 2, 5, 7, 8.
Podle véty 10 vzristd dolni mez o jednu teprve tehdy, vzroste-li n o tfi. Tedy pro
n=10jed =8, teprvepron = 12 =3.(3 + 1) jed = 9 = 8 + 1. Obecn& mame
pro n = 3(3 + k) + j, kde k probiha pfirozena &isla a j = 1,2, d = 8 + k Tato
dolni mez roste zfejm& pfili§ pomalu, takZe pro v&tsi n je znacné nizka.

V posledni vété paragrafu uZijeme toho, Ze systém 2 — 3 — n je hustym kombi-
natem [n, 3, 1]. Tyto systémy existuji, jak dokazal M. REISS v [5], tehdy a jen tehdy,
je-li n =1 nebo 3 (mod 6).

Véta 11. Husté kombindty treti trzdy 1. stupné existuji tehdy a jen tehdy, je-li
n=0,1,2,3(mod6).

Diikaz. Je-lin = 0, 1,2, 3, potom vyraz 3[3(n — 1)] . n je celé &islo, coZ je nutni
podminka existence hustych kombinatd [n, 3, 1]. Je-li n = 4 (mod 6), mame n =
= 6h + 4. Déle 3[3(6h + 3)] (6h + 4) = 3(3h + 1) (6h + 4), coZ neni celé &islo,
ponévadZ 74dny z obou &initeld v zavorkéach neni délitelny tfemi. Je-li n = 5 (mod 6),
méme n = 6h + 5, 3[3(6h + 4)](6h + 5) = 3(3h + 2)(6h + 5), coZ neni celé
&islo, ponévadZ ani 3k + 2, ani 6h + 5 neni délitelno tfemi.

Postagitelnost uvedené podminky pro n = 1 a 3 (mod 6) byla dokazana M. Reissem
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(systém 2 — 3 — n). Je-li n = 0 nebo 2 (mod 6), sestrojme husty kombinat pro N =
= n + 1, ktery existuje, nebot N = 1 nebo 3 (mod 6). Podet kombinaci v n&m jest
$.3n(n + 1) = in(n + 1). Vynechme z n&ho in kombinaci, které obsahuji pfida-
vany prvek n + 1. Dostaneme kombinat, v n€émZ pocet kombinaci je roven

In(n+1)—3n=1n.4n-2),

to je podet kombinaci v hustém kombinatu [, 3, 1].

4. KOMBINATY [n,3,11 PRO n=17,8,9

Pokud pocet prvki je roven 7, 8, 9 Ize rozborem vySettit vechny kombinaty, které
nejsou mezi sebou ekvivalentni. Tim zjistime i kombinaty o minimélnim a maximalnim
pocdtu kombinaci. Pon&vadz vlastni rozbor je zdlouhavy, uvadim pouze vysledky.

1. Kombinéty [7, 3, 1]. Existuji dva kombinaty, jeZ mezi sebou nejsou ekviva-
lentni, vSechny ostatni jsou ekvivalentni s nékterym z nich. Prvy kombinat obsahuje
5 kombinaci, z nichZ ur&ité dvé nemaji spoletny prvek (tzv. odd&lené kombinace):
[7,3,1]s=(123,456,147,257,367).

Druhy kombinat neobsahuje dvé navzdjem oddélené kombinace a ma 7 kombinaci:
[7,3,1],=(123, 145,167, 246,257, 347, 356).

2. Kombinéty [8, 3, 1]. V t&hto kombinatech existuji vZdy dvé od sebe odd&lené
kombinace. Mame celkem 3 neekvivalentni kombinaty. Dva maji po 7 kombinacich:

(1)= (123,456,178, 247,258, 348, 357);
(2)=(123 456,178, 247,258,357, 368).

Tyto kombinaty se nedaji v sebe prevést Zadnou permutaci prvkil, nebot jejich struk-
tura je odliSna. V prvém méame 6 prvki s éetnosti 3, kdeZto v druhém pouze 4 prvky
s &etnosti 3. Cetnost je vlastnost invariantni v&i jakékoli permutaci prvki. T¥eti
kombinat obsahuje 8 kombinaci:

(3) = (123, 456,147,358, 257,248, 1638, 367).
Je to husty kombinat.
3. Kombinéty [9, 3, 1]. Lze je rozd&lit do dvou skupin; v jedné mame kombinaty,
jeZ obsahuji asponi jednu trojici navzajem oddélenych kombinaci, v druhé skupiné

obsahuji kombinaty pouze dvojice navzijem oddélenych kombinaci. V prvé skupiné
dospivame ke Ctyfem kombinatiim, jeZ nejsou mezi sebou ekvivalentni:

M) =1[931]s =(123,456,789,147,258 359,269, 368);

(2)=1[9.3,1}40=(123,456,789,147,158, 269, 248, 357, 349,
368);

B)y=1[9.3,1]10=(123,456,789,147, 158,269, 248, 257, 359,
367); .

4 =19,3.1],,=(123 456,789,147, 158,169, 248, 259, 267,
349,357, 368).
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Ve druhé skuping mame 3 kombinaty o 8 kombinacich, které nejsou ekvivalentni s (1)
a dale dva kombinaty o deviti kombinacich:

(5)=1[9,31]s=(123, 456,178, 149,257, 268,358, 367);
(6)=1[9,3,1]s= (123,456,178, 149,279,357, 368, 258);
(7)=1[931]s=(123,456,178, 149, 279, 389, 248, 347);
(8)=1[9,3,1]o=(123 456,178, 149,259,268, 358,367, 247);
() =1[9,3,1]o=(123,456, 178,149,259, 367,268,348, 247).

5. EXISTENCE HUSTYCH KOMBINATU [z, 4, 2]

Budeme postupovat obdobng jako v pfipadé hustych kombinétd [n, 3, 1]. H. Ha-
NANI dokazal v [3], Ze systémy 3 — 4 — n existuji tehdy a jen tehdy, je-li n = 2 nebo
4 (mod 6). Tyto systémy jsou vlastn& hustymi kombinaty [n, 4, 2]. Vznik4 otazka, zda
existuji husté kombinaty [n, 4, 2] i pro ostatni n, tj. n = 0, 1, 3, 5 (mod 6). Pfedev§im
musi byt splnény nutné podminky podle véty 6, tj. aby vyrazy (1) = [3(n — 2)] .

, (;) / C) 2 (2)=[Yn —2)] (" | 1) / (i) byla cel4 &isla. Necht n = 0 (mod 6), 1.

n = 6h. Potom [i(n —2)] = 3h — 1. Vyraz (2) je v tomto ptipadd 3(3h — 1).
.(6h — 1). Citatel viak neni délitelny tfemi, proto husty kombint nemiZe existovat.
Necht n = 5 (mod 6), tj. n = 6h + 5. Potom [3(n — 2)] = [%(6h + 3)] =3k + L.
Vyraz (2) je roven 3(3h + 1) (6k + 4). To viak neni celé &islo, proto ani v tomto p¥i-

pad& husty kombinat neexxstuje Zbyvaji pfipady n = 1 nebo 3 (mod 6). O nich doka-
Zeme tuto vétu:

V&ta 12. Husty kombindt [n, 4, 2] existuje tehdy a jen tehdy, je-li n = 1,2, 3, 4
(mod 6).

Dikaz. Je-li n = 2 nebo 4 (mod 6), potom husté kombinaty [n, 4, 2] existuji, jak
uvedeno vyse. Necht n = 1 (mod 6) nebo n = 3 (mod 6). ZvySme polet prvki o jeden
a oznatme N = n + 1. Potom je N = 2 nebo 4 (mod 6) a pro toto N existuje husty
kombindt [N, 4, 2]. Vynechdme-li z ného kombinace obsahujici ptidany prvek n + 1,
dostaneme podle véty 3 kombinat [n, 4,2]. Ptame se, zda je husty. Kombinaci

s prvkem n + 1je 3n[3(n — 1)], viech kombinaci v [N, 4, 2] je i[5(n — 1)](" * 1)

Vypodteme rozdil

é[n;l](n—;l)_%zn[n;1]=1_12|:n—2—1]n(n_3)=

Je-li n = 1(mod 6), potom n = 6h + 1 a dostavame

V = 13 3h(6h + 1) (6h — 2) = 3h(6h + 1) 3k — 1).
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Tento pocet je viak roven &islu H’, které udava pocéet kombinaci v hustém kombinatu.
[n, 4, 2]:

H,zl[n—z](n>=1[6h—1](6h+1)6h=$h(3h_1)(6h+1)=V_

6L 2 |\2) 6L 2 2
Jelli n=3(mod6), potom n=6h+3, N=6h+4 Vyraz V=353h+1).
.(6h + 3) 6h = 1h(3h + 1) (6h + 3); H' = {[3(n — 2)] (’21) =1n(6h +3)(3h +1)=

= V. Dostavame tedy opé&t husty kombinat.

Existuje-li pro n&které n husty kombinat [n, 4,2], potom nutné n =1,2,3,4
(mod 6). NemiZe totiZ n = 0, 5 (mod 6), ponévadZ vyraz (2) neni celé &islo, jak bylo
ukazano vySe. Tim je diikaz dokonden.
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PesromMme

BKJIAZL B TEOPUIO KOMBUHAILIUM

HUPXWM HOBAK (Jifi Novik), JIn6epen

B cTaThe U3y4YaroTCs HEKOTOPHIE CHUCTEMBI KOMOWHaIuii oO6beMa k W3 JaHHBIX 1
3]IEMEHTOB, T. Ha3. Kombuname! [n, k,r]. Ilon xomGuraToM [n, k, r] moHMMAIOT
IpyIIIy BcexX TeX KOMOWHaIuii o6BeMa k U3 JaHHBIX n 3JEMEHTOB, JOOBIE ABE U3
KOTOPHBIX COIOEPXKAT camoe Oolbine r o0IMX 3JeMeHTOB. Boblioe BHUMaHHKE Yyie-
JIS€TCA T. Ha3. kombunamam niomusim. TLIOTHBIL KOMOMHAT XapaKTEpU30BaH TEM,
YTO Kaxcgasi KoMOuHanus 06beMa r BCTPEIaeTCs B HAUOOIBIIIEM BO3MOXHOM YKCIIE M
xoMOuHanuit o6vema k. m = [(n — r)/(k — r)]. IlnoTHEIE KOMOUBATE HAXOAATC 5
B Y3KOH CBS3H C p—k—n cucmemamu, X 9HCIYy KOTOPHIX NUPHAIJIEKAT, Hamp.,
mreiHepoBckue Tpoiiku. Ilox cucteMo#t p—k—n monpa3ymMeBaloT TaKyro CHCTE-
My KoMOuHanuil 06beMa k B3 n 3JIEeMEBTOB, I'le Kaxaas KoMOuHanusa oobvema p co-
JepKHTCA TOYHO B OHHOU XoHOuHamum obwvema k. CucremMa p—k—n sBsercs
WIOTHBIM KoMmbmHaToM [n, k, p — 1]. Bumaromaps tpymam M. Peucca [5] u
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I'.Taganu [3] MOXHO 6BLIO HOKa3aTh, 4TO INIOTHEIE KOMOUHATHL [, 3, 1] cymect-
‘BYIOT TOTJa M TOJBKO Torma, eciim n =0, 1,2, 3 (mod 6) ¥ IUTOTHBIE KOMOWHATHL
[n, 4, 2] rorna u Tomsko Torma, ecnu n = 1, 2, 3, 4 (mod 6).

B craThe manee mpuBedeHbI: HeOOXOIUMOE YCIOBHE IJIs CYIIECTBOBAHHMS ILIOTHBIX
KOMGHHATOB [n, k, 1], IpEMepHL pa3HBIX KOMOHHATOB M TEOPEMa O BO3HUKHOBEHHH
xoMbGunara [n — 1, k, r] u3 morHOro KoMGuHarta [n, k, r].

Yo xacaercsa KOMHOHATOB [ 1, 3, 1], H3y4aeTcst TOXeE BOIPOC MHEHEMAIIBHOTO THCIIA
XoMOnHanuit B KOMOUHATE, ¥ MPUBOJATCS BCE BO3MOJXHEIE THIE KOMOWHATOB IJIS
n=7172879.

Zusammenfassung

BEITRAG ZUR THEORIE DER KOMBINATIONEN

Jmkf NovAk, Liberec

Die vorliegende Arbeit behandelt bestimmte Systeme der Kombinationen k-ter
Klasse von n gegebenen Elementen, die sog. Kombinate[n, k, r]. Unter dem Kombinat
[n, k, r] versteht man das System aller Kombinationen k-ter Klasse derart, dass
beliebige zwei Kombinationen hochstens r-Elemente gemeinsam haben. Die grosste
Avufmerksamkeit wird den sog. dichten Kombinaten gewidmet. Jede Kombination
r-ter Klasse ist in m = [(n — r)/(k — r)] Kombinationen k-ter Klasse eines dichten
Kombinats enthalten. Das ist die grosste mogliche Anzahl. Die dichten Kombinate
stehen in einem engen Zusammenhang mit p — k — n Systemen, zu denen zum Bei-
spiel die Steinerschen Dreier Systeme geh6ren. Unter dem p — k — n System versteht
man ein solches System von Kombinationen k-ter Klasse von n Elementen, dass jede
Kombination p-ter Klasse genau in einer Kombination k-ter Klasse enthalten ist. Das
P — k — n System ist ein dichtes Kombinat [n, k, p — 1]. Dank den Arbeiten von
M. Resss [5] und H. HaNANI [3] konnte es bewiesen werden, dass die dichten Kombi-
nate [n, 3, 1] dann und nur dann existieren, wenn n = 0, 1, 2, 3 (mod 6) ist und die
dichten Kombinate [, 4, 2] dann und nur dann, wenn 7 = 1, 2, 3, 4 (mod 6) ist.

In der Arbeit wird weiter die notwendige Existenzbedingung der dichten Kombi-
nate [n, k, r] angegeben. Es werden Beispiele verschiedener Kombinate und der Satz
iiber die Entstehung des Kombinats [n — 1,k,r] aus dem dichten Kombinat
[n, k, r] angefiihrt.

Bei den Kombinaten [#, 3, 1] wird auch die Frage der Minimalanzahl der Kombi-
nationen studiert. Abschliessend fiihrt der Autor die Ergebnisse der Diskussion an,
der die Kombinate [n, 3, 1] fiirn = 7, 8, 9 unterworfen wurden.
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