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éasopis pro pé&stovdni matematiky, roé. 88 (1963), Praha

PAARE HAJOSSCHE GRAPHEN

ANTON KoOTZIG, Bratislava

(Eingelangt am 29. Juli 1960, nach Verkiirzung am 12. November 1962)

In der Arbeit wird die Konstruktion sowie die Eigenschaften der soge-
nannten Hajés’schen Graphen untersucht. Es sei 1 = {11, L,..., I,,} (won
eine beliebige natiirliche Zahl ist) eine Menge von Intervallen in der Menge
aller reellen Zahlen. Ein Graph H(J) wird Hajés’scher Graph (kurz H-Graph)
genannt, wenn Iy, I, ..., I, Knotenpunkte des Graphen H (7) sind und wenn
die Knotenpunkte I, = I, von H(I) durch eine (und zwar eine einzige)
Kante dann und nur dann in H(I) verbunden sind, wenn I s O Iy =+ 0 ist.
Insbesondere wird die Klasse der paaren H-Graphen behandelt.

1

G. HaJ6s, der sich als erster mit der Konstruktion und den Eigenschaften der durch
Intervallenmengen definierten Graphen beschiéftigte, hatte auf dem Kolloquium iiber
graphentheoretische Fragen in Halle (Mirz 1960) folgende Frage gestellt:

Welche Eigenschaften muss ein endlicher Graph G haben, wenn er ein H-Graph
sein soll. Unmittelbar aus der Definition des H-Graphen ist klar, dass ein H-Graph
keinen Zweieck enthdlt. Wir wiederhollen auch einige Hilfsdtze, die schon friiher
G. Hajos abgeleitet hatte und an welche er auf dem Kolloquium erinnerte (siehe z. B.
die Arbeit [2]):

Lemma 1. Ein Graph G ist dann und nur dann ein H-Graph, wenn jede seiner
Komponenten') ein H-Graph ist.

Lemma 2. Es sei K ein beliebiger, mehr als drei Knotenpunkte besitzende Kreis
des H-Graphen G; dann existieren in K solche zwei Knotenpunkte, die im Graph G
durch eine nicht zu K gehorende Kante verbunden sind.

Lemma 3. Es sei G ein beliebiger H-Graph mit n Knotenpunkten, und sei G’ ein
Graph, den wir durch Entfernung beliebiger m Knotenpunkte®) aus G erhalten
(m < n); dann ist G’ ein H-Graph.

1) Bei D. KoONIG (siehe [1]) wird der zusammenhingende Bestandteil des Graphen die Kom-
ponente genannt.

2) Wenn aus dem Graph ein beliebiger Knotenpunkt entfernt wird, so miissen natiirlich auch
alle diejenigen Kanten, die mit diesem Knotenpunkte inzident sind, aus dem Graph ebenfalls ent-
fernt werden.
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Die Beweise sind sehr einfach, so dass es nicht notwendig ist, diese anzufiihren.

Die oben erwihnten Bedingungen, unter welchen ein Graph ein H-Graph ist, ver-
mehren wir nun um eine weitere. Wir beweisen folgenden Satz:3)

Satz 1. Es sei G, ein Teilgraph des zusammenhdgenden H-Graphen G, welcher
durch Entfernung einer Artikulation a aus G entsteht. Dann existieren hdchstens
zwei solche Komponenten des Graphen Gy, welche die folgende Eigenschaft besitzen:
ein gewisser Knotenpunkt der Komponente ist durch keine Kante mit dem Knoten-
punkte a verbuden. '

Beweis. Setzen wir voraus, dass im Graph G, solche drei verschiedene Komponen-
ten G,, G,, G5 existieren, dass ein gewisser Knotenpunkt u; (i = 1, 2, 3) des Graphen
G, durch keine Kante mit a verbunden ist. Es sei G ein Teilgraph des Graphen G, der
aus folgenden Elementen besteht: (1) Knotenpunkt a und simtliche Knotenpunkte aus
G,, G,, G3; (2) alle Kanten und nur Kanten von G, welche zwei dieser Knotenpunkte
verbinden. Laut Lemma 3 ist G ein H-Graph. Es gibt also eine gewisse Menge von
Intervallen I = {I, I,, ..., 1,} derart, dass H(I) = G gilt. Bezeichnen wir mit M, die
Menge aller Zahlen, welche mindestens zu einem Intervall von allen denjenigen Inter-
vallen, welche den Knotenpunkten aus G; (i =1, 2, 3) entsprechen, gehoren. Es sei
M, das Intervall von I, welches dem Knotenpunkte a entspricht. Da G, ein zusam-
menhingender Graph ist, muss M; ein Intervall sein. Die Graphen G,, G,, G; sind
drei verschiedene Komponenten des Graphen G,. Daraus folgt, dass keine zwei Inter-
valle von {M,, M,, M,} einen gemeinsamen Punkt besitzen. Dann existiert aber eine
solche Permutation (py, p,, ps) der Zahlen 1, 2, 3, dass folgendes gilt: eine beliebige
Zahl aus M, ist kleiner als eine beliebige Zahl aus M,,,, und diese ist kleiner als eine
beliebige Zahl aus M,,. Wir setzten voraus, dass G ein zusammenhéingender Graph
ist. Danach ist der Knotenpunkt @ im Graph G (bzw. im Graph G) durch eine Kante
mindestens mit einem Knotenpunkt des Graphen G,, G,, G; verbunden. Daraus
ergibt sich, dass die Intervalle M,,, M, und auch die Intervalle M., M, ein gemein-
sammes Element besitzen. Dann gehort aber jedes Element aus M, auch zu M,,. Das
heisst, dass jeder Knotenpunkt aus G,, im Graph G (und auch im Graph G) mit dem
Knotenpunkt a durch eine Kante verbunden ist. Das widerspricht jedoch unserer
Voraussetzung. Dieser Widerspruch beweist unseren Satz.

Der abgeleitete Satz 1 ermoglicht die Konstruktion und die Eigenschaften jedes
paaren*) H-Graphen zu beschreiben.

3) Inzwischen wurde eine Arbeit (siehe [3]) mit einer dhnlichen Problematik verdffentlicht.
Dort abgeleitete Ergebnisse sind im engen Zusammenhang mit unserem Satz 1.

4) Ein Graph G ist ein paarer Graph, wenn er keinen Kreis mit ungerader Knotenpunktanzahl
enthdlt.
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Lemma 4. Ein paarer H-Graph enthdlt keinen Kreis.

Beweis. Laut der Definition des H-Graphen ist es klar, dass ein H-Graph kein
Zweieck enthilt. Aus Lemma 2 (mit Hilfe der vollstdndigen Induktion) folgt, dass ein
paarer H-Graph kein n-Eck (wo n > 2) enthalt.

Daraus folgt, dass jede Komponente eines paaren H-Graphen entweder ein isolier-
ter Knotenpunkt, oder ein Baum ist.

Ein beliebiger n-Stern®) ist ein H-Graph. Wenn I, = <0, 2n + 1), I, = {2k — 1,
2ky (k=1,2,...,n)und I = {I,, I, ...,1,}, dann ist H(I) ein n-Stern. Jeder Baum
mit drei Knotenpunkten ist ein 2-Stern.

Es sei G ein beliebiger Baum, der mindestens drei Knotenpunkte besitzt. Der Graph
G*, den wir aus G durch Entfernung simtlicher Knotenpunkte ersten Grades be-
kommen, wird der Grund des Baumes G genannt.

Lemma 5. Es sei G ein Baum mit mindestens drei Knotenpunkten. Der Grund G*
des Baumes G ist entweder ein isolierter Knotenpunkt (falls G ein Stern ist), oder ein
Baum (falls G kein Stern ist).

Der Beweis ist ersichtlich.

Satz 2. Ein beliebiger paarer Graph G ist dann und nur dann ein H-Graph, wenn
fiir jede seiner Komponenten G, folgendes gilt: Die Komponente G, ist entweder (1)
ein isolierter Knotenpunkt, oder (2) ein Stern, oder (3) G, ist ein Baum dessen Grund
ein Weg ist.

Beweis. Laut den obenerwdhnten Tatsachen ist es klar, dass im Falle (1) und (2}
G, ein H-Graph ist. Wir miissen also nur folgendes beweisen:

I. Wenn der Grund B* des Baumes B ein Weg ist, dann ist B ein H-Graph.

II. Der Grund eines H-Baumes besitzt keinen Knotenpunkt héheren als zweiten
Grades.®) ,

1. Es sei B ein Baum, dessen Grund B* ein Weg ist;
*
B* = Uy, hl,Zs Ugy - eos Up—ys hn-l,m u,

(u; sind Knotenpunkte, h, ;,, sind Kanten, wobei die Kante k;,,, die Knoten-
punkte u; % u;, verbindet). Es seinen v 5, v; 5, ..., 0; ,, simmtliche Knotenpunkte
ersten Grades von B, welche durch eine Kante mit dem Knotenpunkt u; (i = 1, 2, ...,
n) im Graph B verbunden sind (es ist nicht ausgeschlossen, dass fiir gewisses
ie{2,3,...,n — 1} m; gleich Null ist).

5) Unter dem n-Stern (n > 0) verstehen wir einen Graph, welcher mit folgendem Graph G°
isomorph ist — G besitzt die Knotenpunkte ug, u,, ..., u,; jeder Knotenpunkt u; (i = 1, 2, ..., n)
ist durch eine einzige Kante mit #, verbunden und ausserdem besitzt G° keine weitere Kante. Der
Knotenpunkt u, heisst das Zentrum des n-Sternes. _

6) Ein Baum, der keinen Knotenpunkt hoheren als zweiten Grades besitzt, ist natiirlich ein
Weg.

238



Bilden wir zuerst die Menge I, von Intervallen folgendermassen:
Io={I;, 1 ... L}; Ti=Qk—2,2k+1).

Es ist klar, dass H(I,) = B* gilt. Fiir jede Zahl i e {1, 2, ..., n}, fiir welche m; > 0
ist, bilden wir die Intervallmenge I; = {I; ;,1; ,, ..., I; .} wie folgt:

2j —1 2j
II,J=<2k—1+-_]__—’2k_1+_i-— (j=1,2,...,mi).
2m; + 1 2m; + 1

Es ist ersichtlich, dass keine zwei Intervalle von I; ein gemeinsames Element be-
sitzen und dass ein beliebiges Intervall von I, eine Teilmenge der Menge I, darstellt.
Weiter gilt, dass die Menge I; ; n I, fiir beliebige je{1,2,..., m;} leer ist, wenn
i + k. Konstruieren wir die Menge I folgendermassen:

I=yI,.

, 0
Aus der Konstruktion der Menge I folgt die Gleichung: H(I) = B. Also B ist ein
H-Graph. ‘

TC =

II. Es sei nun B, ein beliebiger H-Baum mit mehr als drei Knotenpunkten, welcher
kein Stern ist. Es sei By sein Grund und es sei u, ein beliebiger Knotenpunkt von By
derart, welcher in B} von hoherem als zweitem Grade ist. Es seien vy, v,, v5 solche
drei verschiedene Knotenpunkte von Bj, welche mit dem Knotenpunkt u, durch eine
Kante verbunden sind. Es sei w; (i = 1, 2, 3) ein beliebiger solcher Knotenpunkt von
By (W; * u,), welcher im Graph B, durch eine Kante mit v; verbunden ist. Ein solcher
Knotenpunkt jedenfalls existiert (sonst ist v; im B, ein Knotenpunkt ersten Grades
und gehdrt nicht zu By — Widerspruch). Der Knotenpunkt w; ist durch keine Kante
mit u, verbunden (weil B, kein Dreieck enthilt; u,, v, und v;, w; sind schon durch eine
Kante verbunden). Wenn wir aus dem Graph B, die Artikulation u, entfernen, ent-
steht ein Graph B,, welcher mindestens drei Komponenten besitzt. Die Knoten-
punkte v,, v,, v gehdren zu verschiedenen Komponenten des Graphen B, und die
Knotenpunkte v;, w; gehtren zu derselben Komponente von Bj.

Es existieren also in B; mindestens drei Komponenten derart, dass jede von ihnen
solchen Knotenpunkt enthdlt, welcher im Graph B, durch keine Kante mit der
Artikulation u, verbunden ist. Laut Satz 1 ist B, kein H-Graph, was einen Wider-
spruch darstellt. Darum kann der Grund des H-Baumes keinen Knotenpunkt héheren
als zweiten Grades besitzen, und laut Lemma 5 ist der Grund des H-Baumes ein Weg.
Dies beweist den erwahnten Satz.

Satz 2 gibt also die gesuchte Antwort auf die Frage von Hajos fiir den Fall des paa-
ren Graphen.
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Vytah
PARNE HAJOSOVSKE GRAFY

ANTON KOTZIG, Bratislava

NechI = {I,,I,, ..., I,} (kde n je IubovoIné prirodzené &slo) je mnoZina intervalov
v mnoZine vietkych realnych &sel. Graf H(I) sa nazyva hajésovsky (skratene H-graf),
ak Iy, I, ..., I, st vrcholy grafu H(I) a ak vrcholy I, I, z I si v tomto grafe spojené
hranou (a to jedinou hranou) prave vtedy, ked I, n I, % 0.

G. Haiés polozil otazku, aké podmienky musi spliiovat koneény graf, aby bol
H-grafom.

V préaci dokazuje sa tato veta:

Veta 1. Nech G, je podgraf suvislého H-grafu G, ktory vznikne odstrdnenim istej
artikuldcie a z grafu G. Potom existuju najviac dve také komponenty grafu G,,
ktoré maji tuto vlastnost: isty vrchol komponenty nie je spojeny hranou s vrcholom a.
Z vety 1 sa vyvodzuju dosledky pre parné H-grafy.

Dokazuje sa, Ze parny H-graf neobsahuje Ziadnu kruZnicu. Z toho vyplyva, Ze
Tubovolnd komponenta parneho H-grafu je bud izolovany vrchol alebo strom.
LubovoInd m-hviezda je H-graf.

Nech G je TubovolIny strom, ktory obsahuje najmenej tri vrcholy. Graf G*, ktory
vznikne z G odstranenim vSetkych vrcholov prvého stupiia nazveme zédkladom stromu
G. Je zrejmé, Ze zéklad stromu je bud izolovany vrchol (ak G je hviezda) alebo strom

’.(ak G nie je hviezda). Dokazuje sa tato veta:

Veta 2. Lubovolny strom G je prdve vtedy H-grafom, ked o kaZdej jeho kompo-
nente G; plati: komponenta G; je bud (1) izolovany vrchol, alebo (2) G; je hviezda,
alebo (3) G, je taky strom, %e jeho zdkladom je cesta.

PretoZe podla predoslého parny H-graf neobsahuje Ziadnu kruZnicu, dava veta 2
odpoved na Hajésovu otazku pre pripad parneho grafu.
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Pe3rome
YETHBIE XAVIOIIEBCKUE I'PA®BI

AHTOH KOLIAT" (Anton Kotzig), Bparucnasa

Iycrs I = {I, I, ..., I,} (roe n — UpOM3BOJIPHOE HATYPAILHOE YACIO) — MHO-
EeCTBO MHTEPBAJIOB B MHOXECTBE BCeX HeHCTBUTENBHBIX yuced. I'pad H(I) masn-
BaeTcsl xalfowmeBckmM (coxpawieHHO H-rpadom), ecmm Iy, 1,, ..., I, — BepHIAHED
rpatda H(I) u eco Bepumnst I, + I, u3 I B 3TOM rpade coenuHeHs peGpoM (H TOb-
KO eIHHCTBEHHBIM peOpOM) TOrma M TOJbKO Torma, xorma I, n I, + 0.

I'. Xaifou 3amay BOOPOC, KAKHM YCIOBHSIM JOJDKEH YOOBJIETBOPATH KOHEYHBIA
rpad, yTo6s1 oH 6511 H-rpadom.

B paboTe noka3bIBaeTCs CleLyrOIIas TEOpEMa:

Teopema 1. ITycms G, — noozpaghp ceasnoeo H-zpaga G, xomopuiii noayuaemcAa
yoazenuem u3 zpaga G Hexomopoii mouku couserenus a. Tozda cywecmeyem He
bosee 08yx, obaadarowux caeoyowumu ceolicmeamu, Komnonenm 2zpaga G,: Hexo-
mopas u3 eepulur KOMNOHeHmbl He coedureHa pebpom 6 G ¢ sepwunoii a.

W3 Teopems! 1 BHIBOOSATCS ClIeACTBUA IS 9eTHHIX H-rpados.

HoxaswiBaercs, yTo 4eTHBI# H-Tpad HE COHEPXHT HMKAKOK OXpyxkHOCcTH. U3
3TOrO BBITEKAET, 4TO Jr0bas KoMHnoHeHeTa yeTHOro H-rpada asisercs mmbo u30I1M-
PpOBaHHOI BepluMHOH, Jmb0 mepesom. Jlrobas m — 3Be3ga Gymer. H-rpadom.

ITycts G — npou3BOJIBHOE NEPEBO, CONEPIXKAILEe XOTS OBl TpH BepnHeL I'pad G*,
KOTOPBI MOJyJaeTcs yaajdeHHeM M3 G BCEX BEpIUMH NEPBOU CTENEHU, Mbl HA30BEM
ocHoBOH# mepeBa G. OueBMIHO, OCHOBOH nepeBa Oymer JmO0 M30jmpoBaHHAs BEp-
muHa (ecim G — 3Be31a), Jmbo nepeBo (ecinu G He sBiseTCS 3Be3I0#). ABTOp HO-
Ka3BIBAET CIEAYIOIIYIO TEOpeMy:

Teopema 2. IIpousgoavHoe Oepeso G 6Gydem H-z2pagpom mozda u moavko mozoa,
Kozda 04Aa KaxcOoii e20 xomnoneHemwl G; umeem Mecmo: KOMNOHEHMA A64AEMCA
aubo (1) usoauposannoii eepwiunoii, aubo (2) 36e300ii, aubo (3) maxum Odepesom,
0CHOBO1I KOMOPO20 ABAAEMCA NYMb.

Tax kak, COIVIACHO CKa3aHHOMY, YeTHBIH H-rpad HE CONEPXHT HUKAKOH OKpyX-
HOCTH, TO BTOpas TeOpeMa [JaeT OTBET Ha BONPOC, 3aJaHHBIA XaitomoM, I ciry4yas
YeTHOIo rpada.
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