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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 88 (1963), Praha

O ZOBECNENE GRAFFEHO METODE A JEJI MODIFIKACI

MirosLAV FIEDLER, Praha
(Doslo dne 15. prosince 1961)

V tomto €lanku chceme upozornit na moZnost numerického refeni algeb-
raické rovnice pomoci Griffeho metody, zobecnéné v tom smyslu, Ze se po-
¢itaji postupné rovnice, jejichZ kofeny jsou m®-té mocniny kotent dané rov-
nice (m = 2). Kromé vzorcl pro vlastni Griffeho posloupnost jsou poddny

i vzorce pro druhou posloupnost, pomoci které se snadno najdou i komplexni
kofeny.

1. V tomto odstavci uvedeme nékteré definice a algebraické véty, které budeme

v dal§im potfebovat. Pfitom viechna &isla, ktera se zde vyskytuji, jsou (obecn¥)
komplexni.

(1,1) Je-li f(x) polynom a m pFirozené &islo, pak existuji a jsou jednoznaéné
uréeny polynomy fo(x), f1(%), ..., fm—1(X) tak, Ze

F() = Folx™) + X Fi(¥™) + -+ X7 fruog(x7)
Diikaz je zfejmy.

(1,2) Necht f(x), g(x) jsou polynomy, m pFirozené ¢islo a & primitivni®) Vl.
Potom polynom

(1) o(x) = ‘rl;;[g(X)f(ex) (&%) ... f(e" x) +
+ 1 ) F(&3) - S@1x) o+ o+ () S(ex) - g )]

je polynom v x™.
Dikaz. Pi¥me podle (1,1)

o) =T 9/
PonévadZ ¢(ex) = ¢(x), plati -
o(ex) =,:=i:a"x" ofx™) =’:‘;:x" ox™).
mf. [5], str. 405.
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Odtud ¢(x) =0 proi = 1,...,m — 1, tj. ¢(x) = @o(x™). Lemma je dokazano.

(1,3) Definice. Nechf jsou splnény predpoklady (1,2). Potom polynom h(x) pro
ktery plati

) h(x") = o(x),

kde ¢(x) je polynom z (1), oznacime symbolem

) h(x) = 1) 6 9()-

Poznamka. Specidlné je f(x) O f(x) = I(x), kde
@ 1) = £ (o) - S5)

(1,4) Véta. Necht f(x) je polynom, m pFirozené Cislo. Md-li rovnice f(x) —O
kofen «, md rovnice f(x) o f(x) = 0 koren o™ Je-li obracene u kofenem f(x) o

o f(x) = 0, pak nékterd 7/ u je korenem f(x) = 0. Tento koren je Jednoduchy, jest-
lize u je jednoduchym korenem f(x) Of(x) = 0.

Ditkaz. Plyne ihned z (4).

(1,5) Nechf ag, @y, ...s G-y, boy b1y ooy by (m = 1) jsou neuréité (nad télesem
komplexnich czsel) a necht € je przmltwnz'yl. Potom pro

(5) F(ao, Aygsenes am—l) = | Qpe25 -1, Qg5 -++5 Am-3

.......................

plati
bO’ bl’ bz’ > bm-1
a a ay Ay
aF m—1> “0» ) 1> s Um-2
(6) Zob —a—a- =m|ay_3, Au-15 Qg5 ---5 Am—-3 |
J= J -----------------------
a, as, as, > Qo
m—1
() F(ag, @gs ooy @p-1) = [1(a0 + a1* + aze®™* + ... + ap,e™ %),
i k=0 .
! S oF ~ J (m=11j =3 ‘ i
®) Z 6~ Z (bo + by + ... + byt )H (a0 + as&* +
o "0y s =

S A STl
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Ditkaz. Derivovénin (5) dostaneme .

by by veuy bpoy

m—1 -
JF Apuets Aoy woes Aoz
bj"—‘ = +
j=o0 aaj ........ R
a, a,, » Qo

ao; a.l: ’ am—l ao: a19 3 am—l
bm—ls bO: ’ bm-—2 + + am—13 aO’ 3 am—z
ag, Azy .oy Qo bl’ bz, eeey bo

Viechny determinanty pravé strany si vSak jsou rovny, nebot kady prejde cyklickou
permutaci Fidkd a zéroveti sloupcl v prvni. Plati tedy (6). Vztah (7) je dokézan napf,
v [2], str. 97—99. Vztah (8) plyne ovSem derivovénim z (7).

(1,6) Véta. Je-li pro polynomy f(x), g(x) a pFirozené ¢islo m

() Fx) = fo(x™) + x fi(x™) + ... + X" froy(x™),
9(x) = go(x™) + x g4 (x™) + ... + x™* gy (x™),

potom plati

go(x)’ gl(x)s gZ(x), vees Gm—- l(x)

v - xfm'- l(x): fo(x), fl(x)’ e fm—Z(x)

(10) f(x) 0 9(x) = | X fu-2(%), X fn-1(x)> fo(%) +-es Fn—3(%)

xfi(®),  xfax),  xfs(x), ..o fol%)

Specidlné je

I o(x), f I(X), f. 2(x), vevs Jm- 1(x)
- xfm—-l(x), fo(x)s ' fl(x), sy fm—z(x)
(11) f) O f()) = | * fu-2(%)s X fus(x)s Solx),  --os Frna(x)

xf. 1(x)a xf 2(7‘): x f 3(x)’ eoes S o(x)
Dikaz. Dosadime-li do (5) a (6)
ap =f0(x"‘), a, = xfl(x"'), cees ey = m—lfm—l(xm) >
by = go(xm): b, = x91(xm), vovy by = mot gm-x(xm),
dosté.vé_me odtud vzhledem k (1), (2), (6) a (8) pro h(x) = f(x) O g(x)

go(x™), x g,(x™), X2 go(x™), ey X" gy (x™)
X7 fm (™), fo(x™), xfl(x"'), ceos xm—zfm-z(xm)
m h(x"‘) =m xm—me_z(xm)’ xm—lfm—l(xm)s fo(xm), T xm—3fm—3(xm)

x f,(x™), x? fo(x™), X f3(x™), ..., fo(x™)
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.- Nasobme v tomto determinantu druhy ¥adek -x, tfeti x2,...;m-ty ¥*~! a délme
(xje neuréité) druhy sloupec x, tfeti x?, o m-ty x™” 1 je tedy

go(x™), | 91( ): s e 1(")
X" fone o(x ) fo(x) r ’fm 2(xm)
h(x™) = | X" fraZo(6™), X" fine g (X7, fms(x"‘)

x" f 1(xm), X" f Z(X‘m):l f o(xm)
Odtud plyne (10), specialisaci pro g = f pak (11). Véta je dokazana._ Lot

o

(1,7) Nechff(x), g1(x) a g,(x) Jsou polynomy, m pFirozené ¢islo a & koFen rovnice

f(x) = 0. Potom pro h(x) = f(x) o gi (x) i = 1,2, plati -
(12) (&) 9x(8) = h2(fm) 91(5) =0.

Diikaz. Plyne bezprostfedn® z (1) a (2).

2. Véty z predchoziho odstavce umoZfiuji numericky fefit algebraickou rovnici
metodou zobeciiujici Griffeho metodu a jeji modifikaci tivedenou apt. v [1] nebo [ 3§:
Deﬁnujme si totiZ pro danou rovnici f(x) =0 Graﬁ'eho zobecnenou posloupnost

I3

polynomt f (x) a pndruzenou posloupnost g(x) k = 0 1, 2, i vztahy
(13) f(x) 1) g(x) = xS - x2f<x) |
T =856, @ () =16 aa(x)

‘/;_:)‘ T

kde f’(x) je derivace polynomu f (x) a n jeho stupefi.

Podle véty (1,4) maji rovnice f(x) = 0 jako kofeny m'-té ‘mocniny kofemt pt-
vodm rovnice. Je-li m = 2, potom s rostoucim k se abso]utm hodnoty korenﬁ rovmc

(x) =0 stale vice od sebe odli§uji, takZe pro dosti velké k 1ze znamym zpﬁsobem oz~
délit rovnici f (x) = 0 na n¥kolik rovnic mensich stupnﬁ Je_uchi koreny jsou pnbhiné
rovny kofeniim f (x) = 0. Ve v&t& (2,1), kterd odpovida vét& 3 z [3] ukaZeme, jak Ize

najit kofen pivodni rovnice, zndme-li Jednoduch\j koren rovmce f (x) = 0

(2,1) V&ta. Nechfu * 0 je jednoduchy koFen rovnice f (x) = 0, k = 0. Potom éexis-
tuje jednoduchy koren o rounlcef(x) = 0tak, e u = o™ . Tento koFen je ddn vzor-
cem

O R—
¥ uf(u)

Dukaz. Existence jednoduchého ko¥ene a plyne snadno:indukci z (1,4).- Oznadi-
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meliu;, = «™, i =0,1,..., k, potom u, je zfejm& jednoduchy nenulovy kofen rovnice
3

i
f(x) = 0.Je viak proi = 1, ..., k podle (13) a (4)

df(x ") - =x][ f (x) f (sx) fl(s”"lx) +

mxm-;l(xm) _
i-1 i-1 i- i-1 i—-1 i-1
+ef (x)f'(ex)... f (s"'“x) +.oo+ (%) f (ex) ... f(E" )],
tj., oznaéime-li na okamZik

wi(x) = xfi'(x) R

plati

-1
wix) = f (x) O w;_y(x) .
Ponévadz ‘ ‘
flu) =0, uf'(u)+0,
je podle (13) a (1 7) pro i=1,..k

i—-1

Gl o) _ o) _ o(w)
U 1f(“x 1) Wisa(tina) - wilul) u, f'(uy)

>

tj.
_ gfu) _ go(az) = az’f () s
u f'(u) af’(a) af'(#)

Tim je véta dokazéina.

Tato véta poskytuje moZnost numericky ¥esit algebraickou rovnici, jestliZe jesté
v pfipadg, Ze viechny kofeny rovnice maji (skoro) stejné absolutni hodnoty, uZijeme
metody uvedené v [4]. Je oviem moZno (a je to také numericky vyhodn&jsi) uZit
k vypottu kofend pivodni rovnice misto véty (2,1) relaci analogickych relacim (19)
nebo (23) z [3].

Zavérem se zmifime o praktické upotfebitelnosti této metody pro m > 2 (pro
m = 2 je to oviem metoda totoZna s metodou v [3]). Domnivame se, Ze jen p¥ipad
m = 3 by mohl mit praktickou dileZitost, nebot pfipad m = 4 se vyhodnéji podita
dvoji aplikaci pfipadu m = 2 a pro m > 4 jsou vzorce jiz znaéné sloZité. Prom = 3 je
podle (10)

k+1

5 ) = Do@F + <TAET + LT - 350 fi() Fals)
3 () = 960 [(o()? — % 700 209] +
+ 2 049 [0 — 1ol )] + % 929 [0 — Fo) 1)) -
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V tomto pfipadé m = 3 je vyhodné, Ze kladnym kofenim pivodni rovnice odpovi-
daji opét kladné kofeny transformovanych rovnic a zapornym opét zaporné. JestliZe

k
tedy sestrojime pouze prvni Graffeho posloupnost f(x) a ukéZe-li se, Ze dané rovnice
ma vesmés redlné kofeny (anebo jen jednu dvojici komplexng sdruZenych kofenﬁ), je
i .
oviem zbytens sestrojovat druhou posloupnost g(x) a odmoctiovani realnych kofent

bude jednoznacéné.
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Pe3ome

OB OBOBIIEHHOM METOJE T'PO®E W ETrO BUJOU3MEHEHUH
MMUPOCIJIIAB ®UJIEP (Miroslav Fiedler), Praha

B pabote o606maercs Merof Jlo6ageBckoro-I'pade mns pemerns anreGpaungecko-
TO ypaBHEHWS U €r0 BHIOM3MEHEHWE I BBHIYHCIICHHS KOMILIEKCHBIX KOpHEH. DTo
00001IeHHe COCTORT B TOM, 4TO BMECTO OGBIMHON IOCIIEXOBATEIHHOCTH HCIOIB3Y-
€TCs OCNIEeN0BATETbHOCTh TAKAX NOJIMHOMOB, KOPHH JIFOO0TO M3 KOTOPBIX SBIITIOTCS
m-biMu (m = 2) CTENERSMHA KOpHell TIPETBIAYIIETo TOTAHOMA.

Zusammenfassung

UBER DAS VERALLGEMEINERTE GRAFFESCHE VERFAHREN
UND SEINE MODIFIKATION

MirosLAV FIEDLER, Praha
Das Griffesche Verfahren zur Auflosung von algebraischen Gleichungen sowie
seine Modifikation zum Auffinden von komplexen Wurzelpaaren wird hier fiir den Fall

verallgemeinert, in dem jedes nichste Griffesche Polynom die m-te Potenzen (m = 2)
der Wurzeln des vorstehenden Polynoms als seine Wurzeln hat.
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