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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 78 (1953)

KANALOVE W-PLOCHY

KAREL HAVLICEK, Praha.
(DOélO dne 30. biezna 1953.) DT: 518.785

V élénku je ukézéno, Ze ndkteré vlastnosti kanalovych ploch, které
jsou znémé jako podminky nutné, jsou zéroveri i postadujici pro jed-
notlivé typy téchto ploch. Pfedeviim jsou zde mezi kandlovymi plo-
chami uréeny vSechny plochy Weingartenovy.

1. Formulace problému

" Kanalové plochy lze charakterisovat rovnici
C=0, (1)
kde C je skaldr, jehoZ konstrukei jsem podal dffve;!) protoze

C = Uyry Uqgy PrePAEPHY |

kde u,y, a PA# jsou symetrické tensory, jejichz slozky jsou zdvislé aZ na tietich
parcidlnich derivacich funkef, uréujicich uvazovanou plochu, je rovnice (1) rov-
nicf diferenciélnf. Chceme-li mezi kandlovymi plochami uréit nékteré specidlng
plochy, charakterisované jinou diferencidlni rovnicf, staéi hledat spoledné
feseni obou diferencialnich rovnic. Tak lze na p¥. zjistit, které kanalové plochy
jsou zdroveii plochami pf¥imkovymi.2) Abychom stanovili mezi kanélovymi
plochami viechny W-plochy (Weingartenovy plochy), budeme hledat spoledné
feSenf rovnice (1) a rovnice
0K oH
ou’ ou
6K oH
o ov

=0, @)

kterd charakterisuje W-plochy; pfi tom K, H znadi Gaussovu, resp. stfedni
kiivost plochy vztaZené k parametrim wu, v.

Protoze rozvinutelné plochy (K = 0) jsou zde trividlnim f:eéenim, vypustime
je ze svych tvah a omezime se v dal§im pouze na plochy nerozvinutelné.

1) Havltek [1].
%) Havltéek [2].
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Rovné# kruhové body plochy vyloudime ze sVY ch tvah, nebof v takovych
' 1 , veo o es
bodech nelze sestrojit skalar C. Znali-li E}—-, R, normélnf kfivosti plochy
1
v hlavnich smérech, takze tedy je
1

K=zx

He) 43
= R: _R2 ’
1 1
pak kruhové body<sou charakterisovany rovnici TR Celkem tedy bu-
1 2
deme v dal¥im stale pfedpokladat splnénf t&chto dvou nerovnosti:
1
R,

Vedle ploch rozvinutelnych je tim vyloudena z nasich ivah také koule.

1
K +0, *F' (3)
2

Za podminek (3) Ize rovnici (2) nahradit rovnici
oF, oR,
ou ' ou
2R, ok,
v’ ov

=0, (4)

takZze nagim tikolem je hledati spoleéné feseni rovnic (1) a (4). Protoe vyznam
t&chto rovnic je nezavisly na volb& parametri u, v, miZeme vypodlet zjednodu-
§it vhodnou volbou parametrii. K tomu tdéelu se zde hodf parametry hlavni.

2. Pomocné rovnice

Utijeme obvyklé vektorové a tensorové symboliky a terminologie.?) V pravo-
thlych kartézskych soufadnicich jsou parametrické rovnice plochy, vztaZené
k parametrim u, » symbolisovany vektorovou rovnici

r=r (u,v), (5)

kterd pfedstavuje priuvodié (radius — vektor) r bodu plochy jako funkei dvou
parametri u, v.

Za predpokladu, Ze u, v jsou hlavn{ parametry, vyjadiime slozky prvniho
metrického tensoru a,, resp. druhého metrického tensoru b,, klasickym zptso-
bem .

app=E, eqp=ay;=F =0, ayu=0G

byy=1L, bipy=by;=M=0, byn=2~N.
Jejich diskriminanty oznadfme
A*=EG — F?, B*= LN — M*.
Protote studujeme pouze re4lnd plochy bez singularit, je vidycky 4 > 0.

3) Viz na pf. Havlilek [2].
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Nasledujici vztahy a rovnice tohoto odstavee uvaddim rovnéz bez dukazu;
jsou obsaZeny téméf v kaZzdé moderni udebnici diferencidlni geometrie.4) Pro
normélnf k¥ivosti v hlavnich smérech méame vzorce

1 L 1 _N

R"E R G (6)
takze 1; (resp 1; ) je normalni k¥ivost k¥ivky v = const (resp. # = const).
V dtisledku druhé nerovnosti (3) je tedy

EN —GL +0. (7)

Jednotkovy vektor normily plochy oznaéme N. Formule Rodmguesovy pak

jsou
N _ 1o N _ 1o : @)
ou R, ou’ @  Ry,ov’

Christoffelovy symboly {}:;}, uréujief metrickou konnexi, jsou v hlavnich

parametrech uréeny témito vyrazy:
1|_12oE m)_ 1o
IIf 2Eou’ {IIII 2G o’
my_[mm)|_ 1986 (7 I
IIT( \III[™ 2Gou’ \III[ ™ II
I _ _ 1 9E I]__ 1e@
IIf- ~ 2Gaw’ (IIII[~ ~ 2E0u "

Pro slozky kubického tensoru b,,, = TZ«» bur ——~{ a} bgr — { 0:0} b,q do-

stavame tyto vyrazy:

1(, oL  oF N L\E
bHIZE—(E% —L— ), bnn=b1nx=§(—~———)—5v—

G E
_1{, 0L  oE 1( N 0@
bnn——E(E-é—z;~—L—3;), bIIIIl:a—(G_——Néﬂ) (10)
L N\o@
buin =buni = ‘}( )6u bnnn-—@(GaaZZ N%f-).

Tento tensor je symetricky, takze
brimm= bui_i = b1, binu = buin = b,

uf divé zndmé rovnice Mainardi-Codazziho, jez v hlavnich parametrech tedy
zni:

4) Na pt. Kagan (3].
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b s

' N EBm"E\ " o
ML_Ne6_ 10N o0 o
2\E Glow — G\ ou oul’

V dalsim u¥ijeme Qaussovy rovnice, které vyjadiuji druhé derivace vektoru (5)

. . . PR Yy . or 0
jako linedrni kombinace t¥{ linedrné nezavislych vektoru 5;:‘, 3-:) , N. Tyto

rovnice maji v hlavnich parametrech tvar

or 1 0FE or 1 oF or
our 28 ou ou 2G ov ov
or 1 oF or 1 oG or
Gute owow  Wowaw’ (12)
2
orr 1 oG or 1 6Gar+N~.

@i~ 3Eouou Wowaw
Koneéné pro Gaussovu miru k¥ivosti plochy mame jednak vyjadfeni K =

%, jednak vyjadfeni pomocf prvniho metrického tensoru (GQaussova

véta),

K 1 6(F oE 13G)+

T 2dow\EAw Ao
1 & (20oF 1 oK F oF
2dmw\dou Adow Edou)
" coz v hlavnich parametrech davé rovnici
1 oE oG = [oG\? oF oG  [oE\?
smo o + ) |+ o[+ (&)} -
76 _ o8
T o

(13)
= 2LN .

3. Kandlové W-plochy

Kazdé kandlové plocha je obalkou jednoparametrického systému kouli.

Maji-li viechny tyto koule stejny polomér, pak je zndmo, Ze jejich obalka je
W-plocha. Druhy b&iny pifpad kanalové W-plochy je rotacni plocha.’) Jiné
kandlové W-plochy uZ nejsou, jak plyne z nasledujiefho tvrzeni:

‘V&ta 1. Necht kandlovd plocha je W-plochou. Potom je to bud plocha ro-
taéni mebo obdlka jednoparametrického systému kouli s konstantnim polomérem.

5) Na pt. Kagan [3], str. 202; 2562 a dal.
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Dikaz: Dand plocha je podle pfedpokladu kandlovou, tedy pro ni plati
Tovnice (1), kterd v hlavnich parametrech se po krécenf nenulovym faktorem
redukuje na tvar®)

brix bunu=20. (14)

Aspori jeden systém hlavnich (kiivoznaénych) éar jsou kruznice, ProtoZe ozna-
&enf parametrickych &ar je v nasf moci, miZeme predpokladat, Ze tyto kruznice
jsou &ary u = const, takZe je byyyrr = 0. K podmince by = 0 bychom dospéli
pouhou zéménou parametri. Pro Dupinovu cyklidu je soudasné b1y = by =
= 0, MiZeme se tedy pfi FeSeni rovnice (14) bez Gjmy obecnosti omezit na
piipad

b = 0. (15)

Z posledn{ rovnice (10) odtud plyne

oN . o@

nebot vzhledem k ptedpokladu 4 > 0 je @ 3 0. Tato podminka je ekvivalentn{

8 rovnici

oR,
S2=0, (16)

nebot ze (6) plyne R, =%, EIC\?T = K # 0).
(Poznémka: Touto rovnici (16) v hlavnich parametrech je mo#no také defi-
novat kanalovou plochu, éimz by odpadly nékteré vypolty v odstavci 2. Bu-
deme je viak jesté potfebovat pii jiné piileZitosti.)
Druhy pfedpoklad, Ze dana plocha je W-plochou, vede na rovnici (4). Dosa-
zenim ze (16) do (4) tedy dochézime k podmince
oR, 0R,
ou o
ktera spolu se (16) charakterisuje kanalové W plochy. Nyni je tfeba rozlisSovat
dva piipady:

jelikoz N =+ 0 (nebot podle (3) je

=0, (17)

oR, 2R,
I 22=0, II—a—v- 0.

I. a—aRE = 0 spolu s podminkou (16) dava R, = konst; ale R, je pravé
polomér koule, ktera se dotykd plochy podél piisluiné kruznice » = const.
To plyne na prfiklad ihned z véty Meusnierovy, podle niZ polomér kruZnice
% = const je kolmym primétem poloméru R,, takze existuje koule o poloméru
R,, prochézejici uvazovanou kruznici a dotykajici se plochy podél ni. Ke kazdé

6) Ha’ulicek [1], théoréme (3,5), str. 30—31, kde misto tensoru b,,, je ufito tensoru
Vyauy = — byay, (viz Mathematical Reviews, Vol. 11, No 5, p. 396, nebo ilavlééek [2], po-
znémka 10) pod Zarou).
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- kruZnici u = const lze takto pfifaditi jedinou kouli, véechny tyto koule maji
konstantni polomér R, = konst, jejich stfedy probihaji k¥ivku?)

p=r-+R,N, (18)
takZe tyto koule tvoif jednoparametricky systém a uvaZovana plocha je tedy

jejich obédlkou. Vede tedy piipad I k obalce koulf o konstantnim poloméru,
&im3 je prvnf &ast tvrzeni véty 1. dokdzana.

II. pifpad, kdy'a-a—lz1 = 0, vyzaduje del§fho vypo&tu. Uvazovansd kanalova

plocha je oviem zase obalkou jednoparametrického systému kouli, dotykajicich
se ji podle kruZnic © = const. Stfedy téchto kouli vytvoi{ i zde k¥ivku (18),
aviak R, nemusi zde byt konstantnfi. Dokd%eme, Ze tato rovnice (18) zde je rov-
nicf p¥imky; tim bude dokazano, Ze dana plocha je rotaéni, nebof tato pfimka.
stfedd koulf je zfejmé& osou rotace celého jednoparametrického systému kouli.

Z rovnice (18) plyne:
op or

oR,
w—mt N TE

oN
250
Dosazenim z rovnic (6) a z prvni rovnice (8) dostavame
op EN—GLor 1 (. oG oN
W= EN aﬁm( u _Ga_u)N'
Koeficient pti vektoru N upravime jesté dosazenim z. druhé rovnice (11), takze
op EN—GL|[or 1 oG ’
W= EN (5’u+2_ﬁ'512~)' (19)
Daldim derivovanim dostaneme

‘@p [2 (EN—GL\] [or | 1 86 ], EN —GL[&r
5@‘[‘5&( EN )]'[é‘uJ“ﬂv?u“N]Jr EN ['372+

i 1 oG oN 1 ( G 6G6N)N].

Nou ow v \NaE T aw a

2
Dosadime-li sem za %2 z prvni rovnice (12) a za Z—N— z prvn{ rovnice (8), mdme
po kratif apravé “

#p [o (EN—GL\] [er 1 oG
w—[a—u(“”mv—)][a*maa”h

EN—GL[ 1 (NE)E 60)6r 1 ok or

R 5 2l 57775 R it Kl Iowielvs i miwiny (20)
1 (. 2#G oG N
W(Nw—%-%+ 2LN2).N].

?) V disledku druhé z rovnic (8) jo tOtiig%’ = 0, tak¥e p zavisi pouze na jednom
parametru a pfedstavuje tedy k¥ivku. '

+
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Tento vysledek lze znaéné zjednodusit. UZijeme-li koneéné rovnice %fil = 0,
plynouci z podminky (17), mame po dosazeni za R, ze (6) v

L _gil_,
coz dosazeno do prvnf rovnice (11) dava vzhledem k nerovnosti (7) podminku
oK .
P 0 (21)
a tedy také
oL -
T = 0.
Upravime predevsim koeficient p¥i N ve vyrazu (20). Z rovnice (13) se snadno
vypod&te 226;, co¥ pfi podmince (21) déva

&6 1 oG oF
szEGau( w T C )“‘2LN

a uzitfm tohoto vysledku po vhodné tipravé dostaneme
1 ?G oG oN
_— —_— 2
2N2( our  ou ou T 2LN)

19G[16E 1 oG 2( 9a& 3N)]

“iNw|Eow Gou TGN Pu

Posledni ¢len snadno upravime dosazenim z druhé rovnice (11) a dostaneme
postupnymi ipravami tento koeficient ve tvaru:
1 oQ ( %k 2(2)
4EN? ou !

ou ou
Dosadime-li to spolu s (21) do (20), médme
2,
2w (4 2N),

out 2N ou
kde
EN—GL\ EN—QGL oq
TZ%( EN )+ 2B (Niu“‘ %)

Porovnanim s rovnici (19) nachdzime vzhledem k (3), Ze plati

o op 29

=P 5 (22)
kde

EN
?=¥ - gN—6L~
EN EN—QL 1 oF oq
~EN— GL[ ( EN )]+ BN (Na’u‘“L%)'
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__g _ 7 dp _op dp_ &°p
Vzhledem k tomu, %e e 0 (srovnej 8 poznamkou 7), je — 0= 5w @ b
rovnici (22) lIze pfepsat na tvar

a’p dP

dut =? % du
kterd charakterisuje pfimku. K¥ivka (18) je tedy piimkou, to znamend, Ze
uva¥ovani plocha”je obalkou jednomocného systému kouli, jejichZ stiedy
vypln{ pffmku, takZe nage plocha je rotaéni. Tim je véta 1. celd dokazéna.

Zvléstnim pFipadem kandlovych ploch jsou Dupinovy cyklidy, charakteriso-

vané v hlavnich parametrech rovnicemi

brir = b =0. (23)
Pro né dava predchozi véta 1. tento vysledek:

V&ta 2. Nutnd a postadujict podminka pro to, aby Dupinova cykloida byla
W -plochou, jest: tato plocha je torus (rotadni anuloid).

Diikaz: Proto¥e torus je nutné W-plochou, staéi se omezit na druhou &ast
dukazu. Necht Dupinova cyklida je W-plochou. Podobné jako v dikaze véty
1. zjistime, Ze (23) je ekvivalentni s rovnicemi

aR oR,

coz dosazeno do (4) dava
oR, 0R, R
T (25)

Rozlisujeme opét dva pifpady.
I. Necht ?—f—v—l = 0. Spolu s rovnici (24a) dava tato podminka vysledek R, =

= konst; uvazovana plocha je tedy obalkou kouli o konstantnim poloméru
a tyto koule se dotykajf plochy podél kruznic v = konst. (Porovnej s pfipadem I,
v dikazu véty 1.) Spolu s rovnici (24b) pfedstavuje podminku pro to, aby
plocha byla rotaéni, na niz k¥ivky w = konst jsou rotaénimi kruznicemi (coz
jsme odvodili v diikaze véty 1., piipad II.). To znamena, Ze ¢iry v = konst,
jez jsou zde kruZnicemi, jsou merididny nasi plochy, ktera je tedy rotadnim
anuloidem.
II. Piipad % = 0, davé oviem stejny vysledek s vyménou oznaéeni obou
~systémi parametrickych ktivek.

oR oR oR oR
P imka: Py _J =2 %8 T . Tk
oznamka: Piipad F” 5 e 0 vede k podminkdm

bn 11 = bt = 0, coZ podle rovnic (11) za predpokladu (7) znamena g—f = 0,
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.Z_G — 0; podle vzorce (13) pak méme K = 0 a nase plocha je rozvinutelnd, kte-
u
ryzto piipad jsme pfedem vylouéili ze svych dvah. Kdybychom opustili pred-
poklad (7) a pfipustili R, = R,, pak vSechny body jsou kruhové a uvazovans
plocha je koule. Tento p¥{pad jsme rovnéz vylouéili.

4. N&které dusledky.

U kandlovych W-ploch je vidycky jedna soustava hlavnich (&ili k¥ivoznad-
nych) kiivek tvofena kfivkami geodetickymi; u plochy rotaéni jsou to meridié-
ny, u plochy, ktera je obalkou koulf o konstantnim poloméru jsou to kruinice,
podle nichz se tyto koule dotykaji obalky (nebot rovina kazdé z téchto kruznic
prochézi zde stfedem p¥islusné koule a tedy jejf normély jsou zéroveii norma-
lami obélky, co% je charakteristickd vlastnost geodetické k¥ivky). Snadno uké-
Zeme, %e tato vlastnost je pro kandlové W-plochy charakteristickd.

Oznadime-li u = &, v = £, pak rovnice geodetickych k¥ivek lze uzitim
tensorové symboliky psat jednoduse ve tvaru

dz&v v ) dérdéns dé&r
—dt?+{z#}717”ar=f<"717’ (v =1,1I),
kde f(t) je libovolny skalar, ¢ je parametr uvazované kiivky. Pro parametrické
kiivky mame bud » = konst, v = ¢ .
gt gzgl den . dzg1

(tedy ~57="qa =9 =1 =9

nebo u = ¢, v = konst A
1 2£11 11 2£11
fi:l’ d§ =0: _d_"s_:dé :07
dt dg? dt de?
tak#e nutnd a postadujici podminka, aby parametrické kfivka » = konst
(resp. v = konst) byla geodetickou, je

{IIIII} = 0 (resp. {IHI}: 0). (26)

Predpokladejme opét, Ze parametry u, v jsou hlavn{ a ve shodé s oznafenim
v predchézejicim odstavei volme kruznice, tvofici jednu soustavu hlavnich
kiivek na kandlové plose, za kiivky u = konst. Nazveme ji prvni soustavou
hlavnich kiivek; kf¥ivky v = konst tvofi pak druhou soustavu hlavnich k¥ivek.

Vé&ta 3. Nutnd a postatujict podminka pro to, aby na kandlové plode byla proni
soustava hlavnich kfivek tvorena kfivkami geodetickyms, jest: tato plocha je obdlkou
jednoparametrického systému kouli o konstantnim poloméru.

Dikaz: Kandlovéa plocha, na niz hlavni kiivky 4 = konst jsou kruZnice, je
charakterisovana rovnici (15), resp. (16).



Z pifpadu I v dikazu véty 1. vime, Ze tato plocha je obalkou kouli o kon-
stantnim poloméru tehdy a jen tehdy, kdyz ve vSech bodech plochy platf

| w0
¢ili
oG oN
. Nﬁ—_aau =0

Na. zéklad$ druhé z rovnic (11) je tato rovnice vzhledem k predpokladu (7)
ekvivalentni s podminkou
oG
=

ktera je splnéna tehdy a jen tehdy, kdyZ

I
{II II}= °

jak snadno zjistime z posledni rovnice (9). Tak dochézime k prvni rovnici (26),
piedstavujfef nutnou a postadujici podminku pro to, aby kiivky u = konst
byly geodetické. Tim je véta 3. dokdzana.

Stejného postupu dikazu uZijeme i v druhém ptipadé.

0,

Vi&ta 4. Nutnd a postalujbcs podminka pro to, aby na kandlové plose byla druhd
soustava hlavnich kfivek tvofena kftvkami geodetickymsi, jest: tato plocha je ro-
tacéni.

Dukaz. Z ptipadu II v dukaze véty 1. vime, Ze kanalova plocha, na nfZ
u = konst jsou kruZnice, je rotaéni tehdy a jen tehdy, kdyz vedle (16) plati
i
&ili
oL oK
Vzhledem k pfedpokladu (7) plyne z prvni rovnice (11), Ze tato podminka je
splnéna tehdy a jen tehdy, kdy% -
oF

Z=0.

ov
Ze vzorci (9) plyne, Ze tato rovnice je splnéna tehdy a jen tehdy, kdyz

I
b=

¢ili, kdy# kfivky v = konst jsou geodetické (viz druhou rovnici (26)), &fm? je
tvrzeni véty 4 dokéazéno.
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