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&asopis pro péstovini matematiky, rot. 101 (1976), Praha

O JEDNOM MODELU 2k-ROZMERNEHO AFINNIHO PROSTORU

JArRoMir KRrys, Hradec Kralové

(Doslo dne 8. ledna 1974)

Uvod. V tomto &lanku nejdfive vytvofime pomoci prostoru A, (afinni bodovy
prostor, jehoZ zaméfeni je vektorovy prostor dimenze k nad télesem realnych Eisel)
jisty model prostoru A,,. Potom ukdZeme, Ze kazdou regularni afinitu v A, lze stu-
dovat jako podprostor prostoru A,, a dale odvodime konfigurace v A,, pomoci
konfiguraci v 4,.

Model A4,,. Necht A, = {4, Z,, ¢} je model afinniho bodového prostoru k (4 je
neprazdna mnoZzina, Z, je vektorovy prostor dimenze k a ¢ pfifazeni, které musi exi-
stovat mezi 4 a Z,). UvaZujme kartézsky soudin A x A = A’, tj. mnoZinu viech
uspofadanych dvojic prvki mnoZiny A. Struéné naznaime zdkladni myslenky
diikazu, Ze mnoZina téchto dvojic je pfi vhodné zavedenych operacich modelem
afinniho prostoru dimenze 2k. Nejdfive zavedeme oznaleni: B=[M,N] a % =
= (M, /), kde Be A', Mec A, Ne A, UeZ, x Z, #MeZ, N eZ. M budeme
nazyvat prvni obraz bodu B, N je druhy obraz bodu B, .# je prvni vektoru % aA"
je druhy obraz vektoru %. V A, zvolime uspofddanou dvojici bazi: {0, =
={0, U, Uy, .... %}, 0, = {0,, ¥, ¥, ..., ¥,}}. Bodu X = [C, D] pfifadime
2k-tici &isel tak, Ze prvych k &isel jsou soufadnice bodu C v 0, a zbyvajici &isla jsou
soufadnice bodu D v 0,. Kazdé uspofadané 2k-tici &isel (redlnych) pfifadime bod,
jehoZ obraz ma za soufadnice v O ; prvych k ¢isel a druhy obraz ma za soufadnice v O,
zbyvajici ¢éisla. Existuje tedy prosté zobrazeni mezi mnoZinou A’ a mnoZinou vsech
uspofadanych 2k-tic ¢isel — ozna¢me ji P,,. Vime, Ze mnoZinu P,, miZeme pfi vhod-
ném zavedeni pfislu§nych operaci uvazovat jako aritmeticky model afinniho prostoru
dimenze 2k, tj. A,,. Nyni zavedeme, Ze vektory sCitame tak, Ze seCteme pfislusné
obrazy a podobné bod a vektor seCteme tak, Ze seCteme pfislu§né obrazy. Je zfejmé,
Ze uvaZované prosté zobrazeni mezi A" a P,, takto zavedené operace zachovava, a je
tedy izomorfni. Lze tedy A’ uvaZovat jako model bodového prostoru dimenze 2k,
jehoZ zamé¥eni je vektorovy prostor dimenze 2k nad télesem realnych Cisel. Ozna-
gime: Ay, = {A’ = A, x Ay, Zy X Z,, £} a také strucngji Ay, = A4, X A,

Nyni uvaZime co vyplni resp. jak se interpretuji podprostory prostoru A,,. Plati
zfejmé, Ze kazdy podprostor prostoru A, je uspofadana dvojice mnoZin prostoru A4,
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(prvni mnoZinu tvofi prvni obrazy a druhou mnoZzinu druhé obrazy). Pfenechame
étenafi, aby dokazal, Ze ziejmé uvaZované mnoziny jsou podprostory prostoru A,.
Oznadime: A, = [A;, A;], kde 4, je podprostor prostoru A,, a A;, A; jsou podprosto-
ry prostoru A4,.

Véta 1. Nechf A, = A, X Ay Pro kaZdy s-rozmérny (s = 0, 1, ..., 2k) podprostor
A, < A, plati:

I. A, = [A,, Aj], pFicemZ A; = A, A; S A, i =0,1,...min(s, k), j =0,1,...
comin(s,k)as <i+j=<2s.

2. Necht B = [M,N] € A,, potom bod [M,X]e A, prdvé kdy? bod X € A,_,;
a podobné bod [Y,N]e€ A, prdvé kdy? Ye A,_, prFicem? A,_, A,_; jsou jisté
podprostory prislusnych dimenzi prostoru A,.

s— i

Dikaz. Necht A, = {B, %), %), ..., %} je podprostor prostoru P,, a necht
v uvaZovaném izomorfismu mezi P,, a A" odpovidd tomuto A, podprostor A,
jehoZ interpretaci hledame. Oznaéme (M) matici, jejiz Fadky jsou soufadnice vektord
Uy, Uy, ..., U,. Necht (M,) je matice urena prvnimi k sloupci matice (M) a (M,)
matice urCend zbyvajicimi sloupci matice (M). Necht matice (M;) ma hodnost i
a matice (M) hodnost j. Je znamo, Ze miZeme matici (M) upravit na (M’) se stejnou
hodnosti tak, aby (M}) méla pravé i nenulovych fadkid a obdobné (M}) bude mit
pravé j nenulovych fadki. Vektory, jejichZ soufadnice jsou v Fadcich matice (M),
ziejmé urCuji zaméfeni prostoru A; a pravé tak zaméfeni prostoru A; uruji vektory,
jejichz soufadnice jsou v Fadcich matice (M3). Ziejm& je s < i +.j < 2s, nebot
v opagném pfipadé hodnost matice (M) je v&tsi resp. mensi neZ s. Matice (M) a (M)
maji s fadkd a k sloupcli. Dokazali jsme tedy tvrzeni 1. na$i véty.

Uvazujme v (M’) fadky, které maji na prvych k mistech &islo 0. Téchto tadkd
je s — i a kazda linearni kombinace téchto fadkl resp. vektor v Z,, ma prvnich k
soufadnic nulovych a tedy odpovidajici vektor v Z, x Z, méa vZdy za prvni obraz
nulovy vektor a druhé obrazy jsou vektory vektorového prostoru dimenze s — i.
Ptiteme-li tento vektor k bodu podprostoru 4; dostaneme bod téhoZ podprostoru,
pfi¢emz vSak prvni obraz je pro vSechny takové body stejny a druhy obraz je bod
jistého podprostoru A,_; = A,. Tim je dokadzano prvé tvrzeni ad 2). Druhé tvrzeni
se dokaze zcela obdobné a nebudeme ho dokazovat. ’

Afinita v k-rozmérném prostoru. UvaZujme regularni afinitu F v prostotu A,.
Kazdému bodu 4 € 4, odpovida jediny bod A" = F(A4) € A,. Necht X = [4, F(4)],
tj. necht prvni obraz bodu X je bod A a nechf druhy obraz bodu X je obraz bodu 4
v afinité F. Co vytvofi viechny takové body X? Bezprostiednim disledkem véty 1)
j¢, Ze body X mohou vytvofit jeding 4, = [A4,, A;].

Véta 2. Kazdou usporddanou dvojici podprostori [ A, AJ] (Ai, A; = A,) miZeme
uvaovat jako podprostor A, < A,, (A, = [A. A;]), pFicems plati max (i, j) <

<s<i+j
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Dikaz. Zvolime bazi zaméfeni podprostoru A; vektory #%,,#,, ..., %; a bazi
zaméfeni podprostoru. A; vektory ¥y, ¥",,..., ¥ ;. Zaméfeni A, je ureno bazi:
{(#:,0), @2, 0), ... (Us-jy O) (Hyjits V1) oos (Ui ¥V josei) (0, jgrin)s -
R

-

Z ptedchazejiciho a véty 2 dostavame:

V&ta 3. Kazdy podprostor F, = [A4,, A,] prostoru A, = A, x A, miiZeme uva-
Zovat jako reguldrni afinitu v prostoru A,.

Pozndmka. Vicerozmérnou geometrii je pfipravena klasifikace afinit podle samo-
druznych bodi a vektor. Identita I, je afinita [A,, A,], pro jejiz vSechny body
X = [X,, X,] plati X, = X,. Hledani samodruZnych bodt a vektord dané afinity F
je tedy pfevedeno na hledani spole¢nych bodti a vektorit dvou k-rozmérnych pod-
prostorti a sice F, a I, v prostoru A,,. Z ptedchazejiciho plyne ditkaz znamé véty
o tom, Ze v A, existuje 2k + 1 riznych typl afinit.

Konfigurace v A,, odvozené pomoci konfiguraci v 4,. r-rozmérna konfigurace je
mnoZina, jejiz prvky jsou vlastni podprostory daného prostoru a pro néz plati tato
podminka: Kazdy s-rozmérny podprostor je incidentni vZdy s tymZ poctem k-rozmér-
nych podprostori (podrobn&ji napf. v lit. [ 1]). Necht v 4, je ddna konfigurace K typu:

(1) ) aoo Ao, <o Qok
a0 ag, Ak
Ag-1.0 Op—q,q -+ Op—1 k-1

Body konfigurace K oznaéme B;, i = 1,2, ..., ago. V Ay = A, X A, uvazujme ag,
boda B = [B;, B;], kde i a j je rovno 1,2, ..., ago. Nyni uvazujme v A,, = A, x A,
podprostory P,, pfitemz P, je:

1. [Py, B] nebo [B;, P,] (zfejmé toto nastane, jestlize h < k),

2. [A, Py—i] nebo [P,_,, A] (h > k), pti¢emZ P, i P,_, jsou prvky konfigura-
ce K — oznaéme tyto P, pfipustné podprostory.

Véta 4. 1. Necht 0 < h < k; potom pocet pFipustnych podprostorit P, je 2ayoap-
2. Necht k < h < 2k — 1; potom existuje 2a,_, ,_, pFipustnych podprostorii P,

Dukaz. 1. Poget P, v K je a,,. Kazdy bod B; e K mizZe byt prvni nebo druhy
obraz P,, a tedy polet P, je 2a49ay,.

2. Jestlize h = k, potom pocet prostortt P,_, v K je pravé a,_; -, a kazdy z nich
miiZze byt prvnim nebo druhym obrazem P,; pfipustnych P, je tedy 2a,_; -
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V&ta 5. Nechr s < h. Pocet pripustnych podprostorii P, obsaZenych v pFipust-
ném P, je:

L. ay, jestlize je h < k,
a, pro h = k

I T i

3

Ay-k.0d00 Pro h >k a s =0,

Asslp_y0 + Ay g pro h — k > s >0,
assah—k,o + dgo pro h—k=s> 0,

Aoy _y o pro h — k < s < k (h > k),

7. @y -y pro s = k (zfejmé h — k > s — k).
Dikaz 1. Jestlize h < k, potom jeden obraz P, je bod a druhy obraz je podpro-
stor P, naleZejici konfiguraci K. Necht je tedy dany P, = [B,, P,]. P, < P,, jestliZe
je Py = [B,, P,] a P, = P,. V konfiguraci K je poget P; = P, pravé a,, a toto &islo
ziejmé udava podet P, leZicich v daném P,. :
2. Zde je P, = [B,, A,] a ziejmé& pocet hledanych P, je pocet viech P, konfigurace K,
tj. ag,.

3. Necht P, = [A,, P,-,]. Bod B = [B,, B;] € P,, jestlize B;e A, a B;e P,_,.
Pocet bodu konfigurace K je ag, a v prostoru P, _, lezi a,_, o bodii; &islo a,_, odoo
zfejmé€ uddva podet uvazovanych bodu lezicich v daném P,.

4. Necht opét je P, = [A,, P,_;]. V tomto P, lezi viechny P; = [P,, B;], kde P,
je kazdy podprostor dimenze s naleZejici konfiguraci K a B, je bod podprostoru
P,_,. Té&chto P, je zfejm& a,a,_, o. Déle v daném P, leZi viechny P, = [B,, P,
pficemZ B; je kazdy bod konfigurace K a P, je podprostor dimenze s, ktery leZi
vdaném P,_,. Téchto P, je zfejme ay,_; aqo-

5. Jestlize v pfipadé 4, je P, = P,_,, potom je ziejmé pocet prostorl P, = [B,, P,]
pravé ago.

6. V tomto pfipad& neexistuje prostor P, = [B,, P,] (z pfipadu 4)).

7. Necht je P, = [A,, Py-]- V tomto P, lezi P, = [A,, P,_,] a P,_, = Py_,.
Pocet hledanych P; je tedy roven poCtu prostoril P,_, leZicich v P, _, a téch je @, _; ;_x-

Véta 6. Necht' s > h. Pocet pripustnych podprostorii P, obsahujicich pFipust-
ny P, je: o~ :

—

. 2ay pro s<k a h=0,

(3]

ay, pro s <k a h >0,
.2pros=kah=0,
1 pros=kah>0,

.2ap4-4 pro s>ka h=0,
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Ags—x + Ay pro s — k > h >0,
gy + 1 pros —k=h>0,
Ao -y Pros —k < h <k,

© o N o

Ap_ys—x pro s> h = k.

Diikaz. 1. Nechf B = [B,. B,], pficemz B, i B, jsou body K. Bodem B;e K
prochézi ay, s-rozmérnych prostorii P, konfigurace K. Bodem B prochazi tedy a,
prostordt P, = [P,, B,] a pravé tak ao, podprostorti P, = |B,, P,].

2. Necht P, = [B;, P,]. Tento P, obsahuje P, = [B, P,] a P, obsahujc P,.
Pocet P, obsahujici dany P, je tedy zfejmé roven poétu P, obsahujicich Py, tj. a,,.

3. A, je v A, jediny a proto kazdym bodem B = [B,, B,] prochizeji jeding tyto
dva podprostory: [By, 4] a [4 B,

4. Podprostor P, = [B,, P,] je obsaZen jediné v prostoru [B,, 4;].

5. Bodem B = [B,, B,] prochézi a, s, podprostort P, = [P,_,, A,], pfi¢emZ B,
lexi v P,_,. Prav& tak bodem B prochdzi jest¢ a, ,_, podprostori [A,, P,_,]-

6. Necht P, = [B,, P,]. Timto P, prochézi ziejmé a, ,_, prostori P, = [P,_,, A;]
(je to potet P,_, prochazejicich bodem B,) a a,, ,_, prostord P, = [A,, P,_,] (je to
polet P,_, prochdzejicich danym P,).

7. Prvé &islo, tj. ay —,, dostaneme jako v pfipadé 6, a dale existuje jediny prostor
P, = [A,, P,] obsahujici prostor P, = [B,, P,].

8. Tento pfipad je opét specidlnim pfipadem 6, s tim, Ze neexistuje P, = [A,, P,—;]
obsahujici P, = [B,, P,], jestlize je s — k < h.

9. Necht P, = [P,_,, A;]. Tento P, je obsaZen v P, = [P,_,, A,] a ziejm& pocet
téchto P, je roven poctu P,_, prochazejicich danym P, _, v konfiguraci K, tj. a,—; -

Uvazujme nyni za pfipustné tyto podprostory:

a) P, = [Py3, L,)2], kde h je islo sudé a Py, i L, jsou podprostory dimenze h/2
a patfi konfiguraci K.

b) Py = [Pg—1y2> Lin+172] 1€b0 Py = [Pihs1ys2 Liy1)2), kde h je liché &islo
a prostory P i L (pFislusnych dimenzi) patii konfiguraci K. V obou ptipadech poci-
tejme s moznosti prostoru dimenze 0, tj. bodu — musime v$ak poklddat nulu za sudé
&islo.

Véta 7. 1. Necht h je cislo sudé, potom-pocet pipustnych podprostorit Py je aj;; 1

2. Necht h je Cislo liché a mensi neZ 2k — 1, potom pocet pFipustnych podprosto-
it Py je 2a,— 12 (n-1)/29h+1)/2.(0+ 1)/2¢

3. Pocet pripustnych nadrovin je 2a;_ ;.

Dikaz. 1. Poget vSech podprostor dimenze h/2 konfigurace K je pravé a,; 2-
Kazda dvojice téchto podprostori je jedinym prostorem P,, a tedy jejich pocet
je a:/z,h/z-
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2. V K existuje pravé ag,— 12 - 1)2 prostora dimenze (h — 1)/2a @y 12,04 112
prostori dimenze (h + 1)/2. Dostavame celkem dg,— 1),2.t1- 1,28+ 1)/2.n+ 1)/2 AVOjiC
téchto podprostori, kde prostor dimenze (h — 1)/2 je prvnim prvkem této dvojice.
Déle dostavdme stejny podet dvojic, kde prostor dimenze (h — 1)/2 je druhym
prvkem této dvojice. Je tedy podet vSech téchto dvojic resp. prostorit P, pravé
20— 1y72,0- 1)/29h+ 1)/2.(h+ 1)/2-

3. Poget Py,_, = [P,_,, A] je pravé a,_, 4, tj. pocet nadrovin konfigurace K,
a pravé tak existuje a_, ,_, prostorti Py, = [Ay Pry]-

Véta 8. Nechi s < h. Pocet pFipustnych podprostorii P, obsaZenych v pFipust-
ném P, je:
apy .52 Pro his sudé,

20,,/2.(5_1)/201,/2'(34.1)/2 pro h sudé a s liché,

why -

Ah-1)72.5/2%h+1)/2.5/2 Pro s sudé, h liché a mensi nez 2k — 1,

4. an-1y2,6- 1729+ 12,5+ 1172 F Qh=1y2.s + 128+ 1)/2,5-1y72 Pro h i s liché
ah<2k-—1,

5. Gu—1,52052,52 Pro h =2k — 1 a s sudé,

6. Aoy (s- 129+ 1205+ 1y2 T Ao 1.5+ 1)20(s- 1y2.5- 12 PrO h = 2k -1 as
liché.

Dukaz. 1. Necht P, = [P, ,, L, ,]a P, = [Py, L, ;). P, = Py, jestlize Py, < Py,
a Ly, = Lyy,. Pocet prostorii P, obsazenych v Py, je ay3 5. Pravé tak polet L,
obsazenych v L, je ay > 5/,. Pocet dvojic téchto prostori resp. pocet P je tedy a,f,z_s,z.

2. P = [Ph/Z’ Lh/Z] a P = [P(s—l)/Z’ L(s+1)/2] nebo [P(s+1)/2’ L(s—l)/Z]' Pocet
Pis—1y2 © Prj2 J€ Q2 -1y @ polet Ly )2 © Lyjz J€ appa s+1)2- Kazdd dvojice
[Pis—1y12s Ls+1y2] Je hledany P, =" P, a t&chto P, je tedy @ua.(s—1)/2m2.i5+ 1)/2-
Existuje jest¢ stejny poCet P, = [Py, Lis—1)2), @ tedy celkovy pocet hleda-
nych Py je 2ay3 (s~ 1)/29m2 (s+1)/2-

3. Necht Ph = [P(h—l)/Z’ L(h+1)/2] a Ps = [PS/Z’ Ls/Z]' V K eXiStuje a(h*l)/l,s/z
prostord Pyy @ Ph_1y2 @ Qs 1y)2.62 Prostort Ly, © Ly 12 CSI0 G154 -
- A+ 1y/2.572 Je tedy pocet viech dvojic [P;,, L2 ]

4' NeCht Ph = [P(h—l)/27 L(h+l)/2] a Ps = [P(s—l)/25 L(s+1)/2] nebo [P(s+l)/2y
Li-1)2])- Z predchazejicich avah je zfejmé, Ze &islo -1, 1129+ 12,5+ 1))2
udava potet Py = [Py, Lss1y2] © Py @ &islo G125+ 11290+ 12,6~ 12 J€
potet Py = [Py 1y2, Lis—1y2] < P

5. Kdybychom v ptipadé 3, nekladli omezeni h < 2k — 1, potom pro h = 2k — 1
J€ Ah_1y)2,2 = i, @ takto indexované &islo v matici konfigurace K neni. Vyznam
tohoto ¢isla viak ziistava a sice pocet viech P, v 4, — v konﬁguracn K je tento pocet
vyjadfen &islem ag2.5/2-

6. Tento piipad dostaneme, jestlize v 4. nahradime &islo a+1)/2,(s—1)2 Cislem
Qs 1y2.s+1)2 @ CISIO A4 1)/2 (s—1)/2 Cislem As—1)/2.(s— 1)/2°
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Véta9. Nechr's > h. Pocet pripustnych podprostorii P, obsahujicich pripustny P, je:
1. a,z,,zy,/2 pro h i s sudé,
2. 2ay,3 s 1y/29n2.(s+1)2 Pro h sudé, s liché a mensi nez 2k — 1,
3. Au-1)2.529G+1)12.52 Pro h liché a s sudé,

4. A= 1y2.05- 17290+ 1)/2.5- 12 T ot 112,05~ 1)/28h- 1y 2.0+ 1772 Pro b liché, s sudé
a mensi ne 2k — 1,

6. a(h_‘),z_k_1 + a(h+1)/2.k—l pro lichéas =2k — 1.

Dukaz. V ptipadech 1), 2), 3) a 4) jsou uvedena &isla formalné stejnd jako
ve v&t€ 8. Rozdil je v3ak ten, Ze zde je s > h a uvedena &isla a,; udavaji pocet
prostori P, obsahujicich P,. Ve vét& 8 tato &isla uddvala pocet P, obsaZzenych v P,.
Jinak je diikaz téchto &tyf pfipadit zcela obdobny pfedchazejicimu dikazu a proto
jej nebudeme provadét.

5. Tento pfipad dostaneme z 2., jestlize ¢islo a,,, , bude pocet prostorl A, obsa-
hujicich P,;, — prostor 4, je vSak jediny.

6. Podobné v 4. je ayiqy i =12 ag-qy24 = 1.
Z predchazejiciho snadno dokazZeme tuto zajimavou a dileZitou vétu:
Véta 10. Nechi' v A, (afinni bodovy prostor, jehoZ zaméFeni je vektorovy prostor

nad télesem redlnych Cisel dimenze k) existuje konfigurace K dand matici (1).
Potom v A,, existuje konfigurace K, typu:

2
(2) o0 2ay,
o 2a90a,,
dr-1.0 A-1.1
Qoo agy
a40doo a, a9 + doo

ak‘]_oaoo a“ak_,_o + ak-l.laoo e

PN 2a0,k-—l 2 2a()l v 2ao‘k—l \
Ay k-1 1 Aoy + 1 oo Gop—y + Ay k-1
co. 2a0085 -y k-1 1 oy cee Gok-1
Ap—1,k-1 2a, oy ao.k-1
k-1 k-1910 dio 2a,, e Q-1
Aoy k-10k-1.0 T o0 Gk-1,0 G-11 -+ 20k 1 k-1 /
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a konfigurace K, typu:

2
(3) aoo 2(100001
Aoodio 2a90a,,

Ay 2.00k-1.0 Ak-2.00k-1.1 + g2 18- 1.0

2
ai-1.0 2a,-1,08k-1.1
di-1.0900 Ap-1.0011 + Ax- 11900
2
- Gok-1 2a4 4
- Aok-191 k-1 Aoy-1 + Ay k-1
c Q-2 k=101 k-1 -2 k— 19— 1.k-1
2
- A1 k-1 2ap -1
2
- Ok k-1 2a; 4 4y

Dukaz. Konfigurace K, a K, existuji v modelu 4,; = A, x A, — to je zfejmé
z vét 4 a7 9. Cisla na hlavni diagondle matice (2) dostaneme podle véty 4, pod hlavni
diagonalou podle véty 5 a &isla nad hlavni diagonalou jsou uréeny vétou 6. Podobné
&isla na hlavni diagonale matice (3) jsou ur&eny vétou 7, pod hlavni diagondlou vétou 8
a nad hlavni diagonalou vétou 9. ProtoZe v konfiguraci se jedna jenom o incidenci
podprostoril a tato vlastnost je afinni invariant a naSe véta plati pro jeden model,
potom plati i v obecném resp. abstraktnim prostoru A,,. '
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Zusamenfassung
UBER EIN MODELL DES 2k-DIMENSIONALEN AFFINEN RAUMES
JaroMir KRrys, Hradec Krélové
In der Arbeit werden Konfigurationen in A,, mit Hilfe der Konfiguration in A,

konstruiert. Der Verfasser beniitzt dabei ein spezielles Modell von A,,, dessen
Konstruktion am Anfang der Arbeit beschrieben ist.
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