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&asopis pro p&tovani matematiky, ro¥. 101 (1976), Praha

RUZNE

O CISELNOTEORETICKEJ FUNKCII d(n)

PAVEL BARTOS, Bratislava

(Doslo diha 9. septembra 1974)

O potte d(n) kladnych delitefov prirodzeného &isla n > 1 plati

(1) din) = (o; + 1) (o + 1) ... (x + 1)
ked

@ n=pi'py ... pi

je kanonicky rozklad &isla n (pozri napr. [1], str. 27')).

V tomto &ldnku nds zaujima, o moZno povedat o hodnote funkcie d(n), ak kano-
nicky rozklad &isla n nie je znamy uplne.

V cviCeni 1 na strane 158 diela [2] je uvedend veta: Nech n > 1 je prirodzené
¢islo. Potom d(n) < 2/n. Bez dokazu uvedieme spresnenie tejto vety:

Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Ak je n Stvorcom celého ¢isla, tak d(n) <
< 2/(n) — 1, pricom rovnost plati prdve vtedy, ked n = 4 a v ostatnych pripa-
doch d(n) < 2[\/n], pricom rovnost plati vtedy a len vtedy, ked n = 2,3,6,8, 12,
24,

V daliom sa snaZime ziskat tesnejsie ohranienie d(n), neZ poskytuje tdto veta.

Veta 1. Nech n = p1'p% ... i, Py < p, < ... < py; je kanonicky rozklad
prirodzeného ¢isla n a nech o = max {«;, ,, ..., a}. Potom plati

(3) n]ogZ/a]ogpk < d(n) < nlogZ/Ioan
pri¢om rovnost plati prdve vtedy, ked n je prvocisio.

Dokaz. Plati
k . k
nlog2/ulogpk — H(p?;)logZ/alogpk § p:klogZ/ulogpk — 2k é H(ai + 1) — d(n)
i=1 i=1

1y Tu sa funkcia d(n) oznaduje symbolom z(n).
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pritom rovnost plati prave vtedy, ked p, = p, = ... = p,, teda ked k = 1 a ked
suCasne a = 1, teda ked n je prvocislo.
Dalej plati

k

H(ai + 1) = d(n)

i=1 i=1

v

(4) nloglllosm — lﬁl(p?i)logﬂlogpx > ﬁ(paiu)logﬂlogm = flzas
, i=1

i=1

lebo matematickou indukciou sa Tahko dokdze, 7e 2* = « + 1, pri¢om rovnost

plati prave vtedy, ked « = 1. Rovnost v (4) plati zrejme tiez vtedy, ked k = 1, a = 1,
Cize ked n je prvocislo.
Tym je veta dokdzana.

Veta 2. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo, ktoré nemd prvociselného delitela men-
Sieho nez p,.

Potom
(5) d(n) < nlog2/logno

pri¢om rovnost plati prdve vtedy, ked n je prvocislo, p, = n.
Dokaz. PretoZe p; = p,, vyplyva (5) z (3).

Pozndmka. Ak je n zlozené &islo, potom p, < n/p, a teda podla (3) plati

d(n) > nlos2/a10g(n/po) .

Ak napr. 23 ¥ n, teda p, =5, je podla (5) d(n) < n'#?/'°®% < n®* < vn.
Ak je py = 101, je d(n) < n®'%°% < 3/n.
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