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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 101 (1976), Praha 

RŮZNÉ 

O ČÍSELNOTEORET1CKEJ FUNKC1I d(n) 

PAVEL BARTOŠ, Bratislava 

(Došlo dna 9. septembra 1974) 

O počte d(n) kladných delitelov prirodzeného čísla n > 1 platí 

(1) d(n) = (at + l ) (« 2 + l ) . . . ( a k + l) 

keď 

(2) n = PVpa
2

2...p? 

je kanonický rozklad čísla n (pozři napr. [ l ] , str. 271)). 
V tomto článku nás zaujímá, čo možno povedať o hodnotě funkcie d(n), ak kano­

nický rozklad čísla n nie je známy úplné. 
V cvičení 1 na straně 158 diela [2] je uvedená veta: Nech n > 1 je pr Ir od zené 

číslo. Potom d(n) < l^Jn. Bez dókazu uvedieme spresnenie tejto vety: 
Nech n > 1 je prirodzené číslo. Ak je n štvorcom celého čísla, tak d(n) S 

^ 2yJ(n) — 1, pričom rovnost' platí právě vtedy, keď n = 4 a v ostatných prípa-
doch d(n) 2g 2[>/n], pričom rovnost' platí vtedy a len vtedy, keď n = 2, 3, 6, 8, 12, 
24. 

V ďalšom sa snažíme získať tesnejšie ohraničenie d(n), než poskytuje táto veta. 

Veta 1. Nech n = p^p*? ••• Pkk> PÍ < P2 < ••• < Pkl Je kanonický rozklad 
prirodzeného čísla n a nech a = max {<xí9 a 2,. . ., a j . Potom platí 

ty nlog2/alogPfc g d ^ g ^logl/logP! 

pričom rovnost' platí právě vtedy, keď n je prvočíslo. 

Dokaž. Platí 
k - k 

nlog2/*logpfc = J - | /|?«ťyog2/alogpfc g ^log2/«logpfc = 2 ^ ] ] ( a i + 0 = d(n) 
i = l 1=1 

*) Tu sa funkcia d(n) označuje symbolom T(«). 
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pričom rovnosť platí právě vtedy, keď px = p2 — ... = pk, teda keď k = 1 a keď 
súčasne a = 1, teda keď n je prvočíslo. 

Ďalej platí 
k k k k 

( 4) „íogi/iogpi _ j=j(p«,yoB2/iogp1 = pj^,jiog2/iogp, _ Yl2ai _ n(oíi + 1) = </(") 
i = l i = 1 i = 1 i = 1 

lebo matematickou indukciou sa Tahko dokáže, že 2a _ a + 1, pričom rovnosť 
platí právě vtedy, keď a = 1. Rovnosť v (4) platí zrejme tiež vtedy, keď k = 1, a = 1, 
čiže keď n je prvočíslo. 

Tým je veta dokázaná. 

Veta 2. Nech n > 1 je prirodzené číslo, ktoré nemá prvočíselného delitela men-
šieho než p0. 

Potom 
(5) d(n) _ nlog2/logpo 

pričom rovnosť platí právě vtedy, ked n je prvočíslo, p0 = n. 

Dokaž . Pretože pY _ p0, vyplývá (5) z (3). 

P o z n á m k a . Ak je n zložené číslo, potom pk _ njp0 a teda podlá (3) platí 

d(n) _ ni°z
2^osWp°) . 

Ak napr. 2,3 Jf n, teda p0 = 5, je podlá (5) d(n) „ n
I o g 2 / l o g 5 < n 0 ' 4 4 < jn. 

Ak je p 0 = 101, je d(n) < n0A502 < 5Jn. 
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