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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 93 (1968), Praha

SOUVISLOST CYKLICKE A RADIALNI VARIACE CESTY
S JEJI DELKOU A OHYBEM

Jiki STuLc, Jiki VESELY, Praha
(Dodlo dne 14. Fijna 1966)

Tento &ldnek pojedndvd o vlastnostech cyklické a radidlni variace cesty. Shrnuje
pfehledn& n&které vysledky z citovanych praci [2]—[4] a zpracovdvd podrobngji
vysledky ohldfené bez dikazt v [1]. N&kterd tvrzeni, a to zejména v &st 1, kterd
m4d pfipravny charakter, uvedeme bez dikazu s odkazem na citovanou literaturu.
V &asti 2 je vySetfen vztah cyklické a radidlni variace cesty k jeji délce, ¢asti 3 je vé-
novdna studiu ohybu cesty a jeho vztahu k rotaci cesty studované RADONEM.

1. Symbolem E; budeme oznadovat euklidovsky k-rozmérny prostor s obvyklou
normou, kterou budeme znaéit | . | Budeme pievdZné pracovat v E,, ktery ztotoZiiu-
jeme s rovinou komplexnich ¢&isel. Zdkladni pojmy a oznaleni z teorie komplexnich
Cisel a funkci jsou uZivdny v bé€Zném smyslu. Pod pojmem cesta budeme rozumét
spojité zobrazeni (omezeného) intervalu J do E,; obraz intervalu J pfi tomto zobra-
zeni budeme nazyvat grafem cesty. Pro k = 1 budeme misto cesta obvykle Fikat
funkce. Je-li y cesta definovand na intervalu J, definujeme

(1) vary [7] = sup 3, [9(65) = ¥(e)),

kde supremum bereme pfes viechny koneéné systémy kompaktnich nepfekryvajicich
se intervall {a;, b;) = J, j = 1, ..., n. Bude-li to z typografickych diivodi vhodné,
pouZijeme oznateni var [y; J] misto var, [J]. Rekneme, Ze y je cesta koneéné délky,
je-li var, [J] < +co. Délenim D intervalu J nazyvdme kaZdou kone¢nou mnoZinu
navzdjem riznych bodd z intervalu J, jejichZ soufadnice jsou uspofdddny podle
velikosti, tj.

D={t}j.o={to<ty<...<t), t;€J, j=1,..,n.
Dgleni D pfifazujeme &slo v(D), definované vztahem («, § jsou krajni body J)
(1.2) V(D) =max[to —a, t; — t;_y, f — t,],

15jsn
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které nazyvdme normou déleni D. V daliim necht i jest cesta definovand na interva-
lu J. Je-li J = <a, b) kompaktni interval a pfifadime-li kaZdému dé&leni D tvaru
D={a=t,<..<t,=b}dislo

(1.3) V(D) =j;l|//(t,-) = ¥(t-0)l

je zndmo, Ze plati

(1.4) var, [{a, b)] = lim ¥,(D).
v(D)-0

UvaZujeme-li var, jakoZto funkci intervalu na systému vSech intervalti obsaZenych

Mivr

v J, lze z ni Carathéodoryho metodou (viz napf. [11]) ziskat vn&jsi miru na systému
viech podmnoZin intervalu J, resp. po zliZeni tohoto oboru uplnou miru, kterou
budeme znacit var,. Je-li f funkce definovéna na intervalu J, var, [J] < + oo, je
zndmo, Ze v kaZdém bodg& t e J (se zfejmou vyjimkou, tykajici se krajnich bodi)
existuji vlastni jednostranné limity f(¢t+), f(t—). (Viz [11], str. 370.) Zavedeme-li
oznadeni

(1.5) Yy z)={t;teJ, y(t) = z}

a oznatime-li symbolem N,(z, M) poet bodit mnoZiny

(1.6) Yy (z)nM, McJ,

plati ndsledujici tvrzeni (», znadi jednorozmérnou Hausdorffovu miru v Ek.):

1.1. Véta. Necht { je cesta definovand na intervalu J, G otevFend mnoZina v J.
Potom Ny(z; G) je xy-méFitelnd funkce proménné z a plati

(17) var, [G] = j N5 0)6().

Toto tvrzeni je zndmo pro pfipad G = J, J kompaktni; ve specidlnim pfipadé pro
redlné funkce je to tak zvand Banachova véta. Odtud vyplyvd i platnost véty ve for-
mulaci 1.1 (viz [8]). Diisledkem této véty jsou ndsledujici jednoduchd lemmata:

1.2. Lemma. Nech?' Y je cesta definovand na intervalu J, H uzavfend mnoZina v J,
%y Y(H) = 0. Je-li y systém vSech komponent I mnoZiny J — y~'(H), plati

¥ var, [1] = var, [J].
Iey
1.3. Lemma. Necht' {y je cesta definovand na intervalu J, va.'rw [V] < + . Pak

var, [M] = Ny(z; M) dx,(z)
v(J)

pro kaZdou mnofinu M < J typu G;.
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1.4. Lemma. Nechr { je cesta konecné délky definovand na intervalu J. Potom
pro M < J plati var, [M] = 0 prdvé kdy? plati », y(M) = 0.

Dukaz viz [3], lemma 3.4.

V dal§im jiZ pracujeme stdle jen s cestami v E,. Pro cestu ¥ definovanou na inter-
valu J a bod z € E, budeme symbolem {y — z znadit cestu ¢ definovanou na interva-
lu J pfedpisem

o) =y() -z, telJ.

Pokud to bude moZné, budeme pouZivat tohoto zkrdceného oznadeni. Cestu ¥
budeme nazyvat uzavienou, bude-li definovdna na kompaktnim intervalu (a, b)
a bude-li y(a) = Y(b). JestliZe pro kazdé dva riizné body ¢,, t, intervalu J, z nichZ
aspoii jeden je vnitfni, plati y(t;) + Y(t,), Fekneme, Ze cesta ¥ je jednoduchd. Graf
jednoduché uzaviené cesty je tedy Jordanova kfivka. Omezenou komponentu doplii-
ku Jordanovy kfivky v E, nazveme Jordanovou oblasti. Symboly Re z resp. Im z
budeme znadit redlnou resp. imagindrni &dst &isla z € E,; pro z # 0 bude arg z znadit
mnoZinu {«; « € Ey, z = |z| €’}. Je-li F komplexni, od nuly riiznd funkce na topolo-
gickém prostoru T, potom spojitou vétvi arg F nazyvame spojitou funkci « na prosto-
ru T, pro kterou plati &(x) € arg F(x) pro kaZdé x e T.

1.5. Lemma. Je-li F komplexni, od nuly riznd funkce definovand na souvislém
topologickém prostoru T, o, a, spojité vétve arg F na T, pak existuje celé &islo k
tak, Ze plati oy — o, = 2kn na T.

Pro ¢ = 0, z° € E, budeme v dalsim uZivat oznadeni

(1.8) K/ (z°)={zz€E,; |z - 2% < g}, C(z°) = {z;z€E;, |z — 2°| = ¢} .

1.6. Lemma. Necht y je cesta definovand na intervalu J, z° € E,, z° ¢ ¥(J). Pak
existuje spojitd vétev arg [y — z°] na J.

1.7. Lemma. Necht { je cesta definovand na intervalu J, G jednoduse souvisld
oblast v E,, Y(J) n G = 0. Potom existuje spojitd vétev arg [Y — z] na mnoZiné
JxG(teJ,zeG).

Ditkaz struéné naznatime: Pro t, € J existuje spojitd vétev arg [y(t,) — z] na
mnoZing G (viz [12], kapitola IV., § 3). Ozna¥me ji f(z). Podle pfedeslého tvrzeni
existuje ,(f) — spojitd vétev arg [Y(f) — z] na intervalu J; volime ji tak, aby platilo
7:(to) = B(z). PoloZime-li «(t, z) = y,(t), je a hledanou spojitou v&tvi arg [y — z]
na mnoZiné J x G.

1.8. Lemma. Nechf G je Jordanova oblast, z° € G (uzdvér G). Potom ke kaZdému
okoli U(z°) bodu z° existuje Jordanova oblast G,, pro kterou plati:

Gu{z’l =G, =cGuU(2%.

82



Diikaz. Pro z° € G stadi kldst G; = G. Necht tedy je z°€ G — G = H (hranice
tvofend Jordanovou kfivkou). Existuje homeomorfismus h zobrazujici C,(0) na H,
ktery je moZno rozsifit (viz [9], kap. IX, § 54, V.) na homeomorfismus zobrazujici
sféru S =E, U {0} na sebe. Necht tento roziifeny homeomorfismus pfevddi
komponentu U mnoZiny S — C4(0) na G a necht pro bod ¢ € C,(0) jest h(() = z°.
Potom Ize za G, kldsti G, = h(U u K({)), kde ¢ > 0 je zvoleno dostatetn& malé.

1.9. Lemma. Necht G je Jordanova oblast, z° € G,  cesta definovand na interva-
lu J, pFi cem? je Y(J) n (G L {z°}) = 0. Pak existuje spojitd vétev arg [ — z] na
mnoziné J x (G v {z°})

Diikaz. V pfipadé z° € G se tvrzeni redukuje na lemma 1.7. Necht je tedy z° €
€ G — G. Zvolme posloupnost kompaktnich intervald I,,, UI =J,1,<1,,,. Pro

viechna n je z° ¢ y(I,); zvolme tedy posloupnost okoli bodu z° tak, aby platilo
U,(z°) ny(I,) = @ pro kazdé n. Podle 1.8 ur&ime Jordanovy oblasti G, tak, aby
platilo

Gu {z°} = G, = GuU U, 2%

a uZitim 1.7 vybereme spojité vétve arg [y — z] na mnoZindch I, x G,, které ozna-
&ime «,. Vybér lze provést tak, aby a,, ; byla rozsifenim a, z mnoZiny I, x (G u {z°})
na mnoZinu I,;; X (G u {z°}). PoloZime-li «(t, z) = a,(t, z), kde n volime tak, aby
bylo tel,, jest potom a hledanou spojitou vétvi arg [y — z] na mnoZin& I x

x (G v {z°)).

1.10. Definice. Necht y je cesta definovand na intervalu J, y(t) # 0 pro te J.
Necht J je interval o krajnich bodech a, b, a < b (nemusi byt kompaktni). Oznatme 9
spojitou vétev arg Y na J. Existuji-li koneéné limity

(1.9) (a+) =1lm (), 9b-)= lim_S(t) s
definujeme o "
(1.10) A arg [Y(1); J] = darg[y; J] = 9(b—) — Y(a+).

Definovany pfiriistek arg y na intervalu J je zfejmé& nezdvisly co do existence i hod-
noty na volbé spojité vétve arg 9.

1.11. Lemma. Nech? y je cesta definovand na intervalu {a, b). Pak funkce
4 arg [y — z; <a, b)] je harmonickou funkci proménné z na mnoZiné E, —

Dikaz viz [2], lemma 1.10. M4-li { kone&nou délku, Ize vyuZit vztahu

(1.11) darg[y — z;<a, b)] =Im r E(%)ﬂi)_z ,

83



ze kterého téZ vyplyvd
(1.12) . lim darg[y — z;{a,b)] = 0.

|z} +

1.12. Definice. Je-li y uzaviend cesta definovand na intervalu {a, b), pak pro b'ody
z € E; — ¥({a, b)) definujeme

(1.13) indy z = ZLA arg [y — z; {a, b)].
T

Funkce ind,, nabyvd pouze celoCiselnych hodnot a jest konstantni funkci na kazdé
komponenté mnoZiny E, — ¥(<a, b)). Je-li Y Jordanova ki¥ivka, nabyvd ind, hod-
noty 0 nd neomezené komponenté mnoZiny E, — ¥(<a, b)), na omezené kompo-
nenté pak hodnoty 1 resp. —1; v souhlase s tim Fikdme, Ze cesta jest kladné resp.
zdporné orientovand.

1.13. Lemma. Necht  je cesta definovand na intervalu J a necht U je uzaviend
usecka o koncovych bodech z', z2 disjunktni s grafem . Pak plati

(1.14) o |A arg[Y — 24 J] — darg[y — 2%, J]| £ 2n.
Dikaz viz [2], lemma 1.6.

1.14. Definice. Nechf ¥ je cesta definovand na intervalu J. Rekneme, %e bod
{ € E, jest Yy-normdlni, je-li 4 arg [y — {;I] definovdn pro kaZdou komponentu I
mnoZiny J — ¢ !(¢) (viz (1.5)). Pak klademe

(1.15) 4y(¢) = Xlarg [y - 511,

kde stitdme pies viechny komponenty I mnoZiny J — ¢~'({). Podobng je-li J,
interval, J, = J a { je Y-normadlni bod, klademe

(1.16) - 305 J) =Y |aag[y - :1]],

kde s&itdme pfes viechny komponenty I mnoZiny J; — ¢~ !({).

1.15. V&ta. Necht'ys je cesta definovand na intervalu J, z € E, — ¥(J) je Y-normdl-
ni bod. Necht C, je mnoZina vSech Y-normdinich bodi { € y(J), pro néf je {z +

+1(( = 2); 1€<0, D} 0 Y(J) =
Pak je

(117)  |darg[y — zJ]| < inf [(N(0) + 1) - 25 + 2,(0)],
kde N({) udévé poget bodé mnoZiny ¥~ *({).
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Diikaz. Zvolme Ce C. tak, aby Ny({) < +co. Necht {I,}?_, je systém kompo-
nent mnoZiny J — I(C uitim 1.13 dospivdme k odhadu |4 arg [y — z; J]| <

= iJafg v-41] +_§114 arg[y — (1] — darg [y — z ]| < 4,(0) + 27p <

< 4,(C) + 2n(Ny(¢) + 1). Odtud pfechodem k infimu obdrZime dokazovany vztah
(1.17).

1.16. Definice. Necht i je cesta definovand na intervalu J. Koncové body J ozna-
&ime a, b, a < b. Pro t € (a, b) definujeme

) = lim YW ¥ Y(u) - ¥(t)
(1.18) o(1) = lim YOETOR I

pokud ovSem tyto limity existuji. Pokud existuji pfislu$né limity, definujeme analo-
gicky t,(a), 7, (b). JestliZe pro bod € J existuji obe limity a jsou si rovny, ozna&ime
jejich spoleénou hodnotu t,(t). Plati:

1.17. Véta. Necht' y = Y, + iy, je cesta konecné délky definovand na intervalu
<a, b). Potom pro var,-skoro viechna te J jsou definovdny symboly t; (1), 7, ()
a jsou si rovny, tj. veli¢ina t,(t) je definovdna vary-skoro vSude na intervalu {a, b).
Je-li f funkce definovdna na intervalu {a, b), pak plati

b b b b
(1.19) J‘fdnh:J‘f.Rerl,,dvarw, jfd¢2=If.Imr¢dvm¢,
a a a a
jakmile maji smysl levé strany. Specidlné pak plati
b
(1.20) W(b) - ¥(a) = J vy d var, .

Dikaz. PoloZme s(a) = 0, s(t) = var, [<a, t)], t €(a, b). Potom s(t) je spojitd
neklesajici funkce zobrazujici interval {a, b) na jisty interval <0, L). Je-li u € 0, L),
je s™*(u) interval v <a, b, na ndmz je Y konstantni. Oznadime-li ¢(u) = @,(u) +
+ i ¢,(u) hodnotu ¥ na tomto intervalu, dostaneme cestu ¢ definovanou na intervalu
<0, LY, jeZz md ndsledujici vlastnosti: je-li I interval, I < <0, L) pak x,I =
= var, [s~!(I)] = var, [I]. Odtud plyne, Ze pro kaZdou mnoZinu M < <0, L) plati
%M = var, [s"'(M)] = var, M. Oznalime M, mnoZinu t&h u € <0, L), pro n&Z
¢'(u) neexistuje nebo |¢'(u)| + 1 a M, mnoZinu vSech u € <0, L) pro néZ jest s~*(u)
nedegenerovany interval. Pak ale je x;M; = 0 (viz [10], kap. 1 Ne5), »,M, = 0,
nebot M, jest nejvyse spocetnd mnoZina. Plati tedy

(1.21) var, [s"!(M;) us~!(M,)] =0
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Pro t ¢ s™'(M,) U s™!(M,) plati

im V@) —¥(0) _ o o(s(w) = o(s(8) _ i
=) T s e

0=t YO VO _ V) v ) = )]
st [y(u) ~ w(e)| u—°r+ s(u) — (1) .,ar+ s(u) — s(1)

=0 (s(t)) : I(p (S(t))' =@ (S(t)) ’

5 (1) = lim WO =¥ _ o W) =) W) = ()] _
wst= [W(u) — Y(t)|  w-e- s(t) - s(u) u->t~ s(t) — s(u)

= @'(s(0) : [o(s(0)] = #'(s(1).

a tedy pro tato t plati 7,(f) = ¢'(s(f)) (vzhledem k (1.21)) pro var,-skoro viechna ¢
z intervalu {a, b).

Nechf f jest funkce definovand na intervalu {a, b). Definujme pro <0, LY — M,
(kde s™! je prostd funkee) funkei F predpisem F(u) = f(s~*(u)). Pak F(s(t)) = f(t)
pro var,-skoro viechna t € {a, b) (resp. také pro var, -skoro viechna ¢, i = 1, 2)
a uZitim vét o transformaci Lebesgue-Stieltjesova a Lebesgueova integralu (viz [6],
[7]) obdrzime

j "fe) dva) = j "Fs(9) dou(s(9) = [ :F(u> i) = | :F(u> o/(u) dus =

= JbF (s(t)) ¢'(s(r)) ds(r) = Jﬂ'(t) .Re7,(t) ds(t) = jbf .Ret,dvar,.

Analogicky obdrZime i druhou &dst (1.19). Disledkem (1.19) je pak (1.20).
V dal§im vyuZijeme je3té ndsledujiciho tvrzeni:

1.18. Lemma. Necht ¢ je neklesajict funkce na intervalu {a, b) a necht f je na
intervalu {a, b) o-integrovatelnd. Polofme F(a) =0, F(t) = [} f(u)do(u) pro
te(a, b). Potom plati:

‘va:F [Ka, b)] = jb]f(u)l do(u) .

Dikaz viz [10], kap. V., Ne 90, pozn. 1 pod &arou na str. 241.
Zavedeme jesté ndsledujici oznadeni: nechf z!, z2 + 0, potom klademe

(1.22) z' 022 = Re z! Re 22 + Im z' Im 22
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(skaldrni souin vektord z', z2). Jsou-li z*, z% € E2, PoloZime

zl

2
1.23 arc (z!, z%) = arc cos Z 2z

( ) ( ) lzll lzzl
(velikost neorientovaného Ghlu vektord z*, z2). Zfejme je arc (21, z?) spojitou funkci
proménnych z!, z2. Pro a, B € E, plati zfejmg

(1.24) arc (e, e) < |B — o

pii SemZ rovnost nastdvd pravé tehdy, je-li |8 — zx] =7

1.19. Lemma. Nechf z', z2 € E,, |z*| = |2?| = 1. Pak plat{

(1.25) |z — 22| < arc (2, 2%) £ g— |2 — 2|
a

1_ 2
(1.26) im =2y

lz21-22|~0 arc (z', z%)

Diikaz. Ozna&ime-li a = arc(z!,z%) je z' 0 2z> = cosa a (1.25) Ize po upravé
pfepsat do tvaru

.o
sin— <

IIA

«
2
jehoZ platnost je pro o < = zfejmd. Podobné je

|zt — 2% — lim 2sin o2

Ii =1,
2t —lg}-»o arc (z', z%) av0+ @
coZ bylo dokdzati.
1.20. Lemma. Pro z! # 0 + z2 plat/
(127 ot = 27 = '] = 2 + oo (2, 2

Diikaz. PoloZme z' = |z!| e", 22 = |z?| €®. Podle pfedchoziho lemmatu je
ot = ] = [ e 28] [ o8 — || o] =
< |2t e — €| + ||2'] - |2?|| S |2| axc (2, 2%) + ||| = |2l

coZ bylo dokdzati. .
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1.21. Definice. Necht ¥ je jednoduchd cesta definovand na intervalu J o koncovych
bodech a, b. Je-li z € Y(J), Yy ~*(z) = t poloZime

(129) o#(2) = aro (530, 5 1)
existuji-li limity 7, (t) 1, (). Je-li y~1(2) = {a, b} a existuji-li t; (a), 7, (b) klademe
(1.28') w¥(z) = arc (v;(a), 7, (b)) .
Pro jind z neni ¥ definovdno. Bod z € y(y) nazveme tthlovym bodem cesty ¥, je-li

w¥(z) definovéno a je *(z) > 0.

1.22. Lemma. Necht {y je cesta konecné délky definovand na intervalu {a, b},
[¥(?)] > 0 pro t € (a, b). Potom plati

(o) = 96a) = [ ,—jl oy dvar,.

Diikaz. Funkee of() = |¢| md na mnoZing G = {{;{| > 0} spojité parcidlni deri-
vace prvého Fédu a je grad o) = {/|{|. Podle 1.17, 1.18 plati proa < t; < t, < b

2y, 2y
t2 1 1 L2 d 2 = ~ort,d .
W)l = o)l = J pt f o] f ] v

Z4dany vztah obdrZime limitnim pfechodem pro t; — a+, t, = b—.

1.23. Lemma. Necht \ je cesta konecne délky definovand na intervalu {a, b).
Potom pro z € E, plati

[¥(8)—z| — |¥(a) — z] =f 'j : z . 1, d var, .

Ditkaz. Pro Y ~!(z) n (a, b) = 0 plati tvrzeni podle 1.22. Necht proto ¥ ~!(z) n

n(a,b) 0, c=inf Yy '(z), d ="sup Y~ !(z). Oznalme y systém vSech kompo-
nent I mnoZiny {c, d) — ¥~ (z). Podle 1.22 pro I € y plati

otydvar, =0.
flw—zl ¥ v

Didle je

— (@) — 2| = [W(e) — 2| - (@) — 2| = Jﬁ%‘lwdw
() — 2| = [6(b) — 2| ~ [v(d) - 7| = j,ij—z—,da:
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JelikoZ podle 1.4 je var, [y~ !(z)] = 0, vyplyva odtud sedtenim viech t&chto vztaht

b — —
j\d/ Zotwdvax,,,=j‘ v zor,,,dvar,,,=

oV~ 2| @py-v-1 ¥ = 7|

Y —z

+ZJ\ VoL otwdvar¢+.“b£:_z°fwdvafw=W(b)”zl"“[’(a)_zl’
Iey Illl/—Z‘ ‘\ﬁ—zl

d

coZ bylo dokdzati.

1.24. Lemma. Nech? jecesta definovand na intervalu J, y(t) % 0 pro t € J, anecht
jest spojitd vétev arg  na intervalu J. Pak jsou si rovny ndsledujici veli¢iny:
i) var, [J],
i) var [y/|y]; J],

iii) supjglarc (¥(b;), ¥(a))),

kde supremum bereme pres vSechny konecné systémy nepi’ekrjﬁvajicz’ch se intervalit
{aj by = J,j=1,2,...,n.

Dukaz. Stadéi zfejmé predpoklddat, Ze interval J jest kompaktni. Potom pro libo-
volné déleni D = {t;}7_, intervalu J je podle 1.22 a 1.21

5[ b 5 40, 9000 2 ) - -

i=1

Odtud pfechodem k supremu pfes vSechna d€leni D intervalu J plyne

varyy [J] = sup Zlarc (W(t;-1), ¥(t))) < var, [J].
i=
Pro libovolné k > 1 1ze nalézt 6 > O tak, aby platilo zdroveii
tota€J, |ty — 1] < &= |oty) — a(t;)] <=

|z1| = izzl =1, |z - 2% <d=arc(z!,2?) < klz' — Z%.

Je-li v(D) < 6, plati

S at) — aft;_, =Y arc ) u(t) < "l‘/’(‘j)_'/’(tj-x)l.
,-2‘1‘ (t) = oft;-0) ,~Z‘1 (ty-a), V(1) = ki;“‘P(‘j“ W(t;-o)l|

Odtud pro ¥(D) — 0 vyplyvd vzhledem k (1.4) pro libovolné k > 1 vztah var, [J] <
< k. vary,y, [J], z n&Z vyplyvé platnost 1.24.
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1.25. Lemma. Nechf z', z2, { jsou tFi navzdjem riizné body z E,. Bud § > 0 tak
malé, Ze plati 2/ ¢ K,({) pro j = 1,2. Oznacéme F(z) spojitou vétev arg [z — z']
na kruhu Ky(). Existuje-li c € E,, ¢ + 0 tak, Ze plati

-

(1.29) cograd F({) =0 pro j=1,2,
leZt body {, z,, z, na jedné pFimce.

Diikaz. Bez tijmy obecnosti miizeme zvolit z' = x, + iy,, 22 = X + iy,.
Pfedpoklddejme, Z¢ bod { = ¢ + in neleZi na pfimce L urdené body z!, z2. Lze
zvolit & > 0 tak, aby platilo K4({) n L = 0. Funkce Fj(z) = Fj(x + iy) se pak L3
pouze o konstantu od funkce arctg ((y — y;)/(x — xo)) na kruhu K,({), takze je —
piseme-li p¥isluiny vektor ve tvaru komplexniho &isla —

n—y;, ,.&—% .
dF = — et o | , =1,2.
gra j(g) |C - Z.IIZ 'C — zjlz J

Plati-li pro ¢ % 0 vztah (1.29), md matice

(1.30) (— =y &~ xo>

— (=2 &= %o

hodnost 1, coZ je ve sporu s predpokladem, Ze body ¢, z*, z% neleZi na jedné p¥imce.
Tim jest lemma 1.25 dokdzéno.

1.26. Lemma. Necht z*, 22, { jsou tFi navzdjem rizné body z E,. Necht F(z) =
= |z — Z/|,j = 1, 2. Plati-li pro tyto funkce F; a ¢ + 0 vztah (1.29), lezi body (, 2,
z% na jedné pFimce.

Dikaz lze provésti analogicky jako u pfede§lého lemmatu — staéi si uvédomit,
zegrad Fjz) = (z — 2')|z — 2/|, j = 1, 2.

Nyni odvodime nékolik tvrzeni o odhadech vzddlenosti pomoci usedek a uhla,
které v dal$im textu budeme potfebovat.

1.27. Lemma. Necht z', z2 € E,, z* + z2. Necht K je souvisld kompaktni mnoZina
disjunktni s pfimkou L, urenou body z', z®. Pak existuje konstanta k > O tak,
Ze pro libovolné u, v € K plati

2
(1.31) [u—v| kY |ju—2|—]o-2.
\ =

Diikaz. V opaéném pfipadé existuji — vzhledem ke kompaktnosti mnoZiny K —
konvergentni posloupnosti bod {u"};,, {v"}%; = K, pro n¥% je

lim 4" =u°, limdo* =1°, w- c+0

lim =
n-o n—o n—o Iu" - v"l



a zdroveii plati
2
(1.32) [u" = v"| > n Y |[u" — 27| = [o" = 2|
=1

pro kaZdé pfirozené n.

Z této nerovnosti viak vyplyvd limitnim pfechodem pro n — oo, |u® — 2/| =
= [0 ~ 2/, j = 1,2, tj. body u°, v° leZi na kruZnici C’ se stfedem z/, j =1, 2.
Kdyby mnoZina C! n C? byla jednobodovd, leZel by tento bod na p¥imce L, tj. u® =
=1v°e K n L, coZ jest ve sporu s K n L = 0. Je-li C* n C? dvoubodov4 mnoZina,
jsou oba prisediky C!, C? pfimkou L oddélovdny. Ze souvislosti kontinua K plyne,
7e pfimka L nemtiZe oddé€lovat body u° €K, v° €K, jinak by bylo totiZ op& K n L + 0.
Proto u°, v° musi splynout s jednim z prisecik@ C!, C> — oznalme jej {. Pro dostated-
né velikd n je

|u" — 27] — |o" — 27| = (u" — v") o grad F({) + [u" — v"| 0,(1),

kde F; md tyZ vyznam jako v lemmatu 1.26 a o0,(1) - 0 pro n — oo. Za pomoci
(1.32) odtud obdrZime

L S | I P S | .
lim [ |21:’|' Ll’"l all =cograd F({)=0 pro j=1,2.
n—oo -

UZitim lemmatu 1.26 v8ak dospivdme k hledanému sporu, a tedy 1.27 plati.

1.28. Lemma. Nech? body z', z2, z* nele¥i na jediné pFimce. Potom pro r > 0
existuje konstanta k, > 0 tak, Ze plati

3

(1.33) lu — o] < kY |ju~ 2| = |0 = 2|,
=

jakmile je Ju| < r, |v] < r.

Dikaz. V opa&ném piipadé existuji — vzhledem k omezenosti K,(0) — konver-

[+

gentni posloupnosti bodd {u"}%,, {v"};2, = K,(0), lim " = u°, limv" = v° a to
n—o n—w

tak, Ze plati
(1.34) e — | > ni; [ = 2] — o — 2.
i=
Odtud ale plyne limitnim pfechodem pro n — oo
[u® = 2| =0 - 27|, j=1,2,3,

tj. pro u°® # v° by body z’ leZely na jediné p¥imce —symetrale usetky u® — v°. Proto
pfedpoklddejme u® = v° = {. Bod { neleZi alespoil na jedné z p¥imek, uréenych body
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2, j = 1,2,3 — nechf je to na pfiklad ptimka L uréend body z', z2. Zvolime nyni
8 > 0 tak, aby K4{) n L = 0 a aplikujeme lemma 1.27. Tim ur&me k > 0 tak,
Ze plati -
2
o — o] < kX [ju = 2] = Jo - 2|
j=1

pro libovolné u, v € K,({). Pro dostatedns velkd n je u", v" € K5({), a je tedy
2
[w" = o] < kX ||u" = 2] = o = 2],
j=1
coZ jest ve sporu s (1.34). Tim jest lemma 1.28 dokdzdno.

1.29. Lemma. Necht z', z2 € E,, z' + z2. Necht C je kompaktni mnoZina v E,
disjunktni s pFimkou L, uréenou body z', z%. Pak existuje konstanta k > 0 tak,

Ze pro libovolnd u, v € C plati:
2
(1.35) [u = o] < kY arc(u — 2/, v — 2J).
j=1

Dikaz. P¥i dikazu sporem budeme postupovat analogicky jako pfi ditkazu
lemmatu 1.27. Zkonstruujeme opét posloupnosti bodit {u"}% ;, {v"};2 = C tak, Ze je

u" — "

lim u"=u’eC, limv"=0°eC, lim =c*0
n= n= n— o 'u" - U",
a zdroveti plati
2
(1.36) [u* — v"| > nY arc (u" — 27, v" — 2%).
j=1

Odtud obdrZime limitnim pfechodem pro n — o arc(u® — z/, v° —2/) =0,
j =1, 2. JelikoZ u®, v°e C, C n L = 0, musi byt u® = v° = {. Zvolime 6 > O tak,
aby Ks(¢) n L= 0. Necht F;({) jsou spojité vétve arg [z — z/] na kruhu K,(),
Jj = 1, 2. Pro dostatedn& velkd » mdme

aro (4 — 207 = 21) = [F,) = F(0)] = " = o) grad FQ)] + oflu” = 7).

kde o(ju" — v"|) /[u" — v"| > 0 pro n — co. Odtud ale plyne

LN S . .
0 = lim arc(“l z’"' Z) _ cograd F), j=12,
n- o u — "

Z ehoZ podle lemmatu 1.25 plyne spor, nebot { e C,C N L = 0.
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1.30. Lemma. Nech? body z', 22, z° € E, nele?i na téZe pfimce. Potom pro kaZdé
r > 0 existuje konstanta k, > 0 tak, Ze plati

3

(1.37) |u — o] S kY arc(u — 2/, v — 2))
i=1

pro libovolné body u,ve K,(0) — {z', 2%, z*}.

Dikaz. Analogicky jako pfi nepfimém ditkazu lemmatu 1.28 lze pfedpoklddat,
Ze pro jisté r > 0 existuji konvergentni posloupnosti bodit {u"},, {v"}%, <

n=1»
< K,(0) — {z', 2%, z*}, pro které plati lim u" = u°, lim v" = ¢° a zdrovedl
n=> oo n-— oo
3 .
(1.38) |u" — v"| > n'Y arc (u" — 27, v" — 7).
i=1

Kdyby bylo u® % v°, pak podle pfedpokladu alespoii jeden z bodit z/, j = 1,2, 3
nemiiZe leZet na pi¥imce, uréené body u°, v°; necht to je na pfiklad bod z!. Pak ale
z (1.38) plyne

0 <arc(u® — z',v° — z') = limarc (u" — 2!, v" — z') < lim 1 |um = v,
n-*oo n—+o B
coZ jest spor. Je tedy u® = v° = {. Bod { neleZi alespoii na jedné z p¥imek, uréenych
body z', z2, z3; necht je to na pfiklad p¥imka L, uréend body z!, z2. Zvolime § > 0
tak, aby K—,,(Zj N L = 0 aplikujeme lemma 1.29. Existuje tedy k > O tak, Ze pro
u,ve f(:(f) plati

2
|u—v| S kY arc(u—z/,v—2%).
=1

Pro dostatetng velkd n je u”, v" € K4({), ¢imZ obdrZime spor s (1.38) a tvrzeni jest
dokdzdno.

Na zdvér prvé ¢asti uvedeme jesté jedno tvrzeni, které vyuZijeme ve tieti Cdsti.

1.31. Lemma. Necht f jest spojitd funkce na intervalu J. Je-li f klesajici zprava
v kaZdém bodé intervalu J, pak jest klesajici funkci na intervalu J.

Dukaz. DokdZeme nejprve, Ze funkce f jest nerostouci na intervalu J, tj. Ze pro
libovolnou dvojici bodd t;,t, € J, t; < t, plati f(t;) = f(t,). PoloZme a =
= sup {t; te {ty, 1,), f(t) < f(t,)}. Ze spojitosti f plyne f(a) < f(¢,). Kdyby bylo
@ < t,, platilo by pro t € (o, t,, f(¢) > f(t;) Z f(«), coZ je ve sporuss tim, Ze funkce f
jest v bodg « klesajici zprava. Je tedy a = t, a f(t,) = f(t,) pro libovolné dva body
t; <ty ty,t, € J. JelikoZ viak pro t, < t, existuje podle pfedpokladu bod t €(ty, t,)
takovy, Ze je f(t;) > f(t), plyne odtud aplikaci prvé &isti dikazu f(t,) > f(f) 2
2 f(t), tj. funkce f je klesajici v intervalu J. :
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2. Dfive neZ zatneme zkoumat vztah mezi délkou cesty a jeji cyklickou resp.
radidlni variaci, sezndmime se bliZe s vlastnostmi té&chto funkci.

2.1. Definice. Necht i je cesta definovand na intervalu J, ze E, a G oteviend
mnoZina v J. Potom definujeme funkci v¥ pfedpisem :

2.1) #(z; G) = ¥ var [ll//_ i1 1]

Iey

kde y je systém viech komponent I mnoZiny G — ¥ ~!(z). Pro r > 0 poloZme

(22) G, ={t;tel, [Y(t) — z| < r}
a definujme ddle
v¥(z) = v¥(z; G,) .

Ziejmé je v¥(z; J) = v¥%(z); index oo budeme vypoustét a psdt pouze v¥(z). Hodnotu
funkce v¥(z) (v¥(z)) nazveme cyklickou variaci cesty ¥ v bod€ z (s polomérem r).

2.2. Definice. Necht y je cesta definovandna intervalu J, z € E,, G oteviend mnoZi-
na v J a e E,. Symbolem u¥(B; z, G) ozna&ime pocet prvki (0 < p¥(f; G) < + )
mnoZiny {t;teG, 0 % y(t) — z = e”|Y(t) — z|}. Pro G, — viz (2.2) — poloZime

#¥(B; z) = 1¥(B; z, G,) a budeme opét psit struén&ji u¥(B; z) misto p%(B; z). Funki

"(ﬁ, z) (u¥(B; z)) proménné B nazveme cyklickou indikatrici cesty y v bod& z (s po-
lomérem r).

2.3. Véta. Necht { je cesta definovand na intervalu J, z € E,. Necht I je interval
v J — Y~'(2). Potom jsou si rovny tyto veliciny:

i) var, [I], kde « je libovolnd spojitd vétev arg [ — z] na intervalu I,
i) v¥(z; 1),

iii) sup Y. arc (y(b;) — z, ¥(a;) - z) kde supremum bereme pFes vSechny koneéné
j=1

systémy nepFekryvajicich se intervalii {a;, b;> = J, j=1,2,.

»Yi

Diikaz. Tvrzeni plyne bezprostfedné z definice 2.1 a tvrzeni 1.24.

2.4. Véta. Nechr' \ je cesta definovand na intervalu J, z € E,. Necht G je oteviend
mno%ina v J. Potom funkce p¥(B; z, G) je méFitelnou funkci proménné B a plati

(23) ‘ I:“y*(ﬂ; z, G)dp = v¥(z; G).

Dikaz. Viz [5], lemma 2.1-2.4.
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Takto definovanou cyklickou variaci cesty lze vyuZit na pfiklad pfi studiu logarit-
mického potencidlu v blizkosti hranice, pfi feSeni Dirichletovy tilohy v E, a podob-

e 11

né. (Viz [2]—[4].) Shrneme nejdiileZit&jsi vlastnosti funkce v¥, dokdzané v citova-
nych pracich.

2.5. Lemma. Nechf' |y je cesta definovand na intervalu J. Potom pro z € E, je
(2.4) v¥(z) £ lim inf v¥() ,
-z
tj. funkce v¥ jest zdola polospojitd v E, (viz [2], 1.12).

2.6. Lemma. Necht'{ je cesta definovand na intervalu {a, b}, var, [«a, by] < +oo.
Pak funkce v* je lokdlné lipschitzovskd na E, — y({a, b)) (viz opét [2], 1.12).

2.7. Lemma. Necht  je cesta koneéné délky definovand na intervalu {a, b).
Potom funkce v¥ je subharmonickd na E, — y({a, b)).

Dikaz. Sestrojime posloupnost ekvidistantnich déleni {D,};%, intervalu <a, b)
na 2" intervalii. Z lemmatu 1.11 vyplyvd, Ze 4 arg [y — z; {t;_;, t;D], {tj=1, t;> <
< <a, b) je harmonickd funkce na E, — ¥({t;_y, t;»). Oznatime-li 9, pro ze E; —
— Y(a, b)) spojitou vétev arg [ — z] na intervalu {a, b) pak funkce V,,(D,) (viz
(1.3)) jsou subharmonickymi funkcemi prom&nné z a na mnoZing E, — ¥(<a, b))
plati

v¥(z) = varg, [<a, b)] = ]’.ll-l;nw Vs (D,) -

Funkce V;(D,) tvofi neklesajici posloupnost a konverguji ke spojité funkci o¥
(viz 2.6); odtud jiZ plyne platnost dokazovaného tvrzeni.

2.8. Lemma. Nechf { je cesta definovand na intervalu J, { € E,. Je-li v¥({) < + oo,
je bod { y-normdlni (viz 1.14) a plati

(2.5) 4, < v(0).

Dikaz. Ozna¥me y systém viech komponent I mnoZiny J — y~*({), necht
«; je libovolnd spojitd vétev arg [ — (] na intervalu I. Z pfedpokladu v¥({) =
= Y var, [I] < +oo vyplyvd existence limit a,(a;+), a;(b;—), kde a; < by jsou

Iey

krajni body intervalu I pro kazdé I € y. Z nerovnosti
|4 arg [y — & 11| = (s =) — arfar+)] < var,, [1]
plyne y-normalita bodu { a odhad
A0 =X |darg[y — GI1| = 3, vary, [1] = 0%(0)-
(34 €
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2.9. Véta. Necht | je omezend cesta definovand na intervalu J a necht body
2!, 22, 23 € E, nele?i na jedné pFimce. Pak plati
var, [J] < + o0,
jakmile je
3
(2.6) Y o¥(Z) < 4.
=1

Dikaz. Ozname y, systém viech komponent mnoZiny J — ¢~ '({z', 2%, z%}).
Zvolime-li r > 0 takové, aby platilo y(J) = K,(0) plati podle 1.30

T Ji(b) - v(a)] = k% j:zlarc W(be) — 2 wla) — ),

kde {a,, b,), k = 1,2, ..., n tvofi systém nepfekryvajicich se intervall v I. Pfecho-
dem k supremu pfes viechny mozné tyto systémy lze obdrZet pro libovolny I € y,

vary, [I] = k,jglvw(zf) .

Vzhledem k aditivité funkce v¥ vyplyvd odtud za pomoci véty 1.4 nerovnost

3
var, [J] = gy: var, [I] = k,j;lvw(zf) < 4+,

&imZ jest tato véta dokdzdna.

2.10. Véta. Necht s je cesta definovand na intervalu J a necht z*, z* € E,, z* + z%.

Potom pro libovolnou otevienou mnoZinu G v J, pro ni jest y(G) kompaktni a dis-
junktni s pFimkou, uréenou body z', z2, plati:

var, [G] < + ,
Jjakmile je

2

27 jglv"’(z’; G)< +w.

Dikaz lze provést analogicky jako dikaz pfedeslého tvrzeni za pomoci lemmatu
1.29.

Pfistupme nyni k definici a vySetfovdni vlastnosti radidlni variace cesty y.

2.11. Definice. Necht y je cesta definovana na intervalu J, z € E, a G oteviend mno-
Zina v J. Potom definujeme funkci u¥ pfedpisem

(2.8 u¥(z; G) = varyyy-, [G].
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Pro r > 0 necht G, je definovdna jako v (2.2). Potom definujeme
(2.9) u¥(z) = u¥(z; G,).

Podobng jako u funkce v¥ budeme psdt strugngji u¥(z) misto u¥%(z). Hodnotu funkce
u¥(z) (u¥(z)) nazveme cyklickou variaci cesty ¥ v bodg z (s polomérem r).

2.12. Definice. Necht y je cesta definovand na intervalu J, z € E, a nechf G je
oteviend mnoZina v J, ¢ € E{, ¢ > 0. Ozna&ime symbolem v¥(g; z, G) polet prvki
mnozZiny

{t; 1eG, Y(t) — z| = o} .
Plati zfejmé&

0=W(zG) =< +©.

Pro G, — srovnej s (2.2) — poloZime v¥(; z) = v¥(p; z, G,) a budeme struéngji psdt
W(o; z) misto v%(o, z). Funkci v¥(g; z) (v(e; z)) proménné ¢ nazveme radidlni indi-
katrici cesty ¥ v bodg z (s polom&rem r).

2.13. Véta. Necht' s je cesta definovand na intervalu J, z € E, a G otevFend mno-
Zina v J. Potom funkce v (g; z, G) je méFitelnou funkci proménné ¢ na intervalu
(0, +0) a plati

(2.10) | J+wvw(g; z, G)dg = u¥(z; G).

Dikaz plyne bezprostfedné z pfedeslych definic 2.11 a 2.12 a z tvrzeni 1.1.

2.14. Poznamka. Necht { je cesta definovand na intervalu J; z vlastnosti variace
a definice 2.11 funkce u” vyplyvd pro z € E,

(2.11) w(z) = varjy—y [J] = vary_, [J] = var, [J].

2.15. V&ta. Nech? { je cesta konecné délky definovand na intervalu {a, b); " je
ddno predpisem z definice 1.16, z € E,. Potom funkce

(2.12) h(t) = Ii;%:_—:l o 1¥(3)

je definovdna pro var-skoro viechna t € {a, b) a plati
’ b
(2.13) u¥(z) = f |hd var, .
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Diikaz. Tvrzeni o definiénim oboru funkce A plyne z definice cesty Y a funkce 7%
(srovnej té% s vétou 1.17). Podle lemmatu 1.23 plati pro libovolné t e (a, b)

10 — 1 = ¥(a) = = + [ var.
Pomoci lemmatu 1.18 a definice 2.11 vyplyvd odtud ihned vztah (2.13).

2.16. Véta. Nechf s je cesta konecné délky definovand na intervalu {a, b). Potom
funkce u¥ jest konecnd a spojitd v E,. Ddle: k libovolnému ¢ > 0 existuie k, > 0
tak, Ze pro kaZdou dvojici bodii z', z* € E,, z nichZ alespori jeden jest od y(<a, b))
vzddlen o vice neZli e, plati

W¥(z1) = ()] S var V(1) — 2] — () — 2|5 < Y] < kit - ]
a funkce u¥ jest lokdIné lipschitzovskd na mno%iné E, — y(<a, b}).

Diikaz. Kone¢nost funkce uY je patrna z véty 2.15. Zvolme libovolng z a posloup-
nost bodit {z"};%, < E, tak, Ze plati lim z* = z. Pak ale téZ pro kazdé t e <a, b) —
-y Y(z2) plan ne

Yty —z" Y1) — z
e v O
S pfihlédnutim k v&té 1.4 vyplyvd odtud podle lemmatu 1.23

b . n b -
lim u¥(z") = limJ v z" ot¥d var, = J Y o t¥d var, = u’(z),

n— o n—o a 'l/l - Zl

tj. funkce u” jest v bodg z spojitd.
Zvolme nyni z', z* € E, tak, aby na piiklad bylo |z' — y(r)| = & > 0 pro viechna
t € {a, b). Potom plati nisledujici odhad
v -2t Y - 2
b -2 ) - 2|
e = 0 — 22 + ) — ) — = ol = 2| _ | = =
lw(t) — 2| (1) - 27| B e
UZitim lemmatu 1.18 plyne odtud ddle
W) — u()] < var NGO — 2] — o) — =7 <as 8] =
[z - vo=sy.
() = ' ) - 27|
< [l =zt o -2 210 _ 2 b
Jw == g - =L e e sl

¢imZ jest tvrzeni 2.16 dokdzdno.

IIA

dvar, <
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V citované literatufe miZe &tendf nalézti nékteré dalsi vlastnosti funkci u’, v,
duleZité pro studium logaritmického potencidlu apod. V ndsledujici pozndmce
uvedeme nékolik ilustrativnich p¥ikladi, dokreslujicich vlastnosti studovanych funkei.

2.17. Poznamka. V prvnim z piikladi ukdZeme, Ze funkce u¥ nemusi spliiovat
Lipschitzovu podminku v bodech grafu y, v dalsich pak ovéfime, Ze v pfipadech
cesty, kterd nemd koneénou délku, nemusi byt funkce u¥, v¥ spojité i mimo graf .

0

Pfiklad 1. Zvolme posloupnost pfirozenych &isel {g,},% a klesajici posloupnost
nezdpornych &isel {r,} 7, tak, aby platilo

r"<_1., rnq"= 1 1 =1,2,...

— — — N n
- NN
Definujme cestu ¥, na intervalu {1/(2n + 1), 1/2n) tak, aby popisovala g,-ndsobny

ob&h kruZnice C, (0) (na smyslu ob&hu nezdleZi), p¥i éemZ podtedni a koncovy bod ¢,
cesty V, splyvaji a je {, = r,. Nyni definujme na intervalu <0, ) cestu y takto:

1 1 _ .
Y(0) =0, Y(t) = ¢, (t) pro te<2n+1’5£>’ n=1,2...;

na intervalech {1/2(n + 1), 1/(2n + 1)) poloZime Im Y = 0 a za Re y volime linedrni
funkci takovou, aby platilo

1 1
¢<m)—§..+1, '//(2n+1)—C,., n=12,...

Pro takto definovanou cestu y plati

varv,[<0,%>] =1+4+2n)qr,=%++2n< +.
n=1

Diéle plati
n—1

1
1Y 204
2 k=1n

u¥(0) = 1w (%) -

il 1 2
r = -
5 gq..,._

+ — s
k=n 2 \/ n
z CehoZ vyplyvd

w(ifn) - (@) , 2
1/n Jn
tj. pro cestu ¥ kone¢né délky neni funkce u¥ lipschitzovskd v bod 0 e y(<0, 3)).

Pfiklad 2. Definujme cestu = ¥; + iy, na intervalu <0, 1) pfedpisem y,(0) =
=0, Y,(t) = tsin 1/t prote(0,1), ¥,(t) = 0 pro t € <0, 1. Ctendf snadno nahléd-

n=2\/n———>n_mo +oo
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ne, Ze pro kaZdé redlné z je v¥(z) = 0, zatimco pro z = x + iy, y =+ 0 je jiZ v¥(z) =
+ co. Funkce v* neni tedy spojitd na pfiklad v Z4dném bod€ mnoZiny {z; Re z =
=z < -1} € E;, — y(0, 1)).

Pfiklad 3. Necht {a,},%, je rostouci posloupnost redlnych &isel, lim a, = a € E,

n— o

a nechf {y,}s%, je klesajici posloupnost &isel z intervalu (0, 4n) takovd, Ze plati

limy, = 0, Y. y2 = 4 c0. PoloZme
n=1

n-* o

2(t —
!l/”(t) = exp i');n _(.__a'l_ pro te <a" , g"-*-___a_"tl> ,
Ap+1 — Gy 2

wn(t) = exp iyng_(_a."_*';t). pro te <a"_+h s a"+1> .
‘ Gn+1 — Gy 2

Nyni definujme cestu y na intervalu <a,, a) pfedpisem ¥(a) = 1, Y(t) = ¢,(f)
pro t € {@y, G,4,). ProtoZe je |y(t) — 0| = 1 pro t € {ay, a), je u¥(0) = 0, aviak pro
x €(0, 1) plati

() -

= J((cosy — x)* + sin?y,) = (1 — x) =
_ 2x(1 — cos y,)
J( = 2x cos y, + x?) + (1 — x)

2?112' 2'x2
>ox (20} =2
(nZ) —

~ Wa) = 3] = e = x] = |1 = x| =

> 2xsin? 2

>

Odtud vzhledem k definici funkce u” vyplyvd u¥(z) = + o pro ze(0, 1), takZe
funkce u¥ neni spojitd v bodg 0 ¢ y(<a,, a)).
Nyni pfistoupime k odhadim var, [J], tentokrdte viak pomoci funkce u¥.

2.18. Véta. Nechr  je omezend cesta definovand na intervalu J a necht body
z!, 22, 2% € E, nele#i na jedné pFimce. Potom je-li

3
Yu¥(z) < +,
i=1

je téz
Varu, [J] < +00.

Diikaz. Ctendf snadno nahlédne, Ze diikaz lze lehce provésti uZitim lemmatu 1.28
k sou¢tdm V(D) — podobné& jako pfi ditkazu tvrzeni 2.9.
Analogickym zpisobem lze pouZitim lemmatu 1.27 dokdzati ndsledujici tvrzeni:
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2.19. Véta. Nech? { je cesta definovand na intervalu J, z', z2 € E,, z' + z2. Potom

pro libovolnou mnoZinu G otevienou v J, pro niZ je IP(G) kompaktni a disjunktni
s pFimkou, uréenou body z!, z* plati

var, [G] < +o0,
je-li

2
Yu¥z/;G) < + .

ji=1

Znalost hodnot funkci u¥ nebo v¥ ve tfech resp. dvou vhodng zvolenych bodech
ndm umoZiiuje provést odhad var, [J], tj. délky piisluSné cesty. Na zdvér ukdZeme,
Ye v n&kterych p¥ipadech postadi znalost hodnot u¥, v¥ v jediném bod¢; plati totiZ
ndsledujici tvrzeni:

2.20. Véta. Nechf s je cesta definovand na intervalu J, z € E,. Je-li

| W(z) + o¥(z) < +o0,
je téz
vary [J] < + .

Diikaz. Z kone&nosti u¥(z) plyne omezenost funkce |y(t)| na intervalu J jistou
konstantou r € (0, + o). Oznatime-li y systém viech komponent I mnoZiny J —
— ¥~ !(z), plyne z lemmatu 1.20 pro libovolné I € y

var, [I] £ ro¥(z; 1) + u¥(z;1).
Odtud plyne uZitim lemmatu 1.2

var, [J] £ rv¥(2) + u¥(z),
coZ bylo dokadzati.

3. V 1.21 jsme definovali pojem uhlového bodu cesty. Vratme se nyni k tomuto
pojmu. Nechf ¥ je jednoduchd uzaviend cesta (kladn& orientovand) definovand na
intervalu <a, b); jeji graf oznagime C. V daliim stdle pfedpokldddme, Ze plati

(3.1) iuc? () < +.
Rozsifime cestu ¢ z intervalu {a, b) na celé E, pfedpisem
Y(t+ k) =y(t), kde k=b—a.
(Potom zfejm¥ je y periodickd na E, s periodou k.) Libovolnému s € E; pfifadime

funkci a, takto: a, je spojitd vdtev arg [y(f) — ¥(s)] na intervalu (s, s + k) — tato
zfejm& existuje dle vykladu v prvni &isti stati — a provedeme rozdifeni o, na E,.
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Vzhledem k nerovnosti (3.1) je

(Y(s)) = var,, [(s, s + K)] < +co0,

a tedy z vlastnosti funkce s kone&nou variaci plyne existence vlastnich limit (s +),
(s + k) —). PoloZime a,(s) = a,(s+) a provedeme roziifeni o, z intervalu ¢s, s + k)
na celé E, pfedpisem

(3.2) aft + k) =n + off).

Pro takto definovanou funkei o, se v [4] dokazuji ndsledujici tvrzeni:

- 3.1. Lemma. Nechf plat{ pfedeslé oznacdeni. Potom je (viz 1.21)
(3.3) |oe(s) — a(s—)| = &¥(¥(s)) pro sekE,.
Diukaz. Viz 1.6 v [4].

3.2. Lemma. Necht opét plati pFedeslé oznaceni. Potom mnoZina vSech tihlovych
bodii na C je nejvyse spoctend.

Diukaz viz 1.7 v [4].
Zavedeme ndsledujici stru€n&jsi oznadeni (viz (1.23)). Necht z', z%, z* € E, jsou
tfi navzdjem rizné body; poloZime

(34 arc (z', 22, 23) = arc(z' — 22, 2% — 2%),
arc* (2!, 2%, 2%) = arc (2! — 2%, 22 - Z%).
Z elementdrni geometrie trojuhelnika vime, Ze je

(3.5) arc (z', 2%, z%) + arc (22, 2°, z') = arc* (2%, 2%, 2°).

3.3. Lemma. Nechf z*, k = 0,1, ..., n + 1 jsou navzdjem riizné body z E,. Pak
plati nerovnost

n
arc (Zk, 2, Zk+l) < Z arc* (Zk—l, z*, zk+1) .
k=1

M:

(3.6)

Dikaz. Podle (3.5) plati.

k

1

(3.7) arc(z, 2% 2**Y) = arc* (2%, Z*, Z**Y) — arc (2%, 2¥*L, 2Y), k=1,2,..,n.
Z trojihelnikové nerovnosti pro thly
arc(z° — z% 2* — Z**) Sarc (2% — Z% ¢! — ZF) + arc(2F! = 2K 2K — AHY)
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plyne piepisem
(3.8) arc* (zo’ 2, zk+1) < arc (2°, 2, Zk;n) + arc* (Z61, 2, zk+l) , k=2...n.

Se&tenim vztahii (3.7) a (3.8) obdrZime

™M=

n
arc (2, 2% Z**1) + ) arc* (2°, z Z**Y) <
k k=2

1]
-

n n
< Y arc* (2% 24 ZFHY) 4+ Y arc® (251, 2K, 2Y) +
k=1 k=2 .

n n
+ Y arc (2% z5, ZF71) — Y arc(2°, Z¥*1, 2¥).
k=2 ’ k=1

Odtud dostdvdme po jednoduché upravé

™=

N n
arc (2%, 20 Z**1) < arc* (29 2%, 2%) + Y arc* (2F71, 2K, Z*7Y) —
1 k=2 :

n .
— arc (zo, 2L zn) < Z arc* (Zk—l’ z*, zk+1) ,
k=1
coZz bylo dokdzati.

3.4. Definice. Necht  je jednoduchd cesta definovand na intervalu <{a, b) a necht
a £ a < B £ b. Potom pro kaZdé déleni D intervalu <a, ) definujeme

(3.9 s(D) =k=il arc* (‘/’(tk—l)1 ¥(t), Y(tes 1) -
PoloZime
(3.10) oh [y; (& B)] = sup s(D),

kde supremum se bere pfes viechna moZnd d&leni D intervalu {a, B). Velifinu
oh [y; («, B)] nazveme totdni ohyb cesty ¥ na intervalu («, §).

3.5. Poznamka. Pro zjednoduSeni zdpisu budeme psdt arcy (t;,,,t;) misto
arc* (Y(t,), ¥(t2), ¥(t5)) a podobné.
Z definice 3.4 vyplyvd ndsledujici vztah: Je-li (¢, B) = (7, 0) = <a, b je také

CRTV I oh [¥; (¢ B)] < oh [y; (v, 8)]-

Necht D je dgleni intervalu <a, ). Je-li D = D', D’ je déleni intervalu {(a, B>,
fikdme, Y¢ D’ je zjemn¥nim déleni D na intervalu <a, B> a piSeme D < D’. Plati
ndsledujici tvrzeni:
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3.6. Lemma. Necht y je jednoduchd cesta definovand na intervalu <a, b, («, ) =
< {a, b). Necht D, D, jsou délent intervalu {a, ), D, < D,. Potom plati

(3.12) ) s(Dy) < s(Dy).

Dikaz. Pfipad D, = D, je zfejmy; nechf nejprve D, vznikne z déleni D, pfiddnim
jediného bodu t*. Je-li D, = {1,}}%}, miZe t* padnout do kteréhokoliv intervalu
(& tx+1)- Pro piipad t* € (t,, t,) stadi k diikazu (3.12) ov&fit vztah

(3.13) arcy, (to, t;, t;) < arcy (to, t*, t;) + arcy (t*, t1, t,) .
Ctendf snadno zjisti, % pro nenulové v!, v2,v € E, plati ndsledujici nerovnost
arc (v' + v?,v) £ arc (v! + v?, v?) + arc(v?, v).
PoloZime-li.v tomto vztahu
ot = Y1) — Y(t)), v* = Y(t) — V(*), v =y(r) - ¥(t),

obdrZime nerovnost, z niZ po jednoduché Gpravé plyne (3.13). Analogicky se vySetfi
pfipad t* € (t,, t,+4), resp. vhodnou jednoduchou tpravou jej pfevedeme na pfedesly.
Pro t*e(t,t+1), k=1,...,n — 1 je nutno k dikazu nerovnosti (3.13) ovafit
platnost vztahu

(3.14) arcy (f—y, b tyrq) + aICY (ths tesgs iy z) <

*
< arcy (ty—y, ty, t*) + arcy (t, 1%, tyyy) + arcy (%, ey ss tesa) -
Snadno miZeme ové&fit, e pro nenulové u, v, v, v3, v* + v? € E, plati nerovnost

arc (u, o' + v?) + arc (v* + v%, v) < [arc (u, v*) + arc(v! + 0%, 0')] +

+ [arc (v* + %, v%) + arc (v?, v)] = arc (u, v') + arc(v', v?) + arc(v?, v).

Dosazenim

u = 'l’(tk) - ‘/’(’k-—;) s U = Y(ts2) — Y(tesy) »

ol = 'l’(t*) - '/’(tk) ’ v = 'p(tu 1) - ‘/’(‘*)
vyplyne odtud po jednoduché tipravé poZadovany vztah (3.14). Pfipady t* € <o, t,),
resp. t* €(t,, B) jsou zfejmé. JelikoZ pfechod mezi d&lenimi D,, D, lze uskutednit
postupnym pfiddvdnim dal§ich dé&licich bodd v kone&n& mnoha krocich, vyplyvd

z vy3e vySetfeného p¥ipadu platnost nerovnosti (3.12).
Vzhledem ke spojitosti funkce arc plati zfejm& ndsledujici tvrzeni:

3.7. Lemma. Necht D = {t,}}., jedélent intervalu {«, B) = <a, b), Y budiZ jedno-
duchd cesta definovand na intervalu {a, b). Potom pro déleni D’ = {u}}., plati
(3.15) lim s(D) = s(D).

i=0,1,...,n
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3.8. Lemma. Nechf { je jednoduchd cesta definovand na intervalu {a, b); necht
{D"};-, je posloupnost déleni intervalu (o, ) < <a, b}, lim WD") = 0. Potom plati
n- o

(3.16) lm s(0%) = oh [¢3 (s §)] .

Dikaz. Zvolme k libovolng, k < oh [¢; («, B)]. Pak existuje podle definice ohybu
takové d&leni D, Ze s(D) — k = & > 0. UZitim 3.7 a 3.6 lze nalézti n, tak, ¥ pron >
> n, plati s(D) — s(D") < 4¢, odtud plyne s(D") > k pro n > n, a tim i dokazované
tvrzeni.

3.9. Definice. Necht t je komplexni funkce definovand na intervalu J, |t(f)] = 1
pro t € J. Potom pro libovolné déleni D = {t;}}-, intervalu J poloZme

(3.17) (D) = 3. are (a(t), 1(t.-1)
a oznatme
(3.18) Az, J] = sup (D),

kde supremum bereme pfes viechna moZnd déleni D intervalu J.

3.10. Pozndmka. Za pfedpokladu spojitosti funkce 7 na jistém intervalu <{o, ) <
< J lze pro zavedenou veli&inu A a interval e, #) dokdzat analogickd tvrzeni o I(D)
jako jsou tvrzeni 3.6—3.8 pro s(D) a oh [y;(a, B)].

Vratme se vSak jesté k totdlnimu ohybu. Tato veliGina je aditivni v ndsledujicim
smyslu: ’

3.11.Véta. Nech? / je jednoduchd cesta definovand na intervalu {a, b}, c €(a, b)
a necht existuji t;(c), t, (c) (viz (1.16)). Potom plati

(3.19) oh [y; (a, b)] = oh [¥; (a, ¢)] + w*(Y¥(c)) + oh [¥; (c, b)] .

Ditkaz. Zvolme posloupnost d€leni {D"},%., intervalu (a, b) takovou, Ze plati
ceDn=12,...,1m v(D") = 0. Pak podle pfedchoziho plati

n—wo

(3.20) lim s(D") = oh [y; (a, b)] .

n—+ o
KaZdé d&leni D" vyjad¥ime ve tvaru D" = D% U D%, kde D’ je délenim intervalu (a, ¢)
a D} délenim intervalu (c, b). Oznadime-li t,, t, nejbliZe leZici d&lici body D" od
bodu ¢ takové, Ze je t, < ¢ < ti, lze pséti
s(D") = s(D}) + arcy (t, ¢, tn) + s(D3) -
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Odtud provedenim limitniho pfechodu pro n — oo plyne podle lemmatu 3.8 a z vlast-
nostf funkce arc

(2)  lms(pY) = oh[¥i(ae)]. lims(D = oh [y (c. )],

lim arc,, (t,, ¢, t,) = arc (75(c), 7, (¢)) = @*(¥ (¢)).
Shroutim vztaht (3.20) a (3.21) obdrZime snadno rovnost (3.19), kterou jsme mé&li

dokazat.

3.12. Lemma. Necht s je jednoduchd cesta definovand na intervalu <a, b), (2, f) =
< <a, b). Potom pro z € {y(«), Y(B)} plati

(322) o v¥(z; (2, B)) < oh [y; (2, B)] .

Diikaz. Necht je na pfiklad z = y(a); polbime D = {t;}31}, D d&leni intervalu
(o, B). Potom podle (3.6) plati

n n
lzlarc.p (tis o, tyyy) S .Zlarcz (ticts tir tigy) -
- i=

Pfechodem k supremu pfes viechna dé&leni D intervalu («, f) obdrZime podle véty 2.3
a definice 3.4 dokazovany vztah (3.22).

3.13. Lemma. Necht \ je jednoduchd cesta definovand na intervalu {a, b). Je-li
oh [¥; (a, b)] < + oo, existuje 1, (t) pro t € {a, b), 7, (t) pro te(a, b).

Diikaz. DokaZme na piiklad existenci 1, (t;), t, € {a, b). PoloZime t; = ¢ <
< B < b. Z pozndmky 3.5 a lemmatu 3.12 plyne v*((); (2, B)) < oh [¢;(x, B)] =
< oh[y;(a, b)] < + 0. Podle lemmatu 2.8 je Y(f,) pro parcidlni cestu y* =
= /|(«, B) bodem yr*-normalnim, tj. existuje spojitd vétev 9 funkce arg [y* — y*(t,)]
na intervalu (o, §) a limita 9(t, +) = %(«+). Na intervalu (, ) viak plati

Y1) — yX(ty) _ Y(t) = ¥(t) _ 29
WHE) =)l () — ()]

a odtud plyne limitnim pfechodem pro ¢t — ¢, +

1, (t) = °(t").

Podobné lze dokdzati tvrzeni o Ty

3.14. Véta. Necht' s je jednoduchd cesta definovand na intervalu {a, b>; C budiZ
Jjejt graf. Potom plati

(3.23) s:g v¥(¢) < oh [y; (a, b)] .
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Dikaz. Zfejmé se miZeme omeziti na pfipad oh [y; (a, b)] < + o0 a ddle na
ptipad { = (1), t €(a, b); dokdZeme-li

o!(¢) = oh [¥; (a, b)),

pak odtud a z lemmatu 3.12 plyne Zddané tvrzeni. Z lemmatu 3.13 plyne existence
limit vlastnich . (t), 7, () a plati

H(0) S (G (@, 1) + (G (1 B) S
< oh [; (a, 1] + oh [¥; (1, B] < oh [3 (a, B)].

Tim jest véta 3.14 dokdzdna.

3.15. Véta. Necht' t md stejny vyznam jako v definici 3.9. Potom plati

(3.24) var, [J] £ [z, J] < gvar, [J].
Rovnost
(3.25) var, [J] = A1, J]

nastdvd, prdvé kdy? jest funkce t spojitd na intervalu J.

Diikaz. Pro libovolné d&leni D intervalu J plyne z (1.25) pro souéty V(D) (viz 1.3)
a (D) (viz 3.17) nerovnost

V(D) S (D) = Z V(D).
ze které (3.24) plyne pfechodem k supremu pfes viechna déleni D intervalu J.

Pfedpoklddejme nyni, Ze funkce t je spojitd na intervalu J, a omezime se na pfipad
var, [J] < + co. Provedeme nésledujici odhad pro libovolné déleni D. Plati |V, (D) —

~ I(D)| = ]kgllr(tk) — t(te_y)| — arc (c(t), 1(ts_))|. Budeme predpoklddat, Ze

v soudtu na pravé stran jsou jen takové &leny, ve kterych je |t(t) — ©(ti-y)| * O,
CehoZ lze dosdhnout vynechdnim nulovych séitancii; provedeme ndsledujici upravu

" 0 e (are (t(t), t(te-1)) _
Py “*”(Mm—«mm )

< (éllr(tk) — 1(t,_,)|). max <arc (z(t)s t(te-1)) _ 1) _

15ksn IT(tk) - T(tk-l)l

= (%) - o(t-0)) @P) < var, [7] (D).

<
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JelikoZ funkce t je spojitd na intervalu J, plati pro posloupnost d&leni {D"},>,
intervalu J, pro n&Z lim v(D") = 0, podle lemmatu 1.19 lim Q(D") = 0 a tedy plati

také lim [V(D") —.1(D")| = 0, z &hoZ plyne (3.25). Pfedpoklddejme, Ze nastdvd
n~+o

rovnost (3.25), z &hoZ odvodime spojitost funkce 7 v libovolném bodg intervalu J.
Ctendf snadno nahlédne, Ze pro odhad |t(x) — 7(f)| < & je nutno poZadovat arc (z(x),
(1)) — |(x) — ©(t)| < &, kde & = 2arcsin(¢f2) — &. K & lze nalézti d&leni D
intervalu J takové, Ze plati var [1; J] — & < V(D) < I(D) £ A[r; J] = var [1; J].
Analogické tvrzeni musi platit i pro libovolné zjemnéni d€leni D, tedy i pro D u
u{x} =Dy ={t, <... <t =x <... <t} Zfejmé lze pfedpoklddat, Ze déleni D
je vybrdno tak, Ze t, < x < t,. Potom plati

j;(arc (o(t;), o(tj-1) = [o(t)) = 2(t;-2)]) < &1 s
a jelikoZ jde o soudet nezdpornych séitancd, je i

arc 1(t+ 1), 1(x)) — [t(tess) — 1(x)| < &,

arc (t(x), 1(te-1)) — Jo(x) — (te=1)| < &1

resp.
[e(x) = (t-1)] < &, [|o(x) — t(tesr)] < &-

Zvolime-li nyni libovolné t € {t;_1, t;+1), 1ze pomoci déleni D, U {t} podobné dospét
k nerovnosti

|r(x) = ()] < e.

ze které vyplyvd Zddand spojitost funkce t v bod€ x. Tim jest véta 3.15 dokdzdna.

3.16. Pozndmka. JestliZe je Y cesta definovand na intervalu <a, b) takovd, Ze 7,
existuje a je spojitd na {a, b) (v krajnich bodech rozumime spojitost zprava &i zleva),
potom velitina A[1¥; {a, b)] se nazyvd rotaci cesty y; pojem rotace lze definovat
i pro obecnéjsi cesty uZitim 1:3,‘ resp. 7, . VySetfime tento obecnéjsi piipad a vztah
rotace a ohybu cesty.

3.17. Véta. Nechf { je jednoduchd cesta definovand na intervalu {a, b) a necht
pro t € {a, b) existuje t; (). Oznacéme y, systém vsech redInych funkcfa* na inter-
valu <a, b), pro né# plati

(3:26) e =1)(1), telab).

Potom plati

(3.27) A1y <a, b)] = inf var [a*; <a, b)].
atey,
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Pro veli¢inu Aty ; <a, b)), kterou nazyvdme rotace cesty y, ddle plati: je-li nékterd
strana rovnice (3.27) koneénd, lze infimum vpravo nahraditi minimem. Za analo-
gickych pFedpokladit a oznacleni pro t, plati

(3.27) A7, 5(a, b)] = inf var [a7;(a, b)].

a~ey_

Dikaz. Pro libovolné a* €y, a D = {t;}]_, déleni intervalu <a, b) plati pro
k=1,...,n (viz(1.24))

(3.28) arc (‘C;(tk), T;(tk—l)) = arc (eia'f(tk)’ eia“'(!k—l)) <
< Je*(t) — @ (t-1)] -

Se&tenim t&chto vztaht pro k = 1, ..., n plyne po pfechodu k supremu pfes viechna
déleni D a k infimu pro viechna a* €y, vztah

(3-29) A1y;<a, b)] £ inf var,, [<a, b)].

atey,

Abychom dokdzali platnost (3.27), dokdZeme platnost opainé nerovnosti k nerov-
nosti (3.29); zfejmé se miZeme omezit na pfipad .

(3.30) Arp;<a, b)] < +o0.

Budeme hledat ag €y, pro niZ v (3.27) je dosaZeno minima pravé strany, coZ pro-
vedeme v nékolika krocich:

I. Nalezneme ce(a, b) a funkci ay €7, tak, Ze bude platit var,,+ [Ka,e>] =
< A[t;; <a, ¢)]. Vzhledem k nerovnosti (3.30) plati

var,,+ [<a, b)] £ A[1);<a, b)] < + 0

aexistuje tedy 7, (a+). Zvolme ¢ € (a, b) tak, Ze pro t € (a, ¢y je arc (z; (1) 7 v(a+)) <
< /2 a oznaéme F,({) spojitou vétev arg [{] na mnoZing

{c; It] = 1, are (G 7 (a+)) < g} .
Budeme definovat o} €y, takto:
(3.31) af(f) = Fi(t;(f) pro te(a,cy, af(a)earg[ry(a)]
pfi gemZ volime o (a) tak, aby platilo
e (@) — i (a+)| = arc(zy(a), y(a+)) <=,

at(i) care 5300,
pro libovolné 1 e(c, b).
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Z¥ejmé je af €y, a plati
(3.32) varg, + [Ka, )] = |oaf(a) — of (a+)| + var,,+ [(a, e>] =
= arc (14 (a), 1y (a+)) + A[a]; (a, )] < A[15; <a, ¢>],

nebot pro ty, € {a, ¢) plati |af(t;) — af(t)| < 7, 4. je |ei(ty) — «i(2)] =
= arc (e, e™1* ) = arc (1, (t,), 14 (12))-

II. Necht pro d e(a, b) a libovolné e € (0, d — a) existuje c €(d — ¢, d) a funkce
a* ey, takovd, Ze plati (3.32); potom existuje o; €y, tak, Ze plati

(3.33) var,,+ [<a, dy] £ A1 ; <a, dY].

Z (3.30) opét plyne existence 7, (d—); zvolime ¢ tak, aby pro te(d — ¢, d) platilo
arc(ty (1), 7y (d—)) < /2, a pevné ce(d — ¢, d). Je-li F,({) spojitd vétev arg{
na mnoZiné

okl = Lae ) <3
definujeme a; takto:
(3.34) a; (1) = a*(1) pro tela,c),
a; (t) = Fy(t;(t) + k pro telcd),

kde k volime tak, aby platilo a*(c) = F,(r; (c)) + k, a3 (d) e arg [t, (d)], p¥i Cemz
je |e3(d) — a3 (d—)| = arc(vy (d), 7y (d—)) < =, 3 (f) = «* () pro te(d, b). Plati
zfejmé

var,, . [<a, d)] = var,,+ [<a, )] + var,,. [{c, dD] + |23 (d) — o5 (d—)|
a odtud vzhledem ke konstrukci o3 plyne jiZ (3.33).

III. Oznaéme nyni supremum viech ¢, k nimZ existuje o* tak, Ze plati (3.32),
symbolem b’. Kdyby bylo b’ < b, bylo by moZné nalézti podle II. &dsti dikazu
a; €y, tak, Ze by platilo

var,,+ [<a, b')] £ [z, ; <a, b')].

Aplikaci kroku I. na interval {b’, b) a pfislusnou parcidlni cestu bychom ziskali
cedb’,b) aa* ey, ,nastavenim“ o tak, Ze by platilo (3.32). To je ale ve sporu
s volbou b, a je tedy b’ = b. Ostatni je zfejmé.

3.18. Lemma, Necht y je jednoduchd cesta definovand na intervalu {a, b, ‘t;' exis-
tuje pro t € <a, b) (to jest splnéno napFiklad pro oh [; (a, b)] < + o). Potom platf

(3.35) A[t;; <a, b)] < oh [¥; (a, b)].
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Za obdobnych predpokladi plati analogické tvrzent pro 1 :

(3-35") A7, 5 (a, b)] < oh [Y;(a, b)].

Diukaz. Nechf D = {t,}}_, je d&leni intervalu {a, b). Pro dostate¢n& mald 5 > 0
plati

o(6) = ¥ are (Hlte-s + ) = Wltn-). Ut + 8) = U(w) S
< 3 ar0 (Ut-s + ) = V(i) W) = Vltees + 0) +
+ 3 are (U(6) = Wt + 0) s + 9) = ¥(1) =

n
=k21(arc$ (th=1> i1 + 6, 1) + arcy (g + 6, 44, t + 9)).

Posledni soudet lze povaZovat za s(D') (viz (3.8)), pfislusny k dgleni D' =D U
u {t, + 6}i-o. Ale pro s(D’) plati odhad

s(D") < oh [¥; (a, b)].

Po provedeni limitniho pfechodu pro é — 0, obdrZime
n

2. arc (v (fe-1)> 7 () = oh [¥ (a, B)] -

k=1

Piejdeme-li na levé strané k supremu pfes viechna mozZnd déleni intervalu (a, b),
obdrZime vztah (3.35). Vztah (3.35’) by se dokazoval obdobné.

3.19. Lemma. Nech?  je cesta definovand na intervalu {a, b), Y(a) + ¥(b) a7, (?)
existuje pro t € {a, b). Potom existuje d € (a, b) tak, e plati

(336) are (4(8) — ¥(a) (@) S 7

Dikaz. Pfedpoklddejme, Ze y(a) = 0, y(b) > 0. Z pfedpokladu arc (z; (¢), 1) >
> n/2 pro t € (a, b) by vyplyvalo Re 7, (f) < O pro t € (a, b) a funkce Re § by byla
klesajici zprava v kaZdém bod& intervalu (a, b); podle 1.31 by byla Re ¥ klesajici na
intervalu (a, b), coZ jest ve sporu s Y(a) < y(b); timto sporem jest lemma 3.19
dokdzdno.

3.20. Lemma. Nech? y je cesta definovand na intervalu {a, b), ¥(a) * Y(b). Necht
1, (), 7y (t—) existuji pro te(a, b), o= sup arc (ty (1), 74 (t=)). Je-li A[z];

(a, b)] < n/4, existuje c € (a, b) tak, %e plat{ arc (‘tw (c), y(b) — ¥(a)) < o.
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Dikaz. Lze opét pfedpoklddat y(a) = 0, y(b) > 0. Zvolme c e(a, b) tak, aby
platilo

(3.37) i [Im y(c)| = max [Im y(t)] .

Pfedpoklddejme pro urditost napfiklad Im y(f) = 0. Kdyby bylo Im7;(c—) < 0,
byla by Im y klesajici zprava v kaZdém bodg jistého intervalu {¢ — 9, ¢) a vzhledem
k lemmatu 1.31 by nemohlo byt

(3.38) Im y(c) = max Im y(t) .
astsb

Plati tedy B

(3.39) Imz,(c—)20.

Z analogickych diivodd musi byt
(3.40) Im7;(c) <0.
Kdyby nyni m&la &isla Re ;(c), Re 7, (c—) opatnd znaménka, plynulo by odtud za
pomoci (3.39) a (3.40) arc (5 (c), 7y (¢c—)) = /2, coZ jest ve sporu s pfedpokladem
o < /4. Stejnd tak nemiife byt nEkteré z &isel Re 7, (c), Re 1, (c—) rovno nule.
Jsou to tedy dvé nenulovd &isla stejného znameni. Kdyby obé tato ¢&isla byla zdpornd,
plynulo by odtud vzhledem k (3.39) a (3.40)

o 2 arc (v (), 7y (c—)) = arc (zj(c), — 1) + arc(zy(c—), — 1),
tj. specidlné odtud vyplyvd

(3.41) arc (¢ (c), —1) < .Z.

Podle lemmatu 3.19 existuje d € (a, b) tak, Ze plati

(3.42) are (7 (d) 1) < g

takZe z poslednich dvou vztahii plyne
w5 (a,0)] 2 are (), (@) 2 7

coZ jest ve sporu s pfedpoklady. Je tedy Ret;(c) > 0, Re 7y (c—) > 0, coZ spolu
5(3.39) a (3.40) ddvd

o 2 aro (53 (6), 5 (e-)) = are (55(e) 1) + axc (5 (e=). 1)
tj. specidlng je '
| arc (7 (¢), 1) = arc (zy(c), ¥(b) — Y(a)) < o,
coZ bylo dokdzati.
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3.21. Véta. Nechr'y je jednoduchd cesta definovand na intervalu {a, b) a necht pro
te{a,b) existuje v, (t) (to jest spinéno napfiklad pro oh[y;(a, b)] < + ).
Potom plati

(3-43) A1, ;(a, b)] = A[t;; <a, b)] = oh [Y;(a, b)] .
Za analogickych predpokladii plati pro 1,
(3.43") Ay (a, b)] = A[t,;(a, b)] = oh [Y; (a, b)] -

Dtukaz. Vzhledem k (3.35) a zfejmé nerovnosti
Azy; (a, B)] = Axy'; <a, b)]
k diikazu (3.43) stati ovéfit platnost vztahu
oh [¢; (e, )] = A=y (a, )],
ktery opét staci dokdzat pro piipad
(3.44) Aty;5(a,b)] < +o0.

Z nerovnosti (3.44) vyplyvé existence 7, (1—) (vzhledem k vlastnostem funkci s ko-
ne&nou variaci) a plati zfejmg

2, arc (v (1), 7y (1-)) < 4wy (a, B)].-

te(a,b)

K libovolné zvolenému ¢ € (0, 7/4) existuji body #; < ... < t,vintervalu (a, b) tak, Ze

(3.45) Y arc(ry (1), 14(t—)) <e.
te(a,b)
t1Ft1,0,tn
Polo¥me t, = a, t,4; =bao,= Y arc(ry(t), 7, (t—)); potom lze nerovnost
te(tic~ 1, tx)

(3.45) prepsat do tvaru

n+1

Yo, <e.

k=1

Pfipadnym p¥iddnim dalgich bodi ¢; miiZeme dosdhnout toho, Ze plati
Aty (-1 )] < g, 1sksn+1.
Za pomoci lemmatu 3.20 nahlédneme, Ze existuji body u, € (t,-4, ;) tak, Ze plati

arc (g (), ¥(t) — ¥(te-1)) S ok
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Odtud viak vyplyvd

arcy (fe-1, tis ter1) S arc (Y(t) — ¥(te—), 7y (ue)) +
+ arc{ry (uy), 7y (e 1)) + are (7 (e 1), Y(ters) — (1)) <

< arc (ty (), g (U +1)) + 0 k+ Oiry -

Seétenim pro k = 1, 2, ..., n obdrZime vztah

- n+1
k;arc: ('k—l’ tk’ tk+ 1) é 2 kzla‘k +

+ 3 at0 (55 ), 55 () S 26 + A[5J3 (0, D)

Tato nerovnost viak zlistane zachovdna i pro kaZzdé zjemnéni D zkonstruovaného
d&leni {t,};%5. Z toho plyne

oh [¥; (a, b)] < 2¢ + 15 (a, b)]
a dikaz je hotov.

3.22. Pozndmka. Z pfedchozich vét vyplyvd, Ze pro jednoduchou cestu  definova-
nou na intervalu <a, b) je oh [{; <a, b)] < + oo, prdv& kdyZ cesta ¥ md kone&nou
rotaci v Radonov® smyslu — na pfiklad viz [10], str. 243 neb tam citované pivodni
préce. Ohyb cesty podrobn& studoval téZ KA. ISek1 — viz na piiklad [13], resp. fada
dalgich praci v roéniku 1962 téhoZ asopisu od téhoZ autora.
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Summary

CONNECTION OF CYCLIC AND RADIAL VARIATIONS
OF A PATH WITH ITS LENGTH AND BEND

Jikf StuLc, Jikf VESELY, Praha

In the present paper the detailed proofs of the assertions announced in [1] without
proofs are presented. The estimations of the lenght of the path by the values of cyclic
and radial variations of the path are established. In the last partof the article the bend
of the path is investigated in the connection with the Radon rotation of that one.

Definition 1. Let y be path (i.e. a continuous mapping of a one-dimensional
interval J into E, — two-dimensional Euclidean space), z € E,. Let us define func-
tions v¥, u¥ as follows:

(z var (40 , u¥(z) = var —z|: J].
ORI b il BCEA CREE

(v denotes the system of all components of the set J — § ~(z)). The functions u¥, v¥
are called the radial and cyclic variation of the path ¥ respectively.

The following estimations are valid:

Let  be a path defined on an interval J. Let z!, z2, z3 be points, which do not lie on
the same line or z#, z° be such points, that the graph of the path ¢ does not intersect
the line determined by the points z*, z°, or z° be an arbitrary point. Then var

[¥; J] < + o in the case that one of the following conditions is satisfied:

3
LY o¥(Z') < + oo, 4. w(z*) + w¥(z%) < + o,
j=1
2. v¥(z%) + v¥(z°) < + oo, 5. u¥(z°%) + v¥(z°) < +o0.

3
3. Y u¥(z)) < + oo,
Jj=1
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Definition 2. Let § be a path defined on an interval (@, b), D = {a =1, < ... <
n-1

< t, = b}. Let us denote s(D) = Y arcy (ty—y, t, ti+1). (By the symbol arcy (#,,
k=1

!4, ty+4) We mean an absolute enclosed by the vectors y(t) ¥(ti- 1) and Y(ty+ 1) (1)
The symbol z'z? denotes the vector (z* — z').) Now we put oh [y, J] = sup s(D).
D .

Let t be a point of the interval J. We define rI » Ty » by the formulae

<1 = lim (u) (to) —12(1) = lim 'll(u) w() respective
0= el T TR ) )

if the above limits exist. If 7, (f) = 7,/(¢), we denote this common value by 7,(f). Let ¢
be complex function defined on the interval J; |t| = 1 for te J. We put (D) =
=Y arc(1(t), ©(t;~1)), where arc (z(t;), 7(t;-,)) describes the absolute value of the
i=1
angle between these complex numbers interpreted as vectors. We denote A[t, J] =
= sup I (D).
up 1{(D)
The following assertions are valid:
i) var [z, J] < A[r, J] < 4= var [, J] for every  from the definition 2.
ii) If y is a simple path on the interval {a, b) and C its graph, then
sup v¥({) < oh [y; <a, b>] .
teC

iii) Let Y be a simple path defined on the interval {a, b). Then i[z;; (a, b)] =
= A[t;; <a, b)] = oh [y; (a, b)] in the case, that 7/ (f) exist on the interval <a, b).
(Analogous assertion for 7, is valid, too.)

Remark. The quantity A[z, J] of the path ¥ for which z,, exists is called the rota-
tion in the Radon sense.
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