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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 93 # PRAHA 15.2.1968 # CIisLo 1

O MERATELNYCH MNOZINACH V TOPOLOGICKYCH PRIESTOROCH

BeLosLAV RIECAN, Bratislava
(Doslo diia 4. jula 1966)

Z teérie miery je zndma tdto veta (napr. [3], [6]): Ak X je metricky priestor
a u Carathéodoryho vonkajsia miera, tak vSetky otvorené mnoZiny su p-meratelné.
Zname su aj niektoré analdgie, pripadne zovSeobecnenia tohto tvrdenia v pripade,
Ze X je topologicky priestor urgitého typu ([1], [2], [5]). V tomto prispevku pod4-
vame prehlad takych tvrdeni. Okrem toho uvddzame aj nové vysledky tykajice sa
meratelnosti mnoZin jednak v reguldrnych, jednak v uniformnych priestoroch. )

Vsetky uvddzané tvrdenia vyplyvaji z vety 1. Veta 1 je formulovand abstrakne, &o
umoZiiuje aplikovat ju na viacero typov priestorov resp. vonkajsich mier. Jej dokaz
je modifikdciou zndmeho dokazu pochddzajiceho pravdepodobne od C. CARATHEO-
DORYHO.

1. Abstraktné priestory. Veta 1. Nech X je neprdzdna mnoZina, H dediény o-okruh,
R symetrickd reldcia definovand na systéme vSetkych podmnoZin X s touto vlast-
nostou: AKERF,E, c E,F, c F,E,, F,eH, tak aj E; # F,. Nech p je vonkajsia
miera definovand na H tej vlastnosti, f¢ y(E U F) = p(E) + p(F), len ¢o E, F € H,

0
ERF. Konecne nech C=NV,, Vour =V, VieH, CR(X = V,), (Vs — Vyuy)
RV,yr (n=1,2,..). n=1
Potom je mnoZina C p-meratelnd.

Dékaz. Nech E je lubovoInd mnoZina z H. Naji)rv dokdZeme, Ze
(1) WE - C)=lmpE - V,).

Nerovnost p(E — C) 2 lim y(E — V,) je zrejmg. K dbkazu opalnej nerovnosti
pouZijeme vzfah

0 @
E-C=E—Vyu U En(V2nez = Vo)V U EQ(Vanos = Vi)
1

n=k+ n=k+1




odkial dostdvame

@ WE = C)S HE~Va)+ 3 MEA(Vays = Vo)) +

-

+ 5 WE A Vanes — W)

n=k+1
Zo vztahov E NV, RE N (Vyp-z — Von-1 EO Vaoy RE (Van-1 — V2,) dostd-
vame nerovnosti

u(E - Vzk—l) = .u(anE N (Vzn—z - V2n—1)) ="k§211(E N (Vz,,_z - VZn—l)) ,
ME —‘.VZk) Z'él"(E N (Va1 — Vo),

takie (1) plati, ak aspon jeden z nekonetnych radov Z ;t(E N (Van-2 = Vany)).
Z HE A (Van-y — Vay)) diverguje. V opatnom pnpade dostavame z (2) nerovnost

a odtiaf (1).
Z(1)azovztahovENCZ(E — V,) (n = 1,2,...) dostdvame
WE) 2 imp((ENC)U(E=V,)) =wENC) + limpE - V,) =
=uEnC)+ uE -~ C).

Odtial vyplyva p-merateInost mnoZiny C.

Veta 1'. Nech X je metricky priestor, u je vonkajsia miera v X takd, %e y(A U B) =
= (A) + u(B), len ¢o dist (4, B) > 0. Potom je kaZdd uzavretd mno%ina p-mera-
telnd.

Dokaz. Nech C je uzavretd mnoZina: Definujme E # F vtedy a len vtedy, ked
dist (E, F) > 0. Teraz sta¥i vo vete 1 poloZit ¥, = {x: dist (x, C) < 1/n}.

2. Regulirne priestory. Reguldrnym topologickym priestorom rozumieme topo-
logicky priestor X, v ktorom ku kaZdej uzavretej mnoZine F a kaZdému prvku x € F
existuju disjunktné otvorené mnoZiny obsahujiice x resp. F. Teda reguldrny priestor
nemusi byt Hausdorffovym ([4]).

Definicia 1. Znakom % budeme znalif systém vietkych vonkajSich mier u defino-
vanych na nejakom dedi¢nom ¢-okruhu H s touto vlastnostou: Ak A <« U, B ¥,
UnV=0,U,Vsiotvorend, tak u(4 u B) = p(4) + u(B).")

1y Pozri [1], [5]. V [5] sa ka%d4 vonkajsia miera patriaca do € nazyva Carathéodoryho.



Veta 2. Nech X je reguldrny priestor, € € a nech ku kaZdej kompaktnej mno-
Zine C existuje otvorend U € H tak, e U o C. Potom kaZdd kompaktnd G, mnoZina
je u-meratelnd.

Doé6kaz. Nech C je Iubovolnd kompaktnd G, mnoZina. Na systéme vSetkych
podmnoZin X zavedieme reldciu # takto: E # F, ak existuju otvorené disjunktné
mnoZiny U, Vtak, %¢ E = U, F < V. Je zrejmé, Ze reldcia # a miera u spliiaji pred-
poklady vety 1. UkdZeme, Ze aj C spiiia predpoklady tej vety.

0
PodTa predpokladu existuji otvorené mnoziny U, (n = 1,2,...)tak, 2e C = N U,.
Indukciou zostrojime postupnost otvorenych mnoZin {W,} tak, aby n=1

Wy, WoercW, (n=1,2,...).

s

C =

1

PoloZzme W; = U, a predpokladajme, Ze sme uZ zostrojili mnoZiny W, ..., W, tak,
¥e CcWy,c U, Wiuy c W, (i=1,2,...,n — 1). Z reguldrnosti X a kompakt-
nosti C vyplyva existencia otvorenej mnoZiny W,,; takej, Ze C < W44, W, c
c U,y N W, Teda W,,, = W,, W,,, < U, Odtial tieZ vyplyva, Z¢ C =« W, =
< NU, = C, teda C = (W, 7

PoloZme V, = Wy,_, (n = 1,2,...). Lahko nahliadneme, Ze C spliia predpoklady
vety 1 pri tejto volbe V. .

Désledok ([5]). Ak je X lokdlne kompaktny Hausdorffov topologicky priestor,
1 vonkajsia miera definovand na systéme vietkych podmnoZin X, u€ %, tak kazdd
kompaktnd G; mnoZina je u-meratelnd.

3. Lokalne kompaktné priestory. V lokdlne kompaktnom Hausdorffovom priestore
mdZme Ziadat menej od vonkajSej miery u, aby platilo tvrdenie vety 2. MnoZinu A
nazveme ohranifenou, ak existuje kompaktnd mnoZina D, ktorej je A Castou.

Definicia 2. Znakom 2 budeme znadlif systém vSetkych vonkaj$ich mier u defino-
vanych na nejakom dedi¢nom o-okruhu H, s touto vlastnosfou: p(4 U B) = u(4) +
+ u(B), len o A, B € H st ohranifené mnoZiny s disjunktnymi uzévermi.

Veta 3. Nech X je lokdlne kompaktny Hausdorffov topologicky priestor, pe 2
a vSetky kompaktné mnoZiny patria do H. Potom kaZdd kompaktnd G; mnoZina
Jje u-meratelnd.

Dokaz. Reldciu #zavediemetakto: E # F vtedy a len vtedy, ak st E, F ohraniené

[}
mnoZiny s disjunktnymi uzdvermi. Ak C je kompaktnd G; mnoZina, je C = \ U,,
n=1

priom U, moéZeme volif tak, aby boli ohraniené. ZvySok ddkazu je rovnaky ako vo
vete 2.



4. Normilne priestory. Topologicky priestor je normdlny, ak TubovoIné disjunktné
uzavreté mnoziny maji disjunktné okolia. Normdlny priestor nemusi byt ani Haus-
dorffov, ani reguldrny. V normdlnom priestore md systém % tito ekvivalentni cha-
rakteristiku: Vonkajsia miera y € € vtedy a len vtedy, ak u(4 U B) = y(A4) + u(B)
pre vietky 4, B e H s disjunktnymi uzdvermi. 2)

Veta 4. Ak X je normdlny topologicky priestor, p vonkajsia miera zo systému %,
definovand na systéme vSetkych podmnoZin X, tak kaZdd uzavretd G; mnofina je
p-meratelnd.

Do6kaz. Zavedieme E & F vtedy a len vtedy, ak E n F = 0. ZvySok ddkazu je
zhodny s dékazom vety 2.

Doésledok. Ak je X normalny topologicky priestor, p vonkaj$ia miera zo systé-
mu %, definovand na systéme vSetkych podmnoZin X, tak kazdd otvorend F, mnoZina
je p-meratelnd.

S. Uniformné priestory. Nech X je uniformny priestor, &/ uniformita. Znakom %
budeme znafit bazu uniformity & pozostdvajicu zo vSetkych otvorenych symetric-
kych prvkov & ([4]). MnoZina U = X je otvorend (v uniformnej topoldgii), ak
Tubovolnému x € U existuje Ve # tak, Ze {y :(x, y)e V} = U. Je zndme, Ze kazdy
uniformny priestor je reguldrny vo svojej uniformnej topoldgii a teda plati v fiom
veta 2. Nasim ciefom je dokdzat vetu 2 za slabsieho predpokladu o vonkajsej miere u.

Definicia 3. Znakom & budeme znadit systém v3etkych vonkajsich mier p, defino-
vanych na nejakom dediénom g-okruhu H, s touto vlastnostou: u(4 U B) = p(4) +
+ u(B), ak A,BeH, A x B X x X — Vpre nejaké Ve %.

Pozndmka. Zrejme € < . V metrickom priestore sa zhoduje pojem vonkajsej
miery z & s pojmom Carathéodoryho vonkajsej miery (tj. vonkajsej miery u takej,
Ze u(A U B) = p(A) + u(B), len &o dist (4, B) > 0). Pritom uniformita priestoru je
vytvorend bazou % = {{(x, y) : dist (x, y) < r} :r > 0}.

Veta 5. Nech X je uniformny priestor, pe & a nech kazdd kompaktnd mnoZina
md okolie patriace do H. Potom kaZdd kompaktnd G; mnoZina je y-meratelnd.

Dodkaz. Na systéme vSetkych podmnoZin X zavedieme reliciu # takto: E # F
vtedy a len vtedy, ak existuje Ve % tak,7e E x F =« X x X — V. Reldcia # a von-
kaj$ia miera y spliiaji predpoklady vety 1. Nech C je Iubovolnd kompaktnd G,
mnoZina. ‘

. LPahko dokdZeme toto tvrdenie: Ak E X F <« X x X — U pre nejaké U € %, tak
existuje otvorend mnoZinaV o EaWe¥tak,2¢ E x V' c X x X — WaV x F <
c X x X — W. Skutotne, zvolme We# tak, aby W= W™ a W, Wc U,

2) Pozri [1]; miery z € sa v ['l] nazyvaja r-aditivne, pri¢om 7 je topolégia v X.
3) W, W= {(x, »): existuje z € X tak, %e (x, z) € W, (z, y) € W.}



V= {y: existuje x€E, (x,y)e W}. Nech (x,y)eE x V' tj. xeE, y¢V. Keby
(x, y) € W, potom by y eV, &o je spor. Teda E x V' <« X x X — W. Nech (y, x) €
eV x F tj. xeF, (y,z) € W pre nejaké z € E. Keby (x, y) € W, potom by (x, z) €
e W, W< U, priom x € F, z € E, ¢o nie je moZné. Preto (x, y)e X x X — W.

O mno¥ine C dokdZeme, e spitia predpoklady vety 1. Predovietkym, C = N U,, U,

n=1

st otvorené, U,y, = U, (n = 1,2,...). PoloZme V; = U, a predpokladajme, Z¢ uZ
je zostrojend postupnost otvorenych mnozin Vi, Vs, ..., V, tak, ze C c V; < U,,
CxVieWw (i=12..,n), V/ x Viy; =« W, pre nejaké W,e¥ (i=1,2,...
...yn — 1). Zostrojime V,,,. PretoZe X je regulirny a C je kompaktnd mnoZina,
existuje U € % tak, Ze C x (V, 0 U,41)’ = X — U. Ako sme ukdzali vy33ie, existuje
otvorend mnoZina V,4; a prvok W,,, bdzy uniformity # tak, Ze C < V,4+;, C X
XVisr € X X X — Wopq a Vyyy x(V,,r\U,,“)’cXXX—- Was 1

Zostrojili sme teda postupnost {V,,} otvorenych mnoZn tak, Ze C = N\ V,, CZV,,
(Vo = Vas1) B Voya (n = 1,2,...). Tym je dbkaz vety skoneny. n=1

6. &-normalne priestory. Nech @ je vonkaj$ia miera definovand na systéme vset-
kych podmnoZin topologického priestoru X. X sa nazyva #-normdlny,*) ak k Tubo-
volnej otvorenej mnoZine U, uzavretej mnoZine C = U, lubovolnej mnoZine E ko-
ne¢nej vonkajej miery a TubovoInému & > 0 existuji otvorend mnoZina D a uzavretd
mnoZina C, tak, Ze

C,cCnD, DcU, ®En(C-C))<e.

Veta 6.°) Nech X je ®-normdiny priestor. Nech &(A U B) = &(A) + ®(B),
len ¢o A N B = 0. Potom kaZdd uzavretd G; mnoZina je ®-meratelnd.

Dokaz. Nech E < X je mnoZina konetnej @-miery. PoloZme puz(4) = &(E n A)
pre vSetky A = X. Nech D je Iubovolnd uzavretd G; mnoZina. K tomu, aby sme do-
kdzali, Ze D je ®-meratelnd, stadi dokdzaf, Ze D je ugy-merateInd pre kaZdi mnoZi-
nu E konetnej ®-miery.®) Skutotne, ak je ®(E) = oo, tak &(E) = &(E n D) +
+ ®(E — D). Ak &(E) < w0, tak &(E) = py(E) = pg(E n D) + pg(E — D) =
= &(E n D) + &(E — D). |

Nech je teda E « X TubovoInd mnoZina koneénej d-miery, D Iubovolnd uzavre-
td G; mnoZina; piSme yu = pp. Mdme dokdzat, Ze D je u-meratelnd.

Podla predpokladu existuje postupnost otvorenych mnoZin {U,} tak, e D =

= N U,. Z ®-normdlnosti priestoru X vyplyva ku kaZdému & > 0 existencia postup-

n=1

4) 111, definicia 2.4.
5) {11, veta 2.17.
%) 1], lema 2.16.



nosti otvorenych mno#in {V,} a uzavretych mnoZin {C,} s tymito vlastnostami:

Co=D, Cuuys VoV c¥nU,,

-

€
Cor1 € Cyy HC, — Chyy) <5;:, n=012,..

Qdtial vyplyva
NV,=D, uD-NV,)<e.
n=1 n=1

]
Aplikujme teraz vetu 1 na mnoZiny C =V, a ¥, (n =1,2,...), prifom E # F
n=1

vtedy a len vtedy, ked E n F = 0. PodIa vety 1 je C p-merateln4.
Zatial sme teda ku kaZdému & > O nasli p-merateInd mnoZinu M < D tak, Ze
#(D — M) < e. Nech {M,} je postupnost u-merateInych mnoZin, pre ktoré M, = D,

D -M,)<1n (n=1,2,..). Potom je M=\ M, pmeratelnd, M < D,
n=1
w(D — M) = 0. Odtial Tahko vyplyva aj p-merateInost mnoZiny D.

7. d-regulirne priestory. Nech & je vonkajSia miera definovand na systéme
vietkych podmnoZin topologického priestoru X. Priestor X nazveme &-reguldrnym,
ak k Tubovolnej otvorenej mnoZine U, Iubovolnej kompaktnej mnoZine C < U,
Tubovolnej mnoZine E koneénej @-miery a fubovoInému &islu ¢ > 0 existuju otvore-
nd mnoZina V a kompaktnd mnoZina D tak, Ze

DcC, DcV, VcaU, ®En(C—-D))<ce.

Veta 7. Nech X je ®-reguldrny topologicky priestor. Nech Q(A U B) = cD(A) +
+ ®(B), len ¢o existujiidisjunktné otvorené mnoZiny U, V, pre ktoré je A = U, B < V.
Potom kaZdd kompaktnd Gs mnoZina je ®-meratelnd.

Dokaz je analogicky dokazu vety 6.

8. Carathéodoryho vlastnost. Nech X je abstraktny priestor, 4 vonkajSia miera
definovand na systéme vSetkych podmnoZin X. Redlna funkcia f definovand na
priestore X md Carathéodoryho vlastnost, ak pre vietky « je {x : f(x) > o} mera-
telnd, tj. u(A U B) = p(A4) + p(B) pre TubovoIné mnoZiny A, B, pre ktoré je A =
c {x:f(x) > a}, Bc {x:f(x) < a}.”)

Veta 8.°) Nech u(A v B) = p(A) + u(B) pre vsetky A,B < X, pre ktoré je
inf {f(x) : x € A} > sup {f(x) : x € B}. Potom md f Carathéodoryho vlastnost.

7) Pozri [2). BeZnejsi ndzov pre funkcie s Carathéodoryho vlastnosfou je merateInd funkcia.
8) Pozri [2].



Dékaz. PoloZme C = {x:f(x) <o}, V,={x:f(x)Sa+1/n}, n=1,2,...
Pre U, V X definujeme U & V vtedy alen vtedy, ak sup {f(x) : x € U} < inf {f(x) :
: x € V}, alebo sup {f(x) : x € ¥} < inf {f(x) : x € U}. Zrejme sii splnené predpokla-
dy vety 1. Preto je merateInd mnoZina {x : f(x) < a} a teda aj {x : f(x) > a}.
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Summary
ON MEASURABLE SETS IN TOPOLOGICAL SPACES

BEeLoSLAV RIECAN, Bratislava

If X is a metric space and p a Carathéodory outer measure (i.e. (4 LU B) =
= p(A) + p(B) whenever dist (4, B) > 0) then every open set is y-measurable. In
the article there are proved several theorems of such a type in topological spaces. For
illustration we shall give one example.

Theorem 5. Let X be a uniform space with the uniformity %. Let u be an outer
measure defined on the system of all subsets of X and let u(A U B) = p(A4) + p(B)
whenever there is Ve % such that A X B < X x X — V. Then every compact G,
set is u-measurable.
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