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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematický ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 93 * PRAHA 15. 2. 1968 * ČÍSLO 1 

O MERATEENÝCH MNOŽINÁCH V TOPOLOGICKÝCH PRIESTOROCH 

BELOSLAV RIEČAN, Bratislava 

(Došlo dňa 4. júla 1966) 

Z teorie miery je známa táto veta (napr. [3], [6]): Ak X je metrický priestor 
a \i Carathéodoryho vonkajšia miera, tak všetky otvorené množiny sú \i-meratelně. 
Známe sú aj niektoré analogie, připadne zovšeobecnenia tohto tvrdenia v případe, 
že X je topologický priestor určitého typu ([1], [2], [5]). V tomto příspěvku podá­
váme prehlad takých tvrdení. Okrem toho uvádzame aj nové výsledky týkajúce sa 
meratelnosti množin jednak v regulárnych, jednak v uniformných priestoroch. 

Všetky uvádzané tvrdenia vyplývajú z vety 1. Veta 1 je formulovaná abstrakne, čo 
umožňuje aplikovat' ju na viacero typov priestorov resp. vonkajších mier. Jej dokaž 
je modifikáciou známého dókazu pochádzajúceho pravděpodobné od C. CARATHÉO­
DORYHO. 

1. Abstraktně priestory. Veta 1. Nech X je neprázdná množina, H dědičný a-okruh, 
0t symetrická relácia definovaná na systéme všetkých podmnožin X s touto vlast-
nosťou: AkE0tF,Ex <= E, Fx c F, Eu Fj e H, tak aj Et $Fx. Nechn je vonkajšia 
miera definovaná na H tej vlastnosti, že pi{E u F ) = fi{E) 4- fi{F), len čo E,F e H, 

E0tF. Konečné nech C = f) Vn, Vn+Í c Vn, VteH, C0l{X - Vn), {Vn - Vn+i) 
0tVn+2 (n = l,2,...). - í 

Potom je množina C fi-merateíná. 

Dokaž. Nech E je lubovolná množina z H. Najprv dokážeme, že 

(1) ii{E-~C) = limii{E~Vn). 

Nerovnosť n{E - C) }> lim n{E - V„) je zřejmá. K dókazu opačnej nerovnosti 
použijeme vzťah 

£ - C - = J E - F2 ku U £ n ( V 2 „ - 2 - V2n_x)u U E n (V2m^ - V2n), 
и-вfc + l и=-*+l 



odkial dostáváme 

(2) n{E -C)__u(E- V2k) + £ liE n (V2n_2 - vu-i)) + 

+ I K£n(v2n._~v2n)). 
» - - * + l 

Zo vzťahov £ n V2n á? F n (V2n-2 - ^2„-i),E n V2n+1 MEn (V2„-i - V2rt) dostá­
váme nerovnosti 

k k 

/<£ - V2k^) ^fi(UEn (V2n_2 - V2n-0) = I/ i(£ n (V2n-2 - V2n_i)), 
n-=2 11 = 2 

K-5 ~ V2k) *!ÚEn (V2n__ - V2n)) , 
J I * - * 

oo 

takže (1) platí, ak aspoň jeden z nekonečných radov £/*(Fn(V 2 n _ 2 - V2n_i)). 
00 B = - 2 

]T M £ n (̂ 2«~i - 2̂«)) diverguje. V opačnom případe dostáváme z (2) nerovnosť 
» » i 

/ < £ - C)g l imju (£ - V2fc) 

aodtial(l). 
Z (1) a zo vzťahov EnCm(E - Vn) (n = 1,2,...) dostáváme 

/i(E) = Hm/i((£ n C) u (JE - V„)) = \i(E n C) + lim/i(F - Vn) = 

= p{E nC) + n(E - C). 

Odtial vyplývá /i-meratelnosť množiny C. 

Veta 1'. Necft Xje metrický priestor, ji je vonkajšia miera v X taká, že fi(A u B) = 
= fi(A) + #(£), /ew co dist (A, B) > 0. Potom je každá uzavretá množina n-mera-
tetná. 

Ddkaz. Nech Cje uzavretá množina. Definujme EMF vtedy a len vtedy, keď 
dist (JB, F) > 0. Teraz stačí vo vete 1 položiť Vn = {x: dist (x, C) < 1/n}. 

2. Regulárně priestory. Regulárnym topologickým priestorom rozumieme topo­
logický priestor X, v ktorom ku každej uzavretej množině F a každému prvku xeF 
existujú disjunktně otvorené množiny obsahujúce x resp. F. Teda regulárny priestor 
nemusí byť Hausdorffovým ([4]). 

Definícia 1. Znakom ^ budeme značiť systém všetkých vonkajších mier /Í defino­
vaných na nejakom dedičnom c-okruhu H s touto vlastnosťou: Ak A c {/, B c V, 
V n V = 0, (7, Vsú otvorené, tak /i(_4 u JB) = n(A) + ^(B).1) 

*) Pozři [1], [5]. V [5] sa každá vonkajšia miera patriaca do V nazývá Carathéodoryho. 
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Veta 2. Nech X je regulárny priestor, fieW a nech ku každej kompaktně} mno­
žině C existuje otvorená U e H tak9 že U => C. Potom každá kompaktná Gb množina 
je n-meratelná. 

Dokaž. Nech C je Iubovolná kompaktná Gb množina. Na systéme všetkých 
podmnožin X zavedieme reláciu 01 takto: E MF9 ak existujú otvorené disjunktné 
množiny U9 V tak, že E c U9 F c V. Je zřejmé, že relácia 0t a miera /* splňajú před­
poklady vety 1. Ukážeme, že aj C spíňa předpoklady tej vety. 

00 

Podlá předpokladu existujú otvorené množiny Un (n = 1, 2,...) tak, ŽQC = () ^n-
Indukciou zostrojíme postupnost* otvorených množin {Wn} tak, aby w s s l 

C = f)Wn9 Wn+1czWn (n = l ,2, . . . ) . 
» = 1 

Položme Wx == Ux a predpokladajme, že sme už zostrojili množiny Wí9 ...9Wn tak, 
že C c jp. c Ui? ÍF i + 1 c J^ (i = 1, 2,..., n - 1). Z regulárnosti X a kompakt­
nosti C vyplývá existencia otvorenej množiny JVn+1 takej, že C cz Wn+l9 Wn+1 c 
c Un+Í n Wn. Teda Wn+Í c Wn9 Wn+Í c Un. Odtial tiež vyplývá, že C c (\Wn c 
c fW,, = C, teda C = fW„. 

Položme Vn = fV3n-2 (w = 1, 2,...). Eahko nahliadneme, že C splfla předpoklady 
vety 1 pri tejto volbě Vn. 

Dósledok ([5]). Ak je X lokálně kompaktný Hausdorffov topologický priestor, 
H vonkajšia miera definovaná na systéme všetkých podmnožin X9 fxe^, tak každá 
kompaktná G3 množina je /j-merateíná. 

3. Lokálně kompaktně priestory. V lokálně kompaktnom Hausdorffovom priestore 
móžme žiadať menej od vonkajšej miery fi9 aby platilo tvrdenie vety 2. Množinu A 
nazveme ohraničenou, ak existuje kompaktná množina D9 ktorej je A častou. 

Definícia 2. Znakom B budeme znaciť systém všetkých vonkajších mier \i defino­
vaných na nejakom dedičnom <r-okruhu H9 s touto vlastnostem: n(A u B) = fi(A) 4-
+ n(B)9 len čo A9 B e H sú ohraničené množiny s disjunktnými uzávermi. 

Veta 3. Nech X je lokálně kompaktný Hausdorffov topologický priestor, fieSt 
a všetky kompaktně množiny patria do H. Potom každá kompaktná Gs množina 
je n-meratelná. 

D 6 kaz. Reláciu ffl zavedieme takto: EMF vtedy a len vtedy, ak sú E9 F ohraničené 
00 

množiny s disjunktnými uzávermi. Ak C je kompaktná G6 množina, je C = f) Un9 
n = l 

pričom Un móžeme voliť tak, aby boli ohraničené. Zvyšok dokazu je rovnaký ako vo 
vete 2. 



4. Normálně priestory. Topologický priestor je normálny, ak lubovolné disjunktně 
uzavřete množiny majú disjunktně okolia. Normálny priestor nemusí byť ani Haus-
dorffov, ani reguJárnj. V normálnom priestore má systém ^ tuto ekvivalentnú cha­
rakteristiku: Vonkajšia miera fietf vtedy a len vtedy, ak ft(A u B) = fi(A) + fi(B) 
pre všetky A9 B e H s disjunktnými uzávermi.2) 

Veta 4. Ak X je normálny topologický priestor, \x vonkajšia miera zo systému (€9 

definovaná na systéme všetkých podmnožin X9 tak každá uzavretá Gd množina je 
li-meratelná. 

Dókaz. Zavedieme EMF vtedy a len vtedy, ak E n F = 0. Zvyšok dókazu je 
zhodný s dókazom vety 2. 

D 6 sled ok. Ak je X normálny topologický priestor, \i vonkajšia miera zo systé­
mu <69 definovaná na systéme všetkých podmnožin X, tak každá otvorená Fa množina 
je /i-meratelná. 

5. Umformiié priestory. Nech X je uniformný priestor, $0 uniformita. Znakom % 
budeme značiť bázu uniformity «$/ pozostávajúcu zo všetkých otvorených symetric­
kých prvkov sé ([4]). Množina U cz X je otvorená (v uniformnej topologii), ak 
lubovolnému xeU existuje Ve % tak, že {y : (x9 y) e V} c U. Je známe, že každý 
uniformný priestor je regulárny vo svojej uniformnej topologii a teda platí v ňom 
veta 2. Našim cielom je dokázať vetu 2 za slabšieho předpokladu o vonkajšej miere fi. 

Definítia 3. Znakom $ budeme značiť systém všetkých vonkajších mier \i9 defino­
vaných na nejakom dedičnom <x-okruhu H9 s touto vlastnostem: fi(A u B) = ii(A) -f 
+ ju(B), akA9BeH9 A x B c X x X - 7 pre nějaké Ve %. 

Poznámka. Zrejme ^ cz S. V metrickom priestore sa zhoduje pojem vonkajšej 
miery z í s pojmom Carathéodoryho vonkajšej miery (tj. vonkajšej miery \i takej, 
že n(A u B ) = i4A) -f ju(B), len čo dist (̂ 4, B) > 0). Přitom uniformita priestoru je 
vytvořená bázou % = {{(x9 y) : dist (x, y) < r} : r > 0}. 

Veta 5. Nech X je uniformný priestor, fie ď a nech každá kompaktná množina 
má okolie patriace do H. Potom každá kompaktná Gd množina je \x-meratelná. 

Dókaz. Na systéme všetkých podmnožin X zavedieme reláciu 01 takto: E 01 F 
vtedy a len vtedy, ak existuje Ve % tak, žeExFcXxX— V. Relácia M a von­
kajšia miera \i splňajú předpoklady vety 1. Nech C je lubovolná kompaktná Gd 

množina. 
Eahko dokážeme toto tvrdenie: Ak ExFczXxX— U pre nějaké U e °U9 tak 

existuje otvorená množina V 3 E a We ^ tak, ž e £ x F ' c ! x I - W& V x F c 
cX x X-W. Skutočne, zvolme WeW tak, aby W= W~l a WQWc U9

3) 

2 ) Pozři [11; miery z ^ sa v [1] nazývajú t-aditívne, pričom r je topológia v X. 
3 ) W0 W= {(*, y): existuje z e X tak, že (*, z) e Wt (zf y) £ W.} 



V= {y: existuje xeE, (x9y)eW). Nech (x,y)eE x V' tj. xeE, y$K Keby 
(x, y) e W, potom by y e V, co je spor. Teda ExV'czXxX-W. Nech (y, x) e 
e V x F tj. x e F, (y, z)eW pre nějaké zeE. Keby (x, y) e W, potom by (x, z) e 
e WQ W c U, pričom x e F, z e E, čo nie je možné. Preto (x, y) e X x X ~~ W. 

oo 

O množině C dokážeme, že spíňa předpoklady vety 1. Predovšetkým, C = O Un, Un 

sú otvorené, Un+Í cz Un (n = 1, 2,...). Položme Vx = Ux a predpokladajme, že už 
je zostrojená postupnost* otvorených množin VÍ,V2,...,V„ tak, že C c Vř c Uh 

C x VI cz Wt (i = 1,2,..., n), VI x Vi+Í cz Wi9 pre nějaké Wxe% (i = 1, 2,... 
..., n — 1). Zostrojíme Vn+1. Pretože X je regulárny a C je kompaktná množina, 
existuje U e°U tak, že C x (Vn n Un+1)' c X - C/. Ako sme ukázali vyššie, existuje 
otvorená množina Vn+1 a prvok Ffn+1 bázy uniformity % tak, že C c Vw+1, C x 
x Vn'+1 c l x l ^ l f „ + 1 a V„+1 x (Vn n Uw+1)' c: X x X - PfB+1. 

co 

Zostrojili sme teda postupnost* {Vn} otvorených množin tak, že C = f) V„, C0íVn, 
(Vn - Vn+1) M Vn+2 (n = 1, 2,...). Tým je dokaž vety skončený. n=s l 

6. ^-normálně priestory. Nech $ je vonkajšia miera definovaná na systéme vset-
kých podmnožin topologického priestoru X. X sa nazývá $-normálny,4) ak k lubo-
volnej otvorenej množině U, uzavretej množině C cz U, Iubovolnej množině E ko-
nečnej vonkajšej miery a lubovolnému e > O existujú otvorená množina D a uzavretá 
množina Cx tak, že 

C j c C n D , Ď czU, $(Ec\(C - Cx)) < e . 

Veta 6.5) Nech X je <P-normálny priestor. Nech <P(A u B) = 4>(A) + $(B), 
len čo A n B = 0. Potom každá uzavretá Gd množina je <f>-meratelná. 

Dókaz. Nech E c l j e množina konečnej #-miery. Položme fiE(A) = <P(E n A) 
pre všetky A cz X. Nech D je lubovolná uzavretá Gd množina. K tomu, aby sme do­
kázali, že D je #-merateIná, stačí dokázať, že D je ju£-meratelná pre každú množi­
nu E konečnej #-miery.6) Skutočne, ak je $(£) = oo, tak #(£) ^ $(£ n D) + 
+ <P(E - D). Ak <P(£) < oo, tak #(£) = pt(E) = ptE(E n Ď) + n£(E - D) = 
= $(E c\D) + <f>(£ - D). 

Nech je teda E cz X lubovolná množina konečnej #-miery, D lůbovolná uzavre­
tá G3 množina; pišme \i = fiE. Máme dokázať, že D je /i-meratelná. 

Podlá předpokladu existuje postupnost* otvorených množin {Un} tak, že D = 
00 

= f| Un. Z ^-normálnosti priestoru X vyplývá ku každému e > 0 existencia postup-
» = i 

4 ) [1], definícia 2.4. 
5 ) [1], veta 2.17. 
6 ) [l],tema2.16. 



nosti otvorených množin {Vn} a uzavretých množin { c j s týmito vlastnosťami: 

c0 = D, Cn+1 c Vn+1 c FB+1 <=V„nUn, 

C„+Í<=CЯ, KCя-Cя+í)<фï, n = 0,í,2, 

Odtial vyplývá 

Г)V„<=D, џ(D-ПVя)<e. 
B = - l П-l 

Aplikujme teraz vetu 1 na množiny C = f| V« a Vn (n = 1, 2,...), pričom E & F 
n=-l 

vtedy a len vtedy, keď-B n P = 0. Podlá vety 1 je C ju-merateíná. 
Zatiaí sme teda ku každému a > 0 našli ju-meratelnú množinu M c D tak, že 

/i(D — Aí) < e. Nech {Mn} je postupnost* ̂ -meratelných množin, pre ktoré Mn c D, 
co 

/*(D - Af,) < 1/n (n = 1, 2,...). Potom je M = UM„ ju-meratelná, M c £>, 
n = i 

ju(Ď — Aí) = 0. Odtial lahko vyplývá aj jj-merateínosť množiny D. 

7. ^-regulárně priestory. Nech # je vonkajšia miera definovaná na systéme 
vŠetkýeh podmnožin topologického priestoru X. Priestor X nazveme #-regulárnym, 
ak k lubovolnej otvorenej množině U, Iubovolnej kompaktnej množině C c U, 
lubovolnej množině E konečnej 4>-miery a lubovolnému číslu e > 0 existujú otvore-
ná množina Fa kompaktná množina D tak, že 

D czC, D cz V, V cz U, &(En(C - D))<e. 

Veta 7. Nech X je $-regulárny topologický priestor. Nech $(A u B) = <P(A) -F 
•F #(B), len co existujú disjunktně otvorené množiny U, V, pre ktoré je A c U, B <zz V. 
Potom každá kompaktná G3 množina je $-meratetná. 

Ddkaz je analogický ddkazu vety 6. 

8. Carathéodoryho vlastnost. Nech X je abstraktny priestor, \i vonkajšia miera 
definovaná na systéme vŠetkýeh podmnožin X. Reálna funkcia / definovaná na 
priestore X má Carathéodoryho vlastnost*, ak pre vsetky a je {x :f(x) > a} mera-
telná, tj. fi(A u B) = (jj(A) 4- p(B) pre lubovolné množiny A, B, pre ktoré je A cz 
<= {x :f(x) > a}, B a {x :f(x) S a}.7) 

Veta 8.8) Nech pi!(A u B ) = fi(A) 4- ft(B) pre vsetky A, B cz X, pre ktoré je 
inf {f(x) : x € A} > sup {f(x) : x e B}. Potom máf Carathéodoryho vlastnost 

7) Pozri [2], Běžnější názov pre funkcie s Carathéodoryho vlastnosťou je meratelná funkcia. 
8 ) Pozri 12]. 



Ddkaz. Položme C = {x :f(x) <> a}, Vn = {x :f(x) ^ a + 1/n}, n = 1, 2,... 
Pre Í / J c l definujeme 17 ář V vtedy a len vtedy, ak sup {f(x) : xeU} < inf {/(*) : 
:xeV}, alebo sup {/(*) : x e F } < inf {f(x): x e U}. Zrejme sú splněné předpokla­
dy vety 1. Preto je meratelná množina {x :f(x) ^ a} a teda aj {x :f(x) > a}. 
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Summary 

ON MEASURABLE SETS IN TOPOLOGICAL SPACES 

BELOSLAV RIE£AN, Bratislava 

If X is a metric space and pi a Caratheodory outer measure (i.e. fi(A uB) = 
= n(A) + n(B) whenever dist (A, B) > 0) then every open set is ju-measurable. In 
the article there are proved several theorems of such a type in topological spaces. For 
illustration we shall give one example. 

Theorem 5. Let X be a uniform space with the uniformity %. Let \i be an outer 
measure defined on the system of all subsets of X and let \i(A uB) = fi(A) + fi(B) 
whenever there is Ve°U such that AxBczXxX— V. Then every compact Gd 

set is ju-measurable. 
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