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&asopis pro pEstovani matematiky, ro&. 93 (1968), Praha

O JEDNOM DUKAZU PALEY-WIENEROVY VETY

Jikf BRABEC, Praha
(Doslo dne 27. zafi 1966)

V tomto &ldnku bude znagit W, t¥idu celistvych funkci f(z), které jsou exponencidl-
niho typu <o a pro n& f(x) e I’(— oo, + o). Déle ozna¢ime znakem B, tfidu ce-
listvych funkci exponencidlniho typu < o, které jsou omezené na redlné ose. Pro
funkci f € B, plati

(1) [/(z)] = 47!

pro viechna z = x + iy, pfiemZ 4 > 0 je jistd konstanta. Fourierovym-Planchere-
lovym obrazem funkce f € I*(— 0, + c0) budeme rozumét funkci F € I*(— o0, + c0):

1 N .
F(u) = — Lim. f(x)e ™*dx,
) V2T Newo J oy ()
kterd podle Plancherelovy véty existuje.
Véta Paley-Wienerova, jak zndmo, zni:

Nutnd a postacujict podminka, aby f € W,, je, aby existovala funkce F € I*(— o, 0)
tak, Ze

— _}__ ’ iux
) f(x) Ton _UF(u) e du.

Dikaz, Ze kaZdd funkce tvaru (2) patfi do W,, je jednoduchy a neni tfeba jej
uvddét. K dikazu druhé &dsti uvedeme nejdiive nékteré jednoduché pomocné véty;
tyto véty jinak vyplyvaji z véty Paley-Wienerovy, byla-li jiZ oviem dokdzdna. Ndsle-
dujici lemma plyne téZ z BernStejnovy nerovnosti pro funkce z B,, dokdZeme vSak
lemma radé&ji pfimo.

Lemma 1. JestliZe f(z) € B,, potom f'(z) € B,.

Dukaz. Necht plati (1). Bud nejdfive z = x + iy libovolné &islo takové, Ze y > 0.
Nechf C = C; + C, je orientovany soudet kfivek:

C,:z=t, te{(—R,R), C,:z=Re", te{0,n),



kde R > Izl Potom jest podle Cauchyho vzorce

) 1 f(0) el
"(z) el + ig f(z) el = — | 221~ __d¢.
1) 1) 2mi J¢ (¢ — 2)? ¢
Tedy
’ ioz : ioz 1
® 7@ e +iof(@) e < (] + |7,
kde
R iot 0
(4) |7, = J Z(_t)_e_dt < Adt =E,
—R(t_z)z ) 12 +y2 Yy
T it : it : it
lim 7, = lim f(Re )er (ioRe'*) iRe dt=0,
R—-o0 R=o Jo (Re“ — 2)2
nebot
ARm
72| =

Gt

Odtud a z (3), (4) plyne, Ze plati
o A,
® @) +ios(a] s A e

Analogicky dostaneme pro y < 0 (pouZijeme-li té%e metody na funkci f(z)e™ '
a dolni polorovinu), Ze plati
©) 1@~ iof@) 5 5.

Z (5), (6) okamZit& dostaneme, Ze pro y + O plati
1
f'(z)| £ (a + ———)Ae"”'.

Odtud plyne, Ze f'(z) je omezend na hranici libovolného pdsu —y, < Imz < y,
a podle principu Phragmena-Lindelofa pro polopds je omezend i uvnitf pdsu, je tedy
omezend na redlné ose.

Lemma 2. Je-li f € W, potom plati

1. feB,,
2. pro libovolné z = x + iy takové, Ze y + 0, je

: il
) el e S ke o= 1L

(7] ie norma v I?(— o0, + c0)).
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Diikaz. 1. Funkce G(z) = [§f%(z) dz je zfejm& celistvd funkce exponencidlniho
typu a je omezend na redlné ose, podle lemmatu 1 je téZ G'(z) = f*(z) omezend na
redlné ose, tedy i funkce f(z).

2. DokdZeme (7) pouze pro y > 0. Necht f € W,, f je podle 1) omezend na redlné
ose, tedy plati (1). Zvolme libovolné z = x + iy, y > 0. Zvolme ddle libovolng ¢ > 0.
Plati

fa)eieror = L[ FQX

2nijJe (—z

kde C = C; + C, md vyznam jako pfedesle. Je pak

i(oc+e)z 1
© ) e 5 L) + 11
2n
kde
R i(c+e) 2
©) |11|2 = ' f(t)_e.—'_ dt] =<
-rt— (x + 1y)
() 2dtf e Tk
s [ lopa [ st
Didle je .
imI, =0, nebot |L]| <R [ ¢-ehsine gy

R-w R - |z| °

a pravd strana konverguje k nule pro R > .
Odtud a z (8), (9) plyne platnost nerovnosti

z)| e~ (etay < f
l/(2)| < Z—U—J(ny)

pro kaZdé & > 0, plati tedy (7).
Lemma 3. Je-li f € W,, potom plati pro kaZdé x € (— o0, + )

(10 50 = 2 s+t

Dikaz. Pfedevsim integrdl v (10) existuje, nebof f € I*(— o0, + o0). Ozna&me pro
dané x f(x + z) = g(z2).
4

Necht C = ) C, je orientovany soudet kfivek:
k=1

Ci:z=t, te{r,R),  Cy:z=Re", 1te(0,n),
Cy:z=1t, te{—R,-r), Coiz=re"', te(-m,0),
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kde 0 < r < R. Potom podle Cauchyho véty je

fg(z)Ldz=0.
z

(o}

Odtud plyne

eiat .

[ a5 ar=i00) - w.
rsltlSR t
kde
J(o) = J g(0e™) exp (ioge™) dt .
0

Jest podle (7)

takZe lim J(R) = 0.

MR \/RJ‘ J(sing)’ R
Diéle lim J(r) = n g(0) (limitni pfechod za integratni symbol je zfejm& dovolen).
r—0
Tedy

- iot
(11) lim [ 9(H) S dt = i g(0) .
Jreiel <R t

R—- o
r—0
Zcela analogicky dokdZeme (pfechodem k dolni poloroving)

(12) lim f ,

g o}
r—vo

dt = —in g(0).

sltsR

Z (11), (12) dostaneme ihned (10).

Diikaz 2. ¢dsti Paley-Wienerovy véty je nyni jednoduchy. Necht F je Fourieriv-
Planchereltiv obraz funkce f. Potom, jak zndmo plati

sin G't

(13) " F(u) o™ du = }t I £t + %)

=]
Jam ).
Je-li f € W,, pak pravd strana v (13) je rovna f(x) a tim je diikaz proveden. -

Z pfedchoziho mimo jiné vyplyvd, Ze pro funkci f € W, se jeji Fourieriiv-Planche-
reliiv obraz F rovnd nule skoro viude v E; — (—g, o). Tato skute¢nost se v jinych
dukazech dokazuje pfimo.

Uvedeny diikaz umoZiiuje rovnéZ velmi snadno zobecnit Paley-Wienerovu vétu na
n-rozmérny prostor.

Oznatme déle ¢ = (04, 05, ...,0,), 0, > 0 (k=1,2,...,n), z = (24, 23, ..., Zy)s

n

2z = X + iy (4, X) =kzlukx,‘, K,={x€E,:|x| S0, k=1,2,...,n}.
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Rekneme, %e f € W™ jestlize
1) f(2) je celistvd funkce takovd, Ze k libovolnym Cislim &, > 0 (k = 1,2, ..., n)
existuje konstanta A = A(ey, ¢, ..., &,) tak, %e pro vSechna z plati
If(z)l é Ae(m +e1)|z1] +... +(on+en)|zn) ,
2) f(x) € IX(E,).
Je nyni zfejmé, jak lze zobecnit pomoci Fubiniovy vty lemma 3 pro n-rozmérny

prostor. Odtud a z Plancherelovy véty pro I*(E,) plyne véta:

Nutnd a postadujici podminka, aby f € W™, je, aby existovala funkce F € I*(K,)
tak, Ze

(%) = ﬁ‘/i j F@) e du
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Summary

ON A PROOF OF PALEY — WIENER THEOREM

Ji1kf BRABEC, Praha

The proof of the well-known Paley-Wiener theorem requires, as a rule, a verifica-
tion of the following statement: The Fourier transform of a function fe W, (for
notation see [1]) vanishes a.e. outside of the interval (—o, o).

The alternative proof of the Paley-Wiener theorem, given in this paper, is based on
a fact of uniqueness of Fourier transform and of lemma 3. This lemma asserts that
every function f € W, is a fixed point of the operator &,, defined by the equation

sin
t

y,f=lrf(t+x) o ar .
TJ-w

The proof of the preceding lemma follows from important estimate (7). The proofs
of the present article are rather simple and they essentially use both the Cauchy
integral theorem and the Cauchy integral formula.
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