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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

DEDICNA m-SEPARABILITA USPORADANEHO PROSTORU

LADISLAV SKULA, Brno

(Doslo dne 30. 2afi 1964)

Ndzvy, oznadeni a véty pouZivam z knihy E. CecH: Topologické prostory NCSAV
Praha 1959. T bude znacit odkaz na tuto knihu.

Definice 1. Nejmensi moZnou mohutnost husté mnoZiny v topologickém prostoru
(P, u) budeme znadit h(P, u) nebo jen stru¢n& h(P).

Necht m je kardindlni &jslo. Topologicky prostor P se nazyvd m-separabilni prostor,
jestliZe obsahuje hustou podmnoZinu mohutnosti <m. Topologicky prostor P se
nazyvd dédicné m-separabilni prostor, jestlize kazdy do P vnofeny prostor je m-sepa-
rabilni.

Prdce vznikla feSenim problému E. Cecha z jeho topologického semindfe v Brné:
,,Kdy? je usporddany prostor m-separabilni, jest dédi¢éné m-separabilni?')

1. Nechf u, v jsou topologie na P, u jemnéjsi nez v. Pak h(P, u) = h(P, v).

Definice 2. Necht R je uspofddany prostor. Bod x € R se nazyvd I-bod (p-bod),
jestliZe x neni zleva (zprava) isolovany a existuje y€ R tak,.Ze y > x(y < x),
J(x, y) = 0 a y neni isolovany bod.

2. Necht R je uspofddany prostor, ktery neobsahuje I-body a p-body. Pak R je
deédiéné h(R) -separabilni.

Dukaz. Necht Q je vnoten do prostoru R. Pak podle T 4.12. 21 je h(Q) = x(Q),
podle T 4.12.18 je x(Q) < ¥'(R) a podle T 6.1.14 je x'(R) = max [m,, m,, h(R)],
kde m;(m,) je mohutnost mnoZiny viech zleva (zprava) isolovanych boda v R. Je-li x
zleva isolovany bod v R a neni isolovany, pak existuje isolovany bod y, x > y
a J(y, x) = 0. Polome f(x) = y. f je prosté zobrazeni mnoziny zleva isolovanych
bodi, které nejsou isolované, do mnoZiny vSech isolovanych bodd. Odtud plyne,
Ze m Si+ i, kde i je mohutnost soustavy viech isolovanych bodi v R. Je-li R
koneény, _]CSt tvrzeni 2 ziejmé. Je-li R nekonedny, pak, jelikoZ jest i < h(R) jest
m; < h(R). Dudlné& plati m, < h(R). Tedy x*(R) = h(R), odkud vyp]yva h(Q) < h(R).

1y Ustni sdéleni prof. K. Koutského.
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Definice 3. Nechf R je uspofddany prostor. Mezi dv€ma body x, y prostoru R
definujeme vztah ~ takto:

1) x ~ x pro kazdy x€ R,

2) pro x % y je x ~ y tehdy a jen tehdy, je-li J(x, y) = @ a x, y nejsou isolované.

Vztah ~ je ekx;ivalence, jejiz t¥idy rozkladu jsou jednoprvkové nebo dvouprvkové
mnoZiny. Rozklad pfislusny této ekvivalenci ozname @(R) a pfirozené zobrazeni
oznaéme @. Pro { € o(R), 7€ @(R), ¢ # n definujme £ < n tehdy a jen tehdy, je-li
x <y, kde 9(x) = &, ¢(y) = n.

Takto uspotddany prostor o(R) nazveme redukce (uspofddaného) prostoru R.

3. Necht Q je vnoFeny prostor do zobecnéného uspofddaného prostoru R. Nechf1,
Jje mnoZina isolovanych bodii v Q, které nejsou isolované body v R. Pak mohI, <
< h(R).

Dikaz. Je-li R kone&nd mnoZina, je tvrzeni zfejmé. Necht R je nekoneénd mno-
Zina. Ozname J systém viech intervald J(x,y) v R, kde x€ Q, yeQ, x <y,
moh J(x, y) = Ny, J(x, y) 0 @ = 0. Jelikoz kazdy J € J je oteviend mnozina v R
aproJe3J, J'€J, J £ Jjest JnJ' =0, jest moh I < h(R). Je-li x €I, a x neni
koncovym bodem mnoZiny Q, pak existuje aspoil jeden J € J tak, Ze x je koncovym
bodem intervalu J. Ozname pak f(x) = J. MnoZina f~'(J) pro kazdé J € J je nejvys
dvouprvkovd, tedy mohI, < moh § + moh § + 2 < h(R).

4. Nechf R je uspofddany prostor. Pak uspofddany prostor o(R) neobsahuje
I-body a p-body.

Diikaz. Necht £ € o(R) je I-bod prostoru g(R). Pak existuje 7 € o(R) tak, Ze & < 1,
J(&,n) = 0 a n neni isolovany bod. MnoZina ¢ '(£) U ¢~ '(n) je dvouprvkovi;
existuji tedy x € R, y € Rtak, Ze 9 "!(&) = (x), ¢ " '(n) = (»). Jest x < y, J(x, y) = 0;
x, y nejsou isolované v R, tedy x ~ y a tudiZ ¢(x) = ¢(y), coZ je spor. ProtoZe o(R)
neobsahuje I-body, neobsahuje ani p-body. Tim je dikaz ukonden.

5. Necht Q je vnofeny prostor do uspofddaného prostoru R. Pak h(Q) < h(o(R)).

Dukaz. Pfedpoklddejme, Ze R je nekonedny prostor, jinak je tvrzeni zfejmé.
Podle 2 a 4 existuje hustd mnoZina M* ve vnofeném prostoru ¢'(Q) tak, Ze moh M* <
< h(g(R)). Polozme M = ¢~ }(M*) U I,, kde I, je mnoZina isolovanych bodt v Q,
které nejsou isolované v R.

UkdZeme, Ze M je hustd v Q. Necht x € Q neni zleva isolovany bod v Q. Necht U
je relativni okoli bodu x ve vnofeném prostoru Q. Pak existuje y€ Q, y < x tak,
%e J(y,x) " Q = U, moh J(y,x) n Q = N,. Pak ¢(y) < ¢(x) a J(9(y), o(x)) N
~ ¢*(Q) # 0. Existuje tedy bod &€ J(9(y), @(x)) n M*. Necht zeo~'(&). Pak
y<z<xazeM.TedyUn M £ 0.

Plati té% dudlni tvrzeni: neni-li x € Q zprava isolovany bod v Q, pak pro kaZdé
rel. okoli U bodu x ve vnoFeném prostoru Q jeU n M =* 0.
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Necht x je isolovany bod prostoru Q. Je-li x€l,y, pak xe€ M. Neni-li x€l,,
pak x je isolovany v R, tedy ¢(x) je isolovany v @(R) a tudiz ¢(x) € M*. Odtud plyne
xeM.

Tedy M je hustd v Q.

Jest h(Q) £ moh M £ moh M* + moh M* + moh I, £ h(e(R)) + mohI,. Po-
loZime-li Q = R, jest I, = 0, tedy h(R) < h(g(R)) a z 3 dostdvdme pro lib. vnofeny
prostor Q do R h(Q) < h(g(R)).

6. Necht R je usporddany prostor. Pak h(o(R)) < h(R).

Diukaz. Tvrzeni plyne z toho, Ze zobrazeni ¢ je spojité.
7. Véta. Nech? R je uspofddany prostor. Pak R je dédi¢né h(R)-separabilni.
Dukaz. Véta plyne z 5 a 6.

8. V&ta. Nechf R je zobecnény uspoiddany prostor. Pak je R dédi¢né h(R)-
-separabilni.

Dukaz. Pfedpoklddejme, Ze R je nekoneény, jinak je tvrzeni ziejmé. Oznaéme u
danou topologii na prostoru R a v topologii na pfisluSném uspofddaném prostoru R.

Necht (Q, u) je vnofeny prostor do (R, u). Ozna&me I mnoZinu vech isolovanych
bodii vnofeného prostoru (Q, u) a Io(I*) mnoZinu viech isolovanych bodi tohoto
prostoru, které nejsou (jsou) isolované body prostoru (R, u).

Necht M je hustd v (Q, v), moh M = h(Q, v). Pak M U I je hustd v (Q, u), tedy jest

(1) h(Q, u) < h(Q, v) + mohI.
Podle 7a 1 je
2 h(Q, v) < h(R, u) .

Z 3 a z toho, Ze moh I = moh I* + mohI,, vyplyvd
3) mohI < h(R, u).
Z (1), (2) 2 (3) plyne h(Q, u) < h(R, u), c.b.d.

9. Problém: Necht P £ () je cdstecné uspofddand mnofina. Jaké jsou nutné
a postacujici podminky, aby topologicky prostor (P, t) byl dédi¢né h(P, t)-separa-
bilni, kde t znamend intervalovou topologii na P?
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Pe3omMe

HACJIEACTBEHHASA m-CEITAPABEJIBHOCTb YIIOPAJOYEHHOI'O
MPOCTPAHCTBA

JIAOUCJTIAB CKVJIA (Ladislav Skula), Bpxo

IMycte M — kKapauHaJIbHOE YHCJIO. TOMOJIOrHYECKOe MPOCTPAHCTBO HA3BIBAETCS
m-cenapabeabHbim, €CIIA B HEM HMEETCS IIOTHOE NMOAMHOXECTBO MOLIHOCTH < m.
Tonosoruyeckoe IPOCTPAHCTBO HA3BIBAETCH HACACOCMBEHHO M-CenapabesbHvim,
€CJIH BCAKOE €€ MONMPOCTPAHCTBO M-cenapabesibHbIM.

B craThe pemaercs onna nmpobiaema E. Uexa: ,, Ecau ynopadouennoe npocmpancmeo
m-cenapabenbHbiM, echb OHO U HACAEOCMEEHHO M-cenapabenbHbim?

IMycts h(P) o6o3Ha4yaeT HAMMEHBLIYHO MOLIHOCTh ILTIOTHOTO IIOJMHOXECTBA
B TONOJIOrHYeCKOM IpocTpaHcTBe P. Jloka3miBaetcs Teopema: [Iycme R — 0606-
wennoe ynopadouentoe npocmparncmeo (cm. E. Cech: Topologické prostory, NCSAV,
Praha 1959, ctp. 114). ITomom R asasemcsa nacaedcmeenno h(R) — cenapabesvrovim.

Summary

HEREDITARY m-SEPARABILITY OF AN ORDERED SPACE

LApIsLAvV SKULA, Brno

Let m be a cardinal number. A topological space will be said to be m-separable,
if it contains a dense subset of cardinality < m. A topological space is hereditarily
m-separable, if every subspace in it is m-separable.

In this paper following problem E. Cech is solved: “Is ordered m-separable space
hereditarily m-separable?” )

"The main result is the following theorem: A generalized ordered space R (see E.
Cech: Topologické prostory NCSAV, Praha 1959, p. 114) is hereditarily h(R)-
separable. h(P) means the least cardinality of a dense subset in the topological space P.
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