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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 90 (1965), Praha

K POJMU PRIMITIVNI TRIDY ALGEBER
(BIRKHOFFOVA VETA)

PeTR HAJEK, Praha

(Doslo dne 18. listopadu 1964)

0. UVOD

Jak je patrno z nazvu, zabyva se tato prdce problémy, souvisejicimi s pojmem pri-
mitivni tfidy univerzdlnich algeber. V tomto uvodnim paragrafu je vysvétlena meta-
matematickd problematika obsaZend ve snaze definovat korektné pojem primitivni
ttidy algeber ve shodé€ s ptivodni intuitivni pfedstavou; pro pochopeni dalsiho textu
neni Cetba Gvodniho paragrafu (kromé& posledniho odstavce, kde je zavedena symbo-
lika) podminkou.

Vsimnéme si napf. definice pologrupy. Pologrupa je neprdzdnd mnoZina P s jednou
bindrni operaci (. ), pro kterou plati (Vx, y, z € P) ((xy) z = x(yz)). Formuli (xy) z =
= x(yz) nazyvdme axiomem pologrupy; md jisty velmi jednoduchy tvar, je to rovnost
dvou termii. Rovnost (identita) je tedy axiom specidlniho tvaru (formule predikdto-
vého podtu), metamatematicky objekt, konec koncii jistd kone¢nd posloupnost
znakd — kone¢nd v metamatematickém smyslu koneénosti. Je dost nasnadé (a pfi
pfesném rozboru zfejmé), Ze z axiomu teorie mnoZin nelze dokdzat vétu ,.existuje
mnoZina vét teorie mnoZin o téch a téch vlastnostech*‘ a tedy v ramci teorie mnoZin
dané tfid€ algeber pfifazovat ,,mnoZinu‘‘ rovnosti platnych identicky v této tfidé,
tj. ,,mnoZinu‘ axiomi. Je moZno (v rdmci predikdtového podtu, lhostejno, zda pfijme-
me v metamatematice metamatematickou teorii mnoZin &i ne) dvoji:

1) Kazdé rovnosti (a kazdému konetnému mnoZstvi rovnosti) pfifadit pomoci
jistych metamatematickych operaci definici tfidy 2" algeber (daného typu) tak, aby
bylo (matematicky) dokazatelné, 7Ze X je tfida prdv& viech algeber daného typu,
v nichZ nase rovnost (rovnosti) identicky plati. O tfid& »#" lze dokdzat, Ze je uzaviend
(viz § 1).

2) Vybudovat v teorii mnoZin formdlni analogon metamatematickych vyrazi,
tj. vyjit ze spodetné mnoziny (jeji prvky nazyvat ,,prom&nné‘ a definovat ,,termy*;
dvojici ,,termi* pak nazyvat ,,rovnosti“. Pak lze kaZdé tfidé o algeber pfifadit
(pomoci matematickych operaci) mnoZinu (v pravém smyslu slova) ,,rovnosti
(z formdlniho analoga), pravdivych (ve smyslu Tarského, viz[3]) v libovolné algebte ze
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tfidy ¢ a obrdcené kazdé mnoZiné S ,,rovnosti‘‘ matematicky pfifadit tfidu vsech alge-
ber, v nichZ jsou viechny ,,rovnosti‘‘ z S pravdivé. (Tak postupuje zfejm& Kuro3 v [4]).

BudiZ zduraznéno, Ze pfechod od libovolné formdlni ,,rovnosti‘‘ k ,,pfislusné
rovnosti — objektu metamatematiky* je nekorektni a nemoZny. Neprovedu podrob-
nou argumentaci; podotykdm jen, Ze véc se redukuje na to, Ze pojem metamatema-
tické kone&nosti (formule je konend posloupnost znakil) a matematické kone&nosti
(mnoZina je kone&nd, lze-li ji prost& zobrazit na n&ktery vlastni Uisek mnoZiny
viech pfirozenych &isel) jsou dva nesrovnatelné pojmy a Ze pfechod od libovolného
pfirozeného &isla — prvku mnoZiny w k ,,pfislu§nému metamatematickému pfiroze-
nému Cislu** je nemoZny, protoZe korektné vilbec nevyjadfitelny. Véta tvaru ,.k libo-
volnému prvku n mnoZiny w existuje metamatematické ptirozené &islo p tak, Ze ...**
neni totiZ viibec véta matematiky (obsahuje metamatematickou proménnou p) ani
metamatematiky (obsahuje matematickou promé&nnou n). !)

Ohledné nasi problematiky: neni tedy mozné ke kazdé tiidé€ algeber pfifadit systém
vSech rovnosti — axiomi této tfidy. Zdd se tédy, Ze je moZnd lépe spojovat pojem
primitivni tfidy algeber nikoli se systémy identit (ani s mnoZinami ,.identit*), ale
s relacemi na volné spodetn& generované algebfe daného typu.?)

Poddvam dale jisté definice a diikaz Birkhoffovy véty zcela formalizovatelny v teorii
mnoZin. VySetfuji ddle vztah primitivnich tfid algeber a jistych specidlnich kongruen-
ci. V dodatku pojedndvdm o voln& generovanych algebrach. Abych se mohl struéné
vyjadfovat, podotykdm jen, %e ordindlni &islo chdpu dle Godela (Neumanna) jako
mnoZinu vSech ordindlnich &isel mensich, tedy 0 jako prdzdnou mnoZinu, 1 = {0},
2={0,1} = {0, {0}},..., 0 = {0, 1,2, ...} atd.; kardindlni &islo je po&dtetni ordi-
ndlni Cislo, tj. Cislo, které nelze prosté zobrazit na Zddné &islo mensSi. Pfijmeme-li
axiom vybéru (coZ se v této praci ml&ky &ini), Ize kaZdou mnoZinu X prosté zobrazit
na prdvé jedno kardindlni &slo (toto &islo se pak nazyvd mohutnosti dané mnoZiny
a znadi se X). Kardindlni &isla jsou tedy — je$t& jednou — mnoZiny; jest m < n <>
<> m < n pro libovolnd kardindlni &isla m, n. VSechna nekone¢nd kardindlni Cisla
Ize oindexovat pravé vSemi ordindlnimi Cisly; a-té nekonené kardindlni &islo znag-
me N, jako obvykle. Pismena i, j, k znali zdsadné pfirozend ¢&isla, tj. ordindlni
¢isla 0,1,2,...

1) Podotkn&me jets, Ze Ize ovsem — jak znamo — kaZdému metamatematickému prirozené-
mu Cislu p pfifadit metamatematicky definici jisttho matematického pfirozeného ¢&isla .4 » tak,
Ze plati: p je mensi neZ q, pravé kdyz je dokazatelna formule 4, < 4,. Srv. odst. 1) vySe.

2) Podobné je nutno dat pozor napf. pfi dikazu Steinitzovy véty o existenci algebraicky uza-
vieného nadtélesa. Polynom lze chédpat jako jisty metamatematicky vyraz (,,poletni pfedpis‘‘);
budujeme-li elementarni teorii téles (tj. bez pojma teorie mnoZin), nemame ani jinou moznost.
P¥i dikazu Steinitzovy véty budujeme formalni analogon polynomii — mnozinu P viech ,,poly-
nomu*“ (jistych matematicky konecnych posloupnosti) a dokdZeme, Ze ve zkonstruovaném télese T
ma kazdy prvek mnoZiny P feSeni. Protoze ov§em kazdému polynomu F(x) Ize pfifadit a definici
jistého (odpovidajiciho) prvku f mnoZiny P tak, Ze je dokazatelné F(x) = 0 <> fx = 0 (zde je 0
nulovy prvek télesa; fx zna&im ,,hodnotu‘* formalniho polynomu f v x), lze skute¢né pro kazdy
polynom (objekt metamatematiky) F(x) dokazat vétu (Ix € T) (F(x) = 0).
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1. ZAKLADNI POJMY TEORIE UNIVERZALNIiCH ALGEBER

Univerzédlni algebrou rozumime uspofddanou dvojici 4 = (4, 2), kde 4 je
neprdzdnd mnoZina (pole algebry) a Q = {0,},<, je posloupnost (kone¢nd nebo spo-
etnd nebo transfinitni) operaci; pfitom libovolnd operace o, je bud funkce*), jejiz
defini¢ni obor je 4™ ) pro né&jaké pfirozené Cislo n, > 0 a obor hodnot je &dsti A,
nebo jest o, = {u}, kde u je n&jaky prvek mnoZiny A (nuldrni operace).

Typem rozumim posloupnost {n,},<,, kde v je ordindlni &islo v&t§i nez 0 a pro
libovolné o < v je n, € . Zfejmym zpiisobem se definuje typ dané algebry. Dile
pfedpokladejme, Ze je dan pevny typ a Ze vSechny vySetfované algebry jsou algebry
daného typu. Algebry budeme znalit velkymi polotuénymi pismeny, jejich pole
pfislu$nymi pismeny oby&ejnymi. Ndsledujici pojmy pokldddm za zndmé: podalgebra,
homomorfismus, kongruence, faktorova algebra A/¢ dle kongruence, pfirozeny
homomorfismus 4 na A/p; 4 =< B znadi ,,A je podalgebra B*“, 4 hom B znaci
,»,»A4 je homorfni obraz B*.

Pro libovolné kardindlni ¢islo m > 0 definujeme mnoZinu F,, vSech ,termi‘:
Te(0) =m = {f; f <m}

Te(k + 1) = {t; (G < v) (3ty, ..o 1, eiLS)kTe () (t =<{a}} ty, s D)} ©)

Fp =UTe(i).

Ziejmé F,, je nejmensi mnoZina X o vlastnostech a) m< X, b)ty,....1, € X =
= {{a}}, tys . ) € XL

Dile definujeme Fy, = (Fy,, {0.}4>,0, kde 1y, ..., t, 0, = {{{a}}, t;, ..., 1, >; algeb-
ru Fy., budeme prosté znacit F. Podobné k definici mnoZiny F,, lze definovat mnozi-
nu Vy,, jejimiz prvky jsou dvojice (u, t) (u € m, t € F;) tak, Ze je to nejmensi mnozi-
na X o vlastnostech a) t€ Te (0) = (Cut) e X < u = 1), b) t = {{{o}}, ty, ..., 1,,) =
= (Cut) e X < (3i < n ) (Cut;1,y € X). Formuli <u, )€V, miZeme &ist ,u se
vyskytuje v ‘. Oznaéme vart = {u; {u, ty €V, }; pro libovolné ¢ je var ¢t koneénd
mnoZina. Je-li 4 algebra, X = A, definujme X gen 4 <> (VB=< 4A)(X < B=B =
= A) (X generuje A). K libovolné neprdzdné mnoZin& X < A existuje nejmensi
algebra B < = 4 takovd, Ze X < B; znalme tuto algebru [X] (algebra generovand
mnoZinou X). Je-li f homomorfismus A do B, zname g, tuto kongruenci: xo,y <
<> f(x) = f(y). Nazyvejme ji kongruenci pfislusnou k homomorfismu f. Pro libovol-
né relace ¢, o na A definujme ¢ £ o <> (Vxy) (xoy = xoy).

4) tj. mnozina uspotradanych dvojic, spliiujici podminku jednoznaénosti:
{y1x) €0, & {¥,x)> €0,.=> y; = y,; misto {yx) €o, piseme y= xo, apod.
5) kartézskd mocnina.
6) To je ne zcela formalni zapis tvrzeni obsahujiciho dva existenéni kvantifikitory (a ne ,,n, + 1
existenénich kvantifikatora‘), zcela formalni zapis by vsak byl nepfehledny. V definici slozeného
termu bereme {{x}}, abychom odlisili a-tou operaci v pfipadg, Ze je nularni od ,,x-t¢ proménné**,

4. ({{o}}> = {{s}} od .
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Ndsledujici tvrzeni jsou zndmd: m gen F,;; kaZzdé zobrazeni mnoZiny m do pole
libovolné algebry A lze jednozna¢né rozsifit na homomorfismus algebry F,, do A.
KaZdd algebra A4 (naSeho typu) o mnozin& generdtord X mohutnosti nejvyse m je
homomorfni obraz F;. Jsou-li A, B, C algebry, je-li f homomorfismus C na 4, g ho-
momorfismus C 1fa B, ¢, < ¢,, je Bhom A.

Bud {4,},<, posloupnost algeber naseho typu. Kartézsky soucin [] 4, algeber 4,

e<p

definujeme obvyklym zpisobem: pole je kartézsky soucin poli, operace se provddéji
po slozkdch. (Tj. je-li x; = {xj},c, €[] 4, i=1,...,n, je

t<pu
Xq... X0, = {x}...x; 0}, <, kde of je a-td operace v A,, 0, je a-td operace v [] 4,.
<u
Bud g libovolnd bindrni relace na mnoZin& F = F . Definujme 4 € €(¢) < (Vf ho-

momorfismus F do A) (Vt, s € F) (tgs = f(t) = f(s)). Nyni vyslovime dv& definice
zasadni duleZitosti.

Definice 1. Tfida 2" univerzdlnich algeber se nazyvd primitivni, jestlize existuje
relace ¢ na F takova, Ze plati ¢ = %(g).

Definice 2. Tiida " univerzdlnich algeber se nazyvd uzaviend, plati-li ndsledujici
téi podminky: a) e X & B<<c A.= Be X, b) Ac X & Bhom A .= Be A,
c) (Va < p)(d,e )= ([]4)e X

a<p

2. BIRKHOFFOVA VETA

Véta (Birkhoffova). TFida univerzdlnich algeber je primitivni prdvé tehdy, je-li
uzavrend.
Dukazu Birkhoffovy véty je vénovan tento odstavec.

Lemma 1. Je-li tFida 5 univ. algeber primitivni, je uzavfend.

Dukaz Bud % = 4(g), 4 € . Je-li B = < A, je kazdy homomorfismus algebry F
do B homomorfismem F do 4, tedy Be . Bud hom 4, bud f homomorfismus A4
na B, m&me néjaky homomorfismus g algebry F do B. Ke kazdému ueg(No)
(No gen F) vezméme n&ktery prvek k(u) z mnoZiny f~'(u), definujme zobrazeni
h*(u) = k(g(u)); h* 1ze roziifit na homomorfismus h algebry F do 4 a zfejmé jest
g = hxf; tos = h(t) = h(s) = f(h(t)) = f(h(s)) = g(¢) = g(s), tedy Be . Bud
konetn& pro kazdé B < u Age A, bud g homomorfismus algebry F do [](4,)-

B<nu

Oznadme py projekci algebry [] 4; na B-tou slozku a f; = g * pp. Jest g(t) =

) B<n
= {(9% ps) (D}p<us tos = (VB < ) (9 * ps) (1) = (9 % py) (5)) = 9(1) = g(s). tedy
(Il 45)€ . A je uzaviend.
B<n ’
Definice. Bud ¢ ttida algeber, ¢, s F. Definujme toys < (Vf) (VA€ X)) (f je
homomorfismus F do 4 = f(t) = f(s)).
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Lemma 2. Nechf tfida A obsahuje s kaidou algebrou viechny jeji podalgebry.
toys plati prdvé tehdy, je-li pro kaidy homomorfismus f algebry F do libovolné
konecné generované algebry A z tridy A f(t) = f(s).

Dikaz. V jednom sméru je ditkaz trividlni. M&me termy ¢, s, vyhovujici druhé
poloviné dokazované ekvivalence. Bud f né&jaky homomorfismus F do libovolné
algebry A€ X, bud z = var (t) U var (s). z je kone€nd mnoZina, z < N,. Defi-
nujme f(n) = f(n) pro n€ z, f(n) = f(1) pro n ¢ z; rozifme f na homomorfismus F
do A. Bud B = [f(zv {1})]. Jest B=< A, B je konetn& generovand. Ziejmé
F(t) = f(s), ale ptitom f(t) = f(¢), f(s) = f(s), tedy jsme dokdzali zg,s.

Zvolme ddle pevné libovolnou uzavienou tfidu #". DokdZeme X" = %(gy).

Lemma 3. 2" < %(0x).

Diikaz. Je-li f homomorfismus algebry F do libovolné algebry A € A", toys, je
f(t) = f(s) dle definice 0.

Lemma 4. Bud o/ tFida vSech konecéné generovanych algeber z tfidy A, jejichZ pole
Jje kardindlni ¢islo. KaZdd konecné generovand algebra z A~ je isomorfni nékteré
algebre z </ ; o/ je mnoZina.

Dukaz. Bud 4 € A, A konecné generovand, mohutnost 4 m. Je-li h prosté zobra-
zeni m na A, definujme x,, ..., x, 0, = (h(x,)) ... (h(x,,)) 0,5 tak vznikld algebra B
isomorfni s 4, pole je kardindlni &islo. Ze o/ je mnoZina, plyne z toho, ¥¢ na dané
mnoZin& existuje jen mnoZina algeber daného typu a mohutnosti poli koneén& gene-
rovanych algeber naseho typu jsou omezeny mohutnosti mnoZiny F.

Lemma 5. 4(oy) S 4.

Dikaz. Bud A€ %(oy), 4 =[X], X <m, pfedpoklddejme m = N,. Bud
o = {4}, dfive definovand mnoZina v n&jakém dobrém uspofddéni. Bud {f,},<,
mnoZina v§ech moZnych homomorfismi algebry F,, do viech algeber 4,, : < 8, dand
v n&jakém dobrém uspofdddni. Bud S, = f(F,), S = [[ S,. Oznagme pro {em

<y

d(f) = {fA{)}.<y» 0zname konetn& $* podalgebru S generovanou obrazem mnoZi-
ny m pfi zobrazeni d. Zobrazeni d lze rozsifit na homomorfismus falgebry F,, na S*;
je ziejm& f(1) = {f(1)}.<, a pro (€N, je f({) = d({). ProtoZze X" je uzaviend,
A, € A pro vSechna ¢ < J a kaZzdé S, je podalgebra n€kterého A4,, je $* € . Dokd-
Zeme, Ze A je homomorfni obraz $*, tedy Ze 4 € o". Bud ¢ rozklad na F,, pfislusny
libovolnému pevné zvolenému homomorfismu algebry F,, na 4, y rozklad na F,
pislus$ny homomorfismu f algebry F,, na S*; dokdZeme y < o.

Bud tedy ¢, s€ Fm, tys, var (t) U var (s) = {{o, ..., {s}. Existuje automorfismus p
algebry F,, takovy, e p((;) =i pro i =0, ..., k. Oznadme p(t) = to, p(s) = so;
jest to, so € F. (Ztejm& F < Fyp). Jest {fu(t)}u<, = { f.(8)}u<y JelikoZ tys, z toho
v8ak {f,(to)}u<y = {fu(50)}u<,> protoZe viechna zobrazeni p * fu isou prév& zobra-
zeni f,; mno¥ina viech zobrazeni f, | F, 4. viech zobrazeni f, parcializovanych
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na F je prdvé€ mnoZina viech homomorfisma algebry F do vsech algeber mnoZiny &
a pfitom pro vSechna p <y jest (f, | F) (to) = (f, | F) (so), tedy jest tooxs, dle
lemmat 2. a 4. Oznaéme h = (p~! = f) | F; h je homomorfismus algebry F do S*,
S* € A, tooxso, tedy h(to) = h(so), f(t) = h(to) = h(so) = f(s), &ili tgs, q.e.d.

Jest tedy Y <-¢, tedy je A homomorfni obraz S*, mame tedy 4 € 4. Dokdzali
jsme celkem (lemmata 3, 5), Ze kaZd4 uzaviend tiida je primitivni, coZ spolu s lemma-
tem 1 dokazuje Birkhoffovu vétu.

3. PRIMITIVNI KONGRUENCE

Nalezeneme jisté specidlni kongruence, které jsou ve vzdjemné jednoznatném
vztahu s primitivnimi tfidami algeber.

Definice 1. Relace ¢ na nosiéi A4 algebry A je uzaviend vidi endomorfismim, plati-li
pro kady endomorfismus p algebry A (Vt, s € A) (tos = p(t) ¢p(s)). Kongruence o
na algebie F je primitivni, je-li uzaviend vic¢i endomorfismim.

Definice 2. Bud ¢ relace na mnoziné F. Definujeme pro libovolné ¢, s € F:
1gos <> (t = s v tgs v sot),
t9ys <> (3p endomorfismus F) (3to, so € F) (to00S0 & t =p(to) & s = p(so)),
pro ka?dé pfirozené i > 0: to,;s <> (3gF)(t02i-19 &402:-15),
10; +18 <. t@ys v (Ju < v)(Fty, ..y t, €F) (s, ..oy s €F) (0 = {{a}}, 1y, .o D&
&s = {{a}}, 515 -0 8> & (Vi = 1, ..., 1) (1j02:55);
tps <> (3i € w) (to;5)

Lemma 1. p je primitivni kongruence.

Dukaz. Zfejm€ ¢; < ¢; pro i £ j; o; je reflexivni a symetrickd pro kazdé i, tedy
je i g reflexivni a symetrickd. Nechf fgoq, ggs, pak existuje i takové, Ze t10,;-19 &
& g5, tedy toy;s Cili tgs; o je ekvivalence. Necht t;0s; pro kazdé j = 1,..., n,,

pak existuje i tak, e pro viechna uvaZovand j je tj0,;5;,. Z toho {{{a}}, t;,...

AR ] tn,> Q2i+1 <{{d}}, 81y eeey snu>’ tedy <{{a}}’ tl’ L] tn¢> é({{d}}, S15 +ees s”z>; é jC
kongruence. K diikazu, 7e g je primitivni, sta¢i zfejmé& indukci ukdzat, Ze vSechny
relace g; (i = 1) jsou uzaviené viici endomorfismiim, coZ je zfejmé. g je vskutku pri-
mitivni kongruence.

Lemma 2. 4(g) = %(o).

Diukaz. Jest (o) = %(00) 2 %(0,)- Bud 4 € €(g,). bud f libovolny homomor-
fismus F do A, bud tg,s. Existuje tedy p endimorfismus F a t,, s, tak, Ze p(to) = ¢,
P(so) = 5, 10Q0So. Zobrazeni p * f je homomorfismus F do A, tedy jest (p * f) (o) =

=(p*f) (%) ti. f(p(to)) = f(p(so)), €ili f(t) = f(s); dokdzali jsme A e %(e,)-
Diikaz indukci ddle je ziejmy.
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Definice 3. Nazyvejme ¢ primitivni kongruenci pfislusnou relaci .

Lemma 3. Je-li ¢ primitivni kongruence, jest F/g € €(o).

Dikaz. Bud f n€jaky homomorfismus F do F/g, tgs. Bud pro libovolné ie N,
f(i) = q¢ (4. tfida rozkladu v kongruenci g, urlend prvkem gq;), kde g;€ F (jest
zfejmé N, gen F). Definujme endomorfismus p algebry F ptedpisem p(i) = g, (ddle
se rozsifi jednozna¢ng). Indukci se dokdZe f(t) = (p(t))%: pro te N, = Te(0) to
plati z definice, f{{{a}}, 1y ..o 12> = f(tis.t,00) = (f(1))) ... (f(1.) s =
= [(p(t,))° ... (p(2.))° 10, = [P(t1s- - 10,00)]° = (P({{}}, 81 ..o 1,.0))e. Jest  tos,
tedy p(?) @ p(s), &ili f(t) = (p(t))e = (p(s))® = f(s); Flo € %(o).

Véta. €(0) = %(0) <o = G.

Diukaz. Z jedné strany je tvrzeni zfejmé z lemmatu 2. Necht ¥(g) = %(o), pted-
poklddejme rovnou, Ze ¢, ¢ jsou primitivni kongruence. Vezm&me pfirozeny homo-

morfismus h algebry F na F/o. Ziejmé& g, = g; ze vztahu F/g € €(o) plyne tos = tgs;
mame tedy ¢ < o. Zcela stejné se dokdZe ¢ < o, q.e.d.

Véta. A = 6(0) = 0 = ox-

Dukaz. Bud tgs. Z lemmatu 2 plyne, Ze pfi libovolném homomorfismu algebry F
do A€ A je f(t) = f(s), tj. toys. Necht neni fgs. Pak pfi pfirozeném homomorfis-
mu f; algebry F na Fg neni f3(f) = f;(s), tedy vzhledem k lemmatu 3 neni toys.

4. DODATEK: ALGEBRY VOLNE GENEROVANE

Ptfedchozi tvahy v nevelkém zobecnéni umoZiiuji konstruovat v libovolné primi-
tivni tfid& tzv. voln& generované algebry. Naznadime v tomto paragrafu dv€ metody
konstrukce.

Definice. MnoZina X = A, generuje algebru A, € A" A -volng&, lze-li kazdé zobra-
zeni mnoZiny X do pole libovolné algebry 4 € & rozsifit na homomorfismus algebry
A, do A. X se nazyvd mnoZina volnych generdtori.

Lehko se nahlédne, Ze téida o, vSech algeber, jejichZ pole je jednoprvkovd mnoZi-
na, je primitivni. Jest €(0) = Ao «(1,2)eg < (Vt,s€ F)({t,s) €p). V dal§im
vylougime t¥idu ¢, (tzv. trividlni primitivni tfidu algeber) ze svych tivah. UvaZujeme
tedy ddle libovolnou netrividlni primitivni tfidu J¢". Mé&me ddle ddnu libovolnou
mohutnost m > 0. Sestrojime dvé& riizné (oviem isomorfni) algebry tfidy ", volng&
generované mnozZinou mohutnosti m.

Konstrukce 1. Bud " = %(p), ¢ relace na F. Pro libovolnou mohutnost m > 0
definujeme kongruenci ™) na F,,. Je-lim = X,, miZeme ¢ povaZovatzarelacina F,
a roz3ifit ji upln& analogicky k definici 2 z § 3. Je-li m < ¥, definujme g™ = p N
N (F%) (tj. omezme relacj g na Fy). Snadno se ukdZe, %e pro libovolné m > 0 je g™
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kongruence na F,, uzavfend na endomorfismy ve smyslu definice 1 § 3. Analogicky
k lemmatu 3 § 3 se dokdZe, Ze F, /"™ € X'; ddle se ukdZe, Ze Z4dné dva riizné prvky
¢, { € m nejsou v kongruenci o', tedy Ze mnoZina obrazii prvkd mnoZiny m v pfi-
rozeném homomorfismu algebry F,, na F, /o™ md mohutnost ma generuje F,, /o™,
a to A -voln&. (Pfipady m = N,, m < N, jest vySetfovat zvI43t.)

Konstrukce 2. vychdzi z diikazu lemmatu 5 § 2. Bud ddno m > 0; sestrojme dle
prvniho odstavce dikazu lemmatu 5 § 2 algebru S* (znadme ji Sy,), vychdzejice od
mnoZiny &/ vech kone¢né generovanych J -algeber, jejichZ pole je kardindlni Cislo.
(V dikazu lemmatu 5 jsme pfedpoklddali, ale v prvnim odstavci nepouZili, Ze m je
nekoneéné.) Z netrividlnosti o plyne, Ze pro libovolnd riznd {,{ € m jest d({)
+ d({), je tedy algebra Sy, (o které je v ditkaze lemmatu 5 ukdzdno, Ze ndlezi do )
generovdana mnoZinou D = {d({); { € m}, jejiZ mohutnost je m. Je-li m nekone&né,
je v druhém odstavci ditkazu lemmatu 5 ukdzdno, Ze libovolné zobrazeni mnoZiny D
do libovolné algebry A € A lze rozifit na homomorfismus Sy, do 4, tj. Ze S, je
A-voln€ generovdna mnoZinou D. Je-li m konecné, je nutno tento ditkaz trochu
modifikovat. (VyuZit toho, Ze v tomto piipadé je mnoZina vSech parcializaci homo-
morfisml algebry F do libovolné algebry 4 na mnoZinu F,, prdvé mnoZina vsech
homomorfisma aigebry F,, do 4.)
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Pe3omMe

O IIOHATHUU TIPUMHUTUBHOI'O KJIACCA AJITEBP
(TEOPEMA BUIPKI'O®®A)

IIETP T'AEK (Petr Hajek), ITpara

Eciu MBI XOTHM B PaMKax aKCHOMATHYeCKO# Teopuu MHoxecrBa (BepHaiica-
Tepiesist) KOPPEKTHO ONPEIETUTh OHSTHE IPHMHTHBHOTO K/IACCA YHHBEPCAIBHBIX aJ-
re6p Tak, 4To 66l MOXHO OBIIIO JOKa3aTh TeopeMy Bupkrodda, To KakeTcs JydLUIHM
dopmynupoBaTs ompenesieHHe IPH MOMOILLK OTHOLIEHUH B CBOGOXHOM CYETHO MO-
poxnenHo# anre6pe F = (F, Q) nanHoro tuma. (Asrebpa F onpenenena B §1.)
IMaps1 anemenToB u3 F, crosiime B KaKOM-TO PacCMaTpUBaeMOM OTHOLIEHWH @,
MOXHO Ha3biBaTh GOpMaJIbHBIMH TOXAECTBAMH; HO 3THM ,, TOXKAECTBAM * HE BCETrAa
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BO3MOXHO KOPPEKTHO CONOCTaBUTh TOXIECTBa-aKCHOMBI, TaK KaK MOCJIEHUE ABJIS-
FOTCS MeTaMaTeMaTUYECKUMH 0O BbeKTaMHu.

Mycts ¢ — GuHapHoe oTHowenue B F. OnpenenuM kimacc €(g), xak kjacc Bcex
anrebp A (maHHOro THNA), VIS KOTOPBIX UMEET MeCTO yTBepXaeHue: Ecu f — npo-
M3BOJIbHBINA ToMoMopdusM F B A4, t, s€ F, tgs, To f(t) = f(s). Knacc " HasbiBaror
NMPUMUTUBHBIM, €CIIM CYLIECTBYeT OTHOLIeHUEe @ B F Takoe, 4yTo A = ‘6(@). Kracc
anreOp Ha3bIBalOT 3aMKHYTHIM, €CIIM OH BMECTE CO BCAKOH ajireOpoit comepxur Bce
ee moaaredpsl U roMoMop¢HEIe 06pa3bl U BMECTE CO BCAKOM MOCIIEA0OBATENbHOCTbIO
anrebp ee mMpsMoe NMPOU3BEACHUE. ’

Teopema Bupxrogpda: Kmnacc anrebp mpUMUTHBEH TOTAA M TOJBKO TOTZa, €CJIH
oH 3aMKHYT. Teopema noxa3ssiBercs B § 2. B § 3 u3yvyarorcs npMMUTHBHBIE KOHTPYIH-
uuu. KoHrpysnnus ¢ Ha F Ha3bIBaeTCs MPUMHUTUBHOM, €CJIM IJI1 BCAKOTO 3HIOMOP-
dusma p anre6pst F umeer mecro (Vt, s € F) (tos = p(1) op(s)). Beskomy oTHowe-
HUIO @ B F comocraBjieHa NPUMUTHBHAsE KOHTPYIHUMA ¢ Takas, 4to (o) = %(o)
u 6(¢) = ¢(0) <> ¢ = 6. B §4 mokasaHbl 1Ba MeTOJa, MO KOTOPHIM MOXHO BO
BCSIKOM MPUMHUTHUBHOM KJIACCE, HECOCTOAIEM M3 OTHHX OJHOTOYEYHBIX anrebp mis
mo60i MolHOCTH M > 0 mOCTpoUTH ajrebpy M3 3TOro kjacca, kKoropas cBob6oaHO
MOPOXKIAETCH MHOXECTBOM MOIIHOCTH M.

Zusammenfassung

ZUM BEGRIFF EINER PRIMITIVEN KLASSE VON ALGEBREN
(SATZ VON BIRKHOFF)

PeTR HAJEK, Praha

Soll man den Begriff einer primitiven Klasse universeller Algebren formal korrekt
(innerhalb der axiomatischen Mengenlehre) so definieren, dass der Birkhoffsche
Satz (s.u.) gilt, so scheint es am besten zu sein, von Relationen in der freien abzéhlbar
erzeugten Algebra F = (F, Q) (vom gegebenen Typus) auszugehen (die Algebra F -
wird im § 1 definiert). Es ist moglich die Paare der Elemente von F, die in einer
bestimmten Relation g stehen, formale Gleichheiten zu nennen; diesen ,,Gleichheiten**
konnen aber Gleichheiten (Axiome) als metamathematische Objekte nicht immer
korrekt zugeordnet werden.

Ist ¢ eine bindre Relation in der Menge F, so definieren wir die Klasse %(g) als
die Klasse aller Algebren 4 (vom gegebenen Typus), fiir die folgendes gilt: ist f ein
Homomorphismus von F in 4, t, s€ F, tgs, so ist f(t) = f(s). Eine Klasse o wird
primitiv genannt, wenn es eine solche Relation ¢ in F gibt, dass " = %(g) ist. Eine
Klasse von Algebren wird abgeschlossen genannt, wenn ise mit jeder Algebra alle
ihre Unteralgebren und homomorphe Bilder und mit jeder Folge von Algebren ihr
cartesisches Produkt enthilt.
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Satz von Birkhoff: Eine Klasse " von Algebren ist primitiv dann und nur dann,
wenn sie abgeschlossen ist. Dieser Satz wird im § 2 bewiesen. Im § 3 werden primitive
Kongruenzen betrachtet. Eine Kongruenz ¢ auf F wird primitiv genannt, wenn fiir
jeden Endomorphismus p von F die Formel (V¢, s € F) (tos = p(t) ¢ p(s)) gilt. Jeder
Relation ¢ in F “wird eine primitive Kongruenz ¢ zugeordnet, und zwar so, dass
%(e) = 4(p) und %(¢) = 4(0) <> = & ist. Im § 4 sind zwei Methoden angegeben,
nach denen man in einer beliebigen primitiven Klasse, die nicht nur einelementige
Algebren enthilt, eine Algebra konstruieren kann, die mit einer Menge von einer
beliebigen Michtigkeit m frei erzeugt wird.
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