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éasopis pro péstovani matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

0 CYKLECH CYKLICKYCH GRAFU

KAREL CULIK, Brno
(Doslo dne 28. zafi 1957) DT: 519.51

VySettuji se otdzky existence, podtu a délky cykld a oboustranné
nekoneénych drah grafu F(p), jehoZ bindrni relace o spliiuje podminku
cykliénosti (Z), kterd je do zna¢né miry analogickd (pro k& = 3) pod-
mince transitivity. P¥i tom se vyuZivé pojmi a vysledkt z [1] (zejmé-
na pojmu homomorfismu aj.) a dokazuje se na piiklad, Ze graf, ktery
obsahuje alespoil jeden cyklus a ktery je souvisly, je Z,-grafem prévé
tehdy, kdyZ je homomorfnim vzorem cyklu délky % (k = 3).

Zikladni pojmy a oznaédeni

Grafem F(p) se rozumi mnozina F = 0, na niZ je definovdna binarni relace
o (tj. o c F X F). Prvky z F se nazyvaji uzly a prvky z o (tj. uspofadané
dvojice uzlt) hranams grafu F(o).

Graf G(o) se nazyva subgrafem piip. nasycenym subgrafem grafu F(p), jestlize
GcFaccopiip.GcFaoc=¢9n (G XG).

Posloupnost {u;}s_;, kde d je ptirozené &slo, uzld grafu F(o) se nazyva
vdzand pHp. monotonné vdzand, jestlize pro kazdé i, 1 <1 < d plati bud
(s, U;y) € 0 DEDO (Ugq, U) € @ PHP. (s, Us1y) € 0. Cislo d nazyvame jeji délkou
a navic o ni ¥ikdme, Ze je uzavfend, jestlize bud (ug u,) € p nebo (uy, uz) € o
PHD. (%q, %) € 0. U uzavienych monotonné vdzanyjch posloupnosti délky d klademe
védy w; = u; pro t = j (mod d). Misto o posloupnosti hovofime o sledu, jestlize
plati w; + u; pro = j (mod d). Pak monotonné vazany sled je drahou a mono-
tonné vazany uzavieny sled je cyklem piislusné délky (srv. [2]). Obdobné se,
nazyva graf G(s) cyklem, jestlize

G = {ub Ugy -y u’d}} o= {(uli u2)7 (u2: ’M3), L) (ud—h ud)) (uda ?1:1)} >
a graf G(o) oboustranné nekoneénou drahou, jestlize

G = { vy U—g, U—y, U, Uy, Uy, }’ 0= {"'; (u—z; u’—l), (u‘l) uO); (uO) ul):

(wy, %), ...} .
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Kone&n& zobrazeni ¢ grafu F(¢) na graf G(o), tj. zobrazeni mnoZiny F na @,
se nazyva homomorfismem, jestlize plati

(@, 9) €0 < (plz], ply]) e 0.

Rozklad F na F vytvoteny homorfismem ¢ se nazyvé vytvofujicim rozkladem.
Tyto pojmy a ostatni pojmy, jichZz se bude v dal§im uZivat, jsou zavedeny
v [1].
Binarni relaci g definovanou na mnozingé F + @ a spliujici podminku
{u;Ye_, je monotonné vdzand posloupnost v F(o) = (uy, u,) € o, (Zy)

kde %k je dané ptirozené &islo, nazyvame cyklickou relact stupné k, strudénd
Z,-relact.

Pak podminka (Z,) je ekvivalentni podmince o reflexivnosti a podminka
(Z,) podmince o symetriénosti bindrni relace g. PiepiSeme-li podminku (Z;)
do tvaru '

(®,9), (g, 2) 0= (2, )0,
je zejmd analogie této podminky s podminkou transitivnosti relace .

Thned se vidi, Ze bindrni relace ¢ je cyklickou relaci stupiit £ = 1, 2, 3 pravé
tehdy, kdyZ je ekvivalenci, tj. kdyZ je reflexivni, symetrickd a transitivni.
Déle je zfejmé, Ze ekvivalence je cyklickou relaci vSech stupiit.

Graf F(p) nazyvdme cyklickym grafem stupné k, jestlize jeho relace o je
Z,-relaci. Plati-li tedy o = F X F, je F(g) cyklickym grafem vSech stupiit
k=1,28,.... Jinym trividlnim pifkladem cyklického grafu stupné & je
graf, ktery neobsahuje Z4dnou monotonné vazanou posloupnost délky d = %.
Takovyto graf neobsahuje oviem Zadnou monotonné vizanou a uzavienou
posloupnost a tedy ani Zadny cyklus.

Stupeti % cyklického grafu F(p) nazvéme jeho periodou, jestlize existuje
cyklus délky k v grafu F(p) a jestlize pro délku d kaidého cyklu v F(p) plati
d = k. Tedy cyklus délky % je prikladem cyklického grafu o periods .

Cyklus {u,}¢_, grafu F(o) nazvéme ryzim cyklem grafu F(p), jestlize spliiuje _
podminku

(s, U;) e p<=>1 + 1=4 (modd), (1)

tj. jestliZe tento cyklus je nasycenym subgrafem grafu F(o).

Cyklické relace a grafy

Lemma 1. Necht {u;};_1 je uzavFend monotonné vdzand poslowpnost v Z.-grafu

7 vy

F(0) a necht k celyym Eislim a, b lze najit celé &islo r > 0 takové, e plati

a—b=— (1 —k) (modd). (2)
Pak plati (ug, up) € 0-
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Diakaz. Pro r =0 z (2) plyne b=a + 1 (mod d), tj. u, = a4y Aviak
(g, Uasr) € 0, takZe pro r = 0 je lemma sprdvné. BudiZ nyni r > 0 3 pred-
pokladejme, Ze lemma je spravné pro r — 1. Z (2) pak plyne %, = Us+u-n";
alea + (1—k)" =a— (k— 1) (1 — k)™, tak¥e polozime-lic; = a — (b — 9).
(l—=k)yrproi=1,2 ..,k plati ¢; — ¢c;yy = — (1 — k)-tpro 1l =1 <k
a podle indukéniho predpokladu musf byt (u, s, ) € 0. Tedy {uc,}i-1 je mono-
tonné vézand posloupnost v F(p) délky %k, tak¥e z podminky (Z;) plyne (.,
U, ) € 0, aviak ¢, = @, ¢; = b.

Véta 1. Délka ryziho cyklu cyklického grafu je délitelem jeho stupné.

Dukaz. Necht {w;}i_; je ryzi cyklus v Z,-grafu F(p). PoloZime-li a =k,
b= 1ar =1, je splnéna podminka (2), takZe podle lemmatu 1 plati (%4, %) €
€. Z (1) pak plyne k= 0 (mod d).

Lemma 2. Jestlize cyklicky graf stupné k obsahuje ‘wzavFenow monotonné vd-
zanou, posloupmost délky d < k a jestlize d Y\ k, pak také obsahuje uzavienou
monotonné vazanow posloupnost délky d,, pit éemz 0 < d;, < d a d, = k (mod d).

Dikaz. Necht {u;}?., je predpoklidans uzaviend monotonng vizans
posloupnost v daném Z,-grafu F(p). Pak w; == u4, nebot k = d (mod d), a tedy
existuje d,, pro néz plati d, = k (mod d) a 1 = d; < d. Potom oviem u;, = u,
a podle (Z;) musi byt (u,, u,) € o, takZe {u;}i1, je uzaviens monotonnd va-
zand posloupnost v F(p) délky d,.

Véta 2. Hbmomorfni veor i obraz cykli’cke’ho grafu stupné k je zase cyklicky
grof stupné k. '

Dikaz plyne pfimo z definice homomorfismu a z definice podminky (Z,).

Disled ek 1. Homomorfnt vzor cyklu délky k je cyklickym grafem o periodé k.

Dikaz. JelikoZ cyklus délky % je cyklickym grafem stupné %, je podle véty 2
ka?dy jeho homomorfni vzor rovné&# cyklickym grafem stupnd k. Podle [1],
2.10 v8ak homomorfni vzor obsahuje subgraf, ktery je isomorfni s p¥isluSnym
* homomorfnim obrazem, takZe v naSem p¥ipad® homomorfni vzor cyklu obsa-
huje zase cyklus téze délky. Z definice homomorfismu koneéné ihned plyne,
Ze homomorfni vzor cyklu délky % neobsahuje Zadny cyklus délky d < k&
a tedy podle pfedeslého, ze je cyklickym grafem o periodé k. '

Lemma 3. Nasyceny subgraf cyklického grafu stupné k je zase cyklickym
grafem stupné k.

Dukaz. Necht {u,}i.; je monotonné vézani posloupnost v nasyceném
subgrafu G(c) daného Z,-grafu F(p), tj. u;e G pro 1 < i < k. Podle (Z,) je
(uy, uy) € 0, ale také (uy, u)) e @ X @ &ili (uy, %,) € 6 a proto ¢ je Z,-relaci.

Véta 3. Souvisly cyklicky graf stupné k = 2, ktery obsahuje alespori jeden
cyklus, je monotonné souvisly.
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Dﬁk,a 2. Necht {ui}?=1 je predpoklddany cyklus souvislého Z,-grafu F(p)
amnecht o, yecF, x &y jsou dva jeho uzly. Je-li k = 2, pak F(o) je S-graf
(tj. o je symetricks relace) a pro S-graf je podminka souvislosti ekvivalentni
podmince monotonni souvislosti (viz [1], kap. 3). Necht nyni k£ = 3 a uva-
Zujme uzel z ¢ F, pro néjz plati z + w, prokazdéi = 1, 2, ..., d (jestlize takovy
uzel neexistuje, je F(¢) cyklem a ten zifejmé je monotonné souvisly). Doké-
Zeme, Ze existuje monotonné vizand posloupnost od z do u; pro vhodné .
Predpokladdejme opak, tj. Ze neexistuje monotonné vdzand posloupnost od
z do u; pro zddné I, 1 <1 < d. Ze souvislosti grafu F(p) plyne, Ze existuje
vézand posloupnost {v;}}_, od z do u, pro kazdé 1 < I < d. Ke kazdé takovéto
posloupnosti pfifadme minimalni index 4,, pro ktery plati, Ze {v,}]_,, je mono-
tonné vazana posloupnost (pfi tom ovSem z = v, a u;, = v;) a necht § znadi
minimum viech indext j,. Lze pfedpokladat, Ze pravé pro posloupnost {v,}}_;
plati 4, = 4, takZe (v,_;, v;) non € p a proto (v;, v;-1) € p. Vazanou posloupnost
{v;}}_; od z do u; 1ze prodlouzit o nd prvkd (pro kazdé prirozené &islo n) tim,
Ze po prvku v, = u,; bude nasledovat % po sobé jdoucich cylkla {w;}l:{,,, ti.
konec prodlouzené posloupnosti bude tvaru {...v, = u, Uy, ..., Ug, Uy, «..
weey Ugy +eny Uy, ooy Uy = V). PTi tom index j, piifazeny prodlouzené posloup-
nosti je stejny jako u ptivodni. Proto lze predpoklidat, Ze plati t <k — § + 1.
Pak {v;, v;j.q, ..., Ui~} je monotonné vazand délky k, takie podle (Z,) je
(Vjyr—1, V;) € 0. Potom také {v;,y, Viya, -, Vjir—1, ¥y, Vj—y} je monotonné vazand
délky k a proto zase podle (Z;) plati (v,—;, v;,,) € . Odtud vSak plyne, Ze
{0y, Vg, ..., Vjmy, Vjpo, Vissy -+, Un} j€ VazZand posloupnost od z do u; a ji pFifazeny
index §, =<4 — 1, nebot {v,—;, ¥;4s, .-, ¥} je monotonné vizana posloupnost.
To je viak spor s minimalitou indexu j. Tim je ukazdno, Ze existuje monotonné
vé zand posloupnost od z do %, pro jisty index 1 <1 <d, a odtud ihned plyne,
Ze to plati pro kazdy u;, 1 <! < d. Obdobnym zplisobem se dokéZe existence
monotonné vizané posloupnosti od %; do z pro kazdy u;, 1 <1 < d.

Je-li konetné = = w,, y = u;, pak z¥ejmé z, y monotonné souvisi v F(p).
Je-li na piiklad z # u; pro kazdé 7 a y = u;, pak pro z = z predesld kon-
strukce ukazuje, Ze zase z, y monotonné souvisi v F(p). Je-li nakonec z + u; +
+ y pro kazdé 4, stadi zvolit pevné uzel u; a uvazovat monotonné vizané po-
sloupnosti od = do u; a od u,; do y, jejichZ existence byla dokdzana shora. Z nich
se snadno vytvoi{ monotonné vdzané posloupnost od 2 do . Tim je ukézano,
Ze kazdé dva uzly z,y v F(g) monotonné souvisi &ili Ze #(p) je monotonné
souvisly.

Disledek 2. Souwvisly cyklickyj graf o periodé k = 2 je monotonné souvisly.
Dikaz. Tvrzeni plyne z véty 3 a z definice periody cyklického grafu.

Lemma 4. Cyklus nejkratst délky libovolného grafu je védy ryzim cyklem tohoto
grafu.
Dikaz plyne ihned z podminky (1).
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Cyklem délky & pro k = 1 p¥ip. k = 2 se rozumi uzel se smy&kou prip. dva
rizné uzly « + ¥ spolu s hranami (2, y), (y, ). Snadno se udaji piiklady
Z -graft (dokonce souvislych) o periodé & = 1, 2, které nejsou homomorfnimi
vzory cyklu délky k, tj. pro k = 1, 2 se diisledek 1 ned4 obratit. Plati viak

Vé&ta 4. Graf F(o) je souvislym cyklickym grafem o periodé k = 3 pravé tehdy,
kdyz je homomorfnim vzorem cyklu délky k.

Dikaz. Jeli F(¢) homomorfnim vzorem cyklu délky k = 3, pak podle
véty 2 je cyklickym grafem stupné k a podle [1], 3.1 je souvisly. Aviak F(p)
zfejmé obsahuje cyklus délky k a sporem se ihned odvodi, Ze kazdy jeho cyklus
mé délku d = & ¢&ili F(p) mé periodu k.

Necht nyni naopak F(p) je souvisly cyklicky graf o periodé ¥ = 3. Pak
existuje cyklus {u;};_, v F(0) a oznaéme V., = R(u,) (tj. V.., znaéi mnoZinu
vSech z ¢ F, pro néz plati (u,, z) € o, viz [1], str. 136). Piedpoklddejme, Ze §

k
+ A =F — U V.. Podle véty 3 je F(o) monotonné souvisly, takze k uzlim
i=1
%, a aeA existuje monotonnd vézanéd posloupnost {u;, = w,, ..., w, = a}.
%
Pak existuje index k, 1 =< h < n takovy, Ze w, e U V;, ale w,,, '€ A. To pre-
i=1
deviim znamen4, Ze existuje index j, 1 < j < k, pro n&jz plati w, €V, a jelikoz
k = 3, existuje ddle monotonn& vizand posloupnost {u;ig, « .., %y, Uy, - -, Ui,
Wy, Wy} délky k, kterd kromé uzlit w,, wy,, obsahuje alespoil jeden uzel ;
takZe pOdle (Zk) je (wh+1, u,-+2) € Q. Nym’ vSak rovnéz {wh_H, Ujioy vooy Upy Uy oo
..., %;} je monotonng vizané posloupnost délky k a proto (u;, wsy,) € o, coZ viak
k
znamend, %e wy € Vi, & to je spor. Plati tedy UV, = F.
i=1

Necht nyni v; ¢ V; a v;,; € V. Pak {u;,,, ..., Uy, %y, -+, Ujmy, 5} j€ mONO-
tonn& vizan4 posloupnost délky k, takze (v;, %;.,) € o pro kazdy j, 1 < j < k.
Proto také {v;41, Uity -« gy Uy, - -, Uiy, ¥;} j& Monotonns vazans posloupnost
délky & a tedy (vj, v;.1) € o pro kazdy v; e V,, kazdy 1 < j = k.

Kdyby existovala hrana (z,y)ep takovd, %e z eV, yeV; kdej +1¢ + 1,
pak by v piipadé i < j {y, %js, -+, U, Uy, ..., Uiy, } DYl cyklus délky d < k&
a to je spor. Podobn& se odvodi spor v p¥ipads j < ¢. Odtud a z predeslého
plyne

(z,y)eo<>xeV;, YV, provhodnéi, 1 <71 < k. (3)

Kdyby konetné V,nV; + @ pro ¢ £ 4, byl by pro zeV,;nV; a 1 <7
{2, Wjsg, - oy Wiy Uy, .o, Uy} CyKlus délky d < I, co? je spor, a podobné se odvo-
di spor v piipadé j < i. Plati tedy V; n V, = @ pro ¢ =+ 4.

- Tim je ukdzéno, Ze mnoziny V,, ¢ =1, 2 ... k, tvoii rozklad na F. Tento
rozklad F je podle (3) vytvorujici a tedy faktorovy graf F(g) je cyklus délky k.
To viak podle [1], 2.2 znamen4, Ze F(0) je homomorfnim vzorem cyklu délky k.
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Dasledek 3. Souvisly cyklicky graf o periodé k = 3 je jednoduchym grafem
prdvé tehdy, kdy? je cyklem délky k.

Dikaz. Necht nejdtive F(p) je jednoduchym, souvislym cyklickym grafem
o periodé &k = 3. Podle véty 4 musi byt F (o) homomorfnim vzorem cyklu délky
k, &ili tento cyklus délky % je homomorfnim obrazem grafu F(p). Avdak podle
[1], 2,11 je kazdy homomorfni obraz jednoduchého grafu isomorfni s danym gra-
fem, takZe v naSem pifpadé F(p) je isomorfni s cyklem délky k, &ili je sam
cyklem délky k. '

Necht nyni naopak F(o) = {u;}r., je cyklus délky k = 3. Pak piedeviim
F(p) je souvisly cyklicky graf o period® k a necht w; + uj, [ S1<j=Fk
jsou dva jeho uzly. Jestlize u;.; + u;, pak (u;, %;,,) € o, ale (%j, %;,,) nON € o,
a jestlize u;,, = u;, pak u;,, + u; (nebot k = 3) a tedy (u; %) € o, ale
(u;, u;,,) nON € o, take v kaZdém pipadé existuje u,, 1 < b < k takovy, Ze plati
pravé jedno z nasledujicich dvou tvrzent (u;, %) € o, (u;, %) € 0- To viak podle
[1], 2.3 znamend, Ze F(o) je jednoduchym grafem.

Z véty 4 a z dasledku 3 plyne, %e ka?dy souvisly cyklicky graf o periodé
k = 3 je jednoznaéné (aZ na isomorfismus) charakterisovén systémem mohut-
nosti oy, &y, ..., &y, tj. svoji homomorfni charakteristikow (viz [1], kap. 2).

Cykly a oboustrann& nekoneé&né drahy cyklickych grafi

Véta 5. Necht {«x;} je homomorfni charakteristika souvislého cyklického grafu
F(p) o periodé k = 3. Pak F (o) obsahuje cyklus délky d prdvé tehdy, kdy% d = nk,
kde m je pfirozené islo, a kdy «; = n pro kazdyi =1, 2, ..., k.

Dikaz. Necht nejdiive F(o) obsahuje cyklus délky d. Z véty 4 ihned plyne,
ze cyklus délky k v F(¢) musi byt ryzim cyklem v F(p), takZe podle véty 1
musi platit d = nk. Podle véty 4 existuje homomorfismus ¢, ktery zobrazuje
F(o) na jeho cyklus {v,}r_,. Pisludny vytvofujici rozklad na F(o) oznadme
F={F,F, .., F,) a predpoklidejme, %e v;e F; pro 1 < i < k. Je-li ko-
neénd {w}¢_, predpokladany cyklus, pak lze predpoklddat, Ze u, ¢ F,. Pak
ihned plyne @(u;) = ¢(u,;) = v; pro h=1=j (mod k) a odtud kard F, = n
pro 1 5=k

JestliZze naopak homomorfni charakteristika {«;} splituje uvedené podminky,
pak pro piisluiny vytvotujicf rozklad F = {F,, F,, ..., F;} plati kard F;, > n
a proto z F; lze vybrat uzly u;,; pro j =1,2,...,n a 1 <47 < k. Z definice
homomorfismu vSak ihned plyne, Ze {u; 1, Us;- -+ -, Uz, Uy,9, -+, Upn} j& cyklus
délky d.

Disledek 4. Necht {«;} je homomorfni charakteristika souvislého cyklického
grafu o periodé k = 3 a necht d = nk, kde n je pFirozené &islo. Pak v daném
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: ]

grafu existuje prdvé H[( n) n'] réznych cyklia délly d, kdyz ( ) znadt mohutnost
i=1

systému viech podmnoZin mohutnosti n v mnofiné o mohutnosts «,.

Diakaz. Tvrzeni plyne z vét 5 a 4, kdyZ se vyuZije rozlo¥eni uzlii uvazova-
nych cyklt v prveich vytvotujiciho rozkladu daného grafu urdeného homo-
morfismem, ktery dany graf zobrazuje na cyklus délky k.

Duasledek 5. Necht {x;} je homomorfni charakteristika sowvislého cyklického
grafu o periodé k = 3 a necht d = nk, kde n je pfirozené &islo. Necht ddle x je

. , o , .
nejmenst z mohutnosts oy, x,, ..., xp & nechi [_] znalt Gaussovu funkcei pro ko-
‘ n

neéné x a pro nekoneéné o mecht znaét «. Pak v daném grafu existuje ] dis-
junktnich cykla délky d, ale neezistuje vice disjunktnich cykla délky d.

Dikaz se vede stejnym zplisobem, jak je naznadeno v dikaze piedeslého
disledku 4.

Snadno se nahlédne, Ze tvrzeni disledka 4 a 5 lze obratit, tj. Ze uvedené
podminky jsou také nutné pro existenci prisluiného poétu uvazovanych cykli.

V koneénych cyklickych grafech se ukazuje tésnd souwslost mezi pojmy
cyklu a oboustranné nekoneéné drahy.

Vé&ta 6. Necht {x;} je homomorfni charakteristika souvislého cyklického grafu
o periodé k = 3. Pak v daném grafu existuje oboustranné nekomeénd driha
prdvé tehdy, kdyZ «; je nekoneénd mohuinost pro kaZdé 1.

Dikaz. Necht F(p) je dany souvisly cyklicky graf o periods k = 3, takie
podle véty 4 existuje homomorfismus ¢ zobrazujici F(o) na cyklus {v,}r_;.
Podle disledku 3 je cyklus délky % jednoduchym grafem a tedy pro vytvoru-
jici rozklad F grafu F(p) uréeny homomorfismem ¢ plati «; = kard F,, kdy%

={F, F,, ..., Fi}.

Jsou-li nejd¥ive «; nekoneéné mohutnosti, oznaéme G, c F; spoletné pod-
mnoziny a jejich prvky oznaéme u,, kde m = ¢ -+ nk pro kazdé celé ¢islo n.
Potom zfejmé {..., u_y, u—,, U, %;, U, ...} je oboustranné nekoneénd draha
v F(p), nebot u; & u; prot + j, a z vlastnosti homomorfismu plyne (;, %,.,) € o.

Necht koneéné {..., u_,, u_,, ug, %, Uy, ...} je oboustranné nekoneénsd driha
v F(p). Pak lze o uvaZovaném homomorfismu piedpokladat, Ze @(u,) = ;.
Z vlastnosti homomorfismu vSak ihned plyne, Ze ¢(u,) = v, plati pravé
tehdy, kdyz m = 1 (mod k). Dile 1ze pfedpoklddat, Ze u, ¢ F,, a odtud ihned
plyne G, c F;, kde G; = E{¢(u,) = v;}. AvSak kard G; jsou nekoneéné mo-

hutnosti a proto také kard F; jsou nekoneéné mohutnosti pro kazdé .
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Véta 7. Necht h je délka nejkrat§iho cyklu souvislého cyklického grafu F(o)
stupné k = 3. Pak F(o) je cyklickym grafem o periodé h.
h

Dtkaz. Podle pfedpokladu v F(p) existuje cyklus {u,};_,, ktery podle
lemmatu 4 je ryzi, takZe podle véty 1 plati & | k. Oznalme V, ., = R(u;) pro
1 < 4 < h. Podle véty 3 je F(o) monotonng souvisly, takze ke kazdému x ¢ F,
z + u; pro 1 <i =h existuje monotonnd vizani posloupnost {u, = w,,

h
Wy, +.., w, = ¢}. Kdyby znoneU V,, existoval by index m, 1 < m < n takovy,
i=1
h h
%e wye UV, ale wy,, none U V. To by viak znamenalo, Ze existuje index 7,
i=1 i=1
1 < § < b, pro néjz plati w,, € V;, a jelikoZ k& = 3, existuje monotonné vézani
posloupnost {u, Usi1, -+, jmg, Ujm1, Win, Wrsr} délky k, kterd kromé uzld
Wy, Wy, Obsahuje alespoli jeden z uzli ;, tak¥e podle (Z,) musi byt (W1, %,) e
- o. P¥i tom podle piede§lého s = j 4 2 (nebot % | k) a tedy existuje monotonné
vézans posloupnost {Wwy, .1, % = U;,s, Ysss, - -, Uy} délky &, takZe jednak r = §,
jednak podle (Z,) zase (%, Wp4) € 0, cOZ vSak znamend, Ze W, € V., a to
" ;
je spor. Tedy plati UV, = F.
t=1

Necht nynf v;e V,; a v,,, € V;,,. Pak existuje monotonné vézand posloup-
nost {u;,y, ..., ;—y, v;} délky k, takZe podle (Zy) je (vj, u;4;) € 0, a toto plati
pro kaZdy 1 <4 < h. Proto existuje monotonné vazana posloupnost {v;,,,
Uipgy - Usmy, ;1 d6IKY E a tedy (vj, v;1,) € 0. Kdyby konedné existovala hrana
(x,y) e 0 takova, 2e ze¢V; a yeV, kde j + 7 + 1, odvodil by se ihned spor
s tim, Ze % je délka nejkratiiho cyklu, a stejnym zpisobem se odvodi spor
z predpokladu V; n V; % @ pro ¢ % j. Tim je tedy ukdzdno, ¢ mnoZiny V;
tvo¥{ rozklad na F a tento rozklad F spliiuje podminku (3), v niZ misto k pieme
%, takze F je vytvoiujici rozklad. Z (3) plyne, ze faktorovy graf F(o) je cyklem
délky k. To vSak podle [1], 2.2 znamend, Ze F(p) je homomorfnim vzorem
oyklu délky 4 a tedy podle véty 4 je F(o) cyklickym grafem o periodé &.

Dasledek 6. V cyklickém grafu stupmé k = 3 je cyklus ryzim cyklem prdvé
tehdy, kdyZ je cyklem nejkrat$i délky.

Diukaz. Dostatetnost uvedené podminky plyne z lemmatu 4. DokaZzeme
jeji nutnost. Necht % je délka nejkratiiho cyklu v Z,-grafu F(g), takZe podle
v&ty 7 F(p) je Z,-graf o periodd h. Je-li vSak d délka né&jakého ryziho cyklu
v F(p), pak jednak je b < d, jednak podle véty 1 platid | h, coz vSak znamens,
Je d = h.
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Peswome

O IMUKJIAX HUKJINYECKHX T'PAGOB

KAPEJI YVJUK (Karel Culik), Bpuo ,
(MocTynmao B pefaruuo 28/IX. 1957 r.)

ITox GwmapHEIM OTHONIEHWEM @, ONpeNeleHHEM Ha MHOMKecTBe F == 0, Mu
nompasymeBaeM nodmHomcecmso dexapmosa npoussedenus F X F. MuomxecTBo
F ¢ ormomenwem o HasbiBaerca zpagom F(g). IocmemoBaTembHOCTH {ui}fnl
DJIEMEHTOB U; € ' HasbIBaeTca C6A3aHHOU, COOTB. MOHOMOKHO CEAIAHHOU
¢ F(o), ecim wmmm (U;, U;pq) € @ MIA (U;,,, U;) € 0, COOTB. (U;, U;,1) € 0 TMELT
MecTo s moboro ¢ = 1,2, ...,k — 1. Taxylo N0OCIeX0OBATENIHHOCTh MBI Ha-
30BeM, Jaliee, 3aMEHYymoi (CBI3aHHOH, COOTB. MOHOTOHHO CBA3aHHOHK), €CIH,
KpOMe TOro, uiu (U, %) € @ UAH (%, Uy) € 0, COOTB. (U, %;) € . HarypanpHOe
qucyo k HaseIBaeTcsa daunol BToi mociegopatensHocTH. I'pad G(o) Ha3HIBAETCA
QYUKAOM, COOTB. 08YcmoporHe GeCKOHEUHBIM NYMeM, eCiln

G = {ulr Ugy oy uk}: g = {(ult u2)1 ('sz, ua), ey (uk—li uk), (uk’ ul)}
COOTB.
G = {..., U_g, U_y, Ug, Uy, Ug, ...},
o= { ©y (u—Z) u—l)’ (u—-l? uo); (uo, ul): (uh u2)1 . } -

Ionrpad G(o) rpada F(g) (1. e. G c F, o C p), ABNAIOIHANACA [UKIOM, HABHIBAST-
ca cmpozum nurIoM B F(g), ecim 0 = p n G X G (06 0CTATBHBIX MOHATHAX
em. [1]).

OTHOIEHHe @ Ha3HBAeTCA YUKAUUECKUM cmenenu k (Z,-OTHOIMMEHWeM), ecild
OHO YIOBIIETBOPSET CIEAYIOMEMY YCIOBHIO:

{u;}¥_, ecmv MOHOMONHO CEA3AHHAR NOCAEDOSAMEALHOCTND 6 0 = (U, Uy) € 0. (Z)

I'pad F(p) HaszwBaeTca yukaudeckum cmenenu k, ey ero OTHOIMEHAE ABIASTCA
Z,-0OTHOMEHZEM.

Crenmens & mumimdeckoro rpada F(p) HassBaercsa ero nepuodom, ecaa B F (o)
vMeeTcs MUK IIUHE £ 1 eciix B F(p) He MMeeTcA nuMKIIA, MIHHA KOTOPOro GLima
081 MeHbBMIE K.

CopaBeiIuBEl CIIENYIOIAE TEOPeMBI:

Teopema 1. Jaura cmpozoeo yuraa 6 yukaudeckom epage cmenenu k asasemcs
Oeaumeaem cmenenu k.

Teopema 2. Ceasnslii yurauveckuil 2pag nepuoda k = 3 6ydem npocmuim
moeda u moavko moada, ecau or 6ydem yursom dauns k.

Teopema 3. Ceasuuwii epagp 6ydem yukauueckum zpagom nepuoda k = 3
mozda u moavko mozda, ecau ox Oydem 2oMOMOPPHBM NPOOOPAIOM YUKAL
daunsl k.
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Wrar, wammeni cBA3HBI mukamdecKud rpad mepmoma k = 3 MOKHO mHOI-
HOCTBIO 0XaPaKTepPU30BaTh IPA MOMOIIY £ MOINHOCTeH (Ipy IOMOIIY ero T. Ha3.
2omom0pPHOU zaparmepucmury [1]). B TakoM caydae HETPYAHO JOKasaTh

Teopemy 4. Ecau oy, &, ..., 0 — 20MOMODPPHAA TAPAKMEPUCIMUKR C8A3-
3H020 YuKAUNEck020 2paga nepuoda k = 3, mo smom epagp codepucum a) yuka
daunpt d moeda u moavko mozda, ecau d = nk, ede n — HaMypPasvHOE YUCAO,
weauno; =noari=1,2 ... k; 6)0sycmoponrne beckorneunsii nymv mozda
U Moabko moeda, ecau «; — beckoHeunas mougrocms dig awboeoi =1, 2, ... . k.

]

Zusammenfassung

UBER ZYKLEN DER ZYKLISCHEN GRAPHEN

KAREL CULIK, Brno
(Eingegangen am 28. September 1957)

Unter einer bindren Relation g, die auf der Menge F' == § definiert ist, verstehen
wir eine Teilmenge des kartesischen Produktes F X F. Die Menge F' mit der
Relation o heisst ein Graph F(o). Eine Folge {w;};., der Elemente u; ¢ F
heisst eine gebundene bzw. monoton gebundene Folge in F(g), wenn entweder
(w;, U;4q) € 0 Oder (U;,q, u;) e bzw. (u, u; ) ep fir e =12, ..k — 1 gilt.
Eine solche Folge heisst eine geschlossene (gebundene bzw. monoton gebundene)
Folge, wenn noch eine weitere Bedingung und zwar entweder (u;, u,) € o oder
(uy, ) € o bzw. (u,, 1) € o erfilllt ist. Die natiirliche Zahl k heisst Linge dieser
Folge. Ein Graph G(o) heisst ein Zyklus bzw. eine beiderseits unendliche Bahn,
wenn er folgendermassen definiert ist:

G = {uy, Ug, ..., wyy, 0 = {(%y, Ug), (Ug, Ug), ... (Upmy, Uy), (U, Uy)}
bzw.
G = {.., g, Uy, Up, Uy, Uy -}, O = {oor, (Uog, Umy), (Uoy, o), (%o, ),
(ty, s), <--} -
Ein Teilgraph G(s) des Graphen F(p) (d. h. G' c F, g c g), der ein Zyklus ist,
heisst ein reiner Zyklus im F(p), wenn o = p n G X G gilt (iiber weitere Be-
griffe siehe [17).

Eine Relation o heisst zyklische Relation vom Grade k (Z,-Relation), wenn
sie die Bedingung, dass {uz-}il eine monoton gebundene Folge in o = (u;, %,) €
€ g ist, erfiillt. Ein Graph F(o) heisst ein zyklischer Graph vom Grade k, wenn
seine Relation g eine Z,-Relation ist.

Der Grad k eines zyklischen Graphen F(p) heisst seine Periode, wenn in
F(o) ein Zyklus der Linge k existiert und wenn die Lénge d jedes Zyklus im
F (o) nicht kleiner als k ist.
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Nun gelten folgende Satze:

Satz 1. Die Linge eines reinen Zyklus des zyklischen Graphen vom Grade k&
ist ein Tetler des Grades k.

Satz 2. Ein zusammenhingender zyklischer Graph mit der Periode k' < 3
st danm und nur dann einfach, wenn er ein Zyklus der Linge k ist.

Satz 3. Ein zusammenhingender Graph ist dann nur und dann ein zyklischer
Graph mit der Periode k = 3, wenn er ein homomorphes Vorbild eines Zyklus
der Linge k ist.

Also, jeder zusammenhéngende zyklische Graph mit der Periode £ = 3 ist
mit Hilfe eines Systems von k& Machtigkeiten (sog. seiner homomorphen Charak-
teristik [1]) vollkommen charakterisiert. Daraus schliesst man leicht, dass
folgender Satz gilt:

Satz 4. [st «,, %y, ..., &; die homomorphe Charakteristik eines zusammen-
hiingenden zyklischen Graphen mit der Periode k = 3, so enthilt dieser Graph
a) einen Zyklus der Lange d dann und nur dann, wenn d = nk, wo n eine nativr-
liche Zahl ist, und wenn o; = n fiir i = 1, 2, ..., k ist, b) eine beiderseits unend-
liche Bahn dann und nur dann, wenn x; eine unendliche Michtigkeit fir 1 =
=1,2 ...,k ist.
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