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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 94 (1969), Praha

O JISTYCH ALGEBRAICKYCH PLOCHACH S MAXIMALNIM
POCTEM PRIMEK A PLANARNIMI BODY NEJVYSSIHO RADU

VAcLAv METELKA, Liberec
(Doslo 5. unora 1968)

UvoD

V této prdci chci ukdzat nékteré zajimavé vztahy mezi plandrnimi body a pfimkami
algebraickych ploch bez singuldarnich bodi.

Zopakuji nejprve definici plandrniho bodu fddu h-tého a pfipojim &tyfi véty,
z nichZ jedna je pomocnd, na néZ se budu pozd€ji odvoldvat.

Definice. Bud h celé, nezdporné Cislo a P* dvojdimensiondlni plocha stupné n-tého.
Rikdme, Ze reguldrni bod A plochy P" je jejim plandrnim bodem ¥4du aspoii (prave)
h-tého, jestliZze te¢nd rovina bodu A protne plochu P" ve variet€, pro niz je bod 4
aspoii (pravé) h + 2 ndsobny. '

Z této definice plyne bezprostfedn€ pomocnd véta:

Lemma 0.1. Je-li O, bodem plochy P" s teCnou rovinou x, = 0, pak miiZeme
psdt

(1) P'=Y (xp.a;-y + b;. x5 ) =0,
i=1

kde a; = aj(xo, X, X3); b; = b(x,, x3) jsou formy stupné udaného indexem o pro-
ménnych vypsanych v zdvorkdch a platia, #+ 0, b, = 0. Bod O, je plandrnim bodem
Fddu aspori (pravé) h-tého plochy (1) tehdy a jen tehdy, je-li b, = 0(b; = 0, by, %
% 0) pro vSechna i = 1,2, .., h + L.

Snadny dikaz této véty nebudu provaddeét.

Pfistoupime nyni k nejzdvaZzné&jsi vété této Gvodni Edsti:

Véta 0.1. Oznacme W poldru i-tého stupné reguldrniho bodu A vzhledem
k plose P". Bod A je plandrnim bodem plochy P" Fddu aspori (prdvé) h-tého tehdy
a jen tehdy, jestlize W',y 2 Wi (W, D Wi, Wiy 2 WY).
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K dikazu pouZijeme pomocné véty 0.1 a rovnici poldry j-tého stupné€ bodu O,
vzhledem k plose (1) zapiSeme ve tvaru rovnice poldry (n — j)-tého fddu. Je tedy

n—j
an = a 9
ox57/
&ili podle (1)
; W] = xR} + ST,

kde

L. (_'l) x —-i. rg=1(n_l)’
5 tl(]-—l)b > K =T

Protoze jest

ap *0, by =0, W = (n — 1)l apx,,
pak
Wit1 2 Wi <> S}y, =0« b, =0
pro viechna i = 1,2, ..., h + 1. Ddle plati relace
Wit 2 W0, Wi, 2 W85, =0, Sj,,¥0«=b=0

pro vSechna i = 1,2,...,h + 1, ale b,,, £ 0.
Tim je diikaz proveden.
Pomoci lemmatu 0.1 odvodime jesté vétu:

Véta 0.2. LeZi-li na nerozloZitelné plose P" plandrni bod Fddu h-tého, pak h <
<n-2.

Diukaz sporem okamZité plyne z toho, Ze kdyby bod O, byl plandrnim bodem
fddu h > n — 2 plochy (1), pak by bylo (dle lemmatu 0.1) b, = 0 pro viechna
i =1,2,..., naplocha (1) by byla rozloZitelnd.

Tuto tvodni &dst zakon&ime vétou o plandrnich bodech fddu prdvé (n — 2)-ho.

Véta 0.3. LeZi-li na plose P" plandrni bod Fddu prdvé (n — 2)-ho, pak timto bodem
prochdzi n pFimek plochy P" a naopak, prochdzi-li reguldrnim bodem plochy P" n
piimek, je tento bod plandrnim bodem Fddu prdvé (n — 2)-ho.

Z pomocné véty 0.1 totiZ vidime, Ze je-li bod O, plandrnim bodem fddu prdvé
(n — 2)-ho, pak b, % 0, b; = 0 pro viechna i = 1,2,...,n — 1 a te¢nd rovina w,
protne plochu ve varieté (xo = 0, b, = 0), kterd pfedstavuje n pfimek plochy P".
Druhou ¢&ast véty dokdZeme obrdcenym postupem.
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KAPITOLA 1

Bud V plocha stupné n > 3 bez singuldrnich bodi, na niZ leZi aspoti jeden plandrni
bod fddu (n — 2)-ho. Hledejme plochu Vs maxim4lnim podtem pfimek.

V dal§im uvidime, Ze zvl4st€ zajimavé vlastnosti maji plochy stupné &tvrtého,
kterym také vénujeme ndsledujici dvé kapitoly. V této kapitole viak provedeme obec-
né uvahy pro plochy stupné n > 3.

Volme pfedeviim plandrni bod ¥ddu (n — 2)-ho a jeho te€nou rovinu. Necht je to
bod O, s rovinou w,. Dle lemmatu 0.1 1ze tedy rovnici plochy V psdt ve tvaru:

(1) V= X - M(xO, Xi1s X2, x3) + N(xl’ x3) =0.

Uvedu nejprve nékolik pomocnych vét, kterych pozdéji s vyhodou pouZiji. Dokéd-
Zeme piedevsim, Ze plati:

Lemma 1.1. Rovina w, protne plochu (1) v n navzdjem riznych pFimkdch, pro-
chdzejicich bodem O,.

Dikaz. Rovina w, protne plochu (1) ve varieté: (xo = 0, N(x,, X3) = 0), kterd
skutené pfedstavuje n pfimek bodem 0,. Zbyv4 jesté dokdzat, Ze tyto pfimky jsou
navzdjem rizné. Tuto ¢dst dikazu provedu sporem:

Ptedpoklddejme, Ze aspoti dvé z primek splynou a volme je za osu 0,,. Z rovnice (1)
vidime, Ze v tomto piipadé je N(x,, x3) = x3 . R(x;, x3), kde R(xy, x;) je forma
stupng (n — 2)-ho, tedy nejmén& druhého. Rovnici plochy V pak miZeme zapsat
ve tvaru

(2) V= xo.M(Xo, X1, X3, X3) + x3 . R(xy, x3) = 0

a jeji parcidlni derivace podle jednotlivych proménnych jsou
Vo=%0.-Mg + M, V,=1x0.M,; +x}.R,,
Vo=%0.M,, V3=x0.M3+x5.R;+2.x;.R.

UkaZme, Ze na plose (2) leZi aspoi jeden singuldrni bod. Skute¢n&, oznatime-li Z
prasetik pfimky o, , s plochou M, pak pro bod Z plati: Z = (0, z,, z,, 0); M(Z) = 0,
&ili také V(Z) = 0 pro viechna i = 0, 1, 2, 3. Je tedy Z singuldrnim bodem plochy
(2), coZ je ve sporu s piedpokladem, Ze na V neleZi Zddné singuldrni body. Tim je také
dtikaz proveden.

Lemma 1.2. Bud T £ 0, bod plochy (1) v roviné wy s tecnou rovinou 1. Pak také
T £ w,.

Diukaz. Volme T = 0,. Na plo3e (1) lezi tedy pfimka o,,, &ili rovnici této plochy
miZeme zapsat ve tvaru:

(3) V= xq. M(xq, Xy, X3, X3) + X3.8(xy, x3) =0, kde S(x;, x3)
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je forma stupné& aspoii tfetiho. Predpoklddejme, Ze te¢nd rovina bodu O, je w,
a zjistime, Ze dojdeme ke sporu. V takovém pfipadé leZi v te¢né roviné bod O; a jest

V3(0,) = S(0,) =0, &ili S(x,, x3) = x3. R(xy, x3) .

Rovnici plochy (3) tedy miizeme zapsat ve tvaru(2). To ale znamend, Ze aspofi dvé&
pfimky roviny @, splynou, coZ je ve sporu s lemmatem 1.1. Tim je tedy dikaz pro-
veden. -

Zkoumejme nyni parabolické body’) plochy (1) v rovin&€ w,. Jednim z nich je
bod 0,, (ktery je dokonce plandrnim bodem fddu (n - 2)-ho) a pro parabolické body
rizné od O, dokdZeme vétu:

Lemma 1.3. Bud T % 0O, bod plochy (1) v roviné w,. Bod T je parabolickym bodem
plochy (1) jen tehdy, jestlize M,(T) = 0.

Dukaz. Ozna¢ime-li (0, t,, t,, t;) soufadnice bodu T % 0,, pak pfedeviim aspoii
jedna ze soufadnic t;, t; musi byt riiznd od nuly, takZe pfimka p = w,, na které
bod T leZi mé rovnice (x, = 0, x,; = X;t;) a rovnici plochy (1) miZeme psdt ve
tvaru

(4) V= xM(xq, Xy, X5, X3) + (X3t — X1t3). W(xy,x3) =0, W(T)#%0.

Nerovnost W(T) # 0 plyne z toho, Ze v opaéném piipadé by jesté aspoii jedna z pfi-
mek rovin w, splynula s pfimkou p = (xo = 0, x,1;3 = X3t,).

Mi4-li byt bod T = (0, t,, t,, t;) parabolickym bodem plochy (4), k tomu je nutno
a stadi, aby H(T) = 0, kde H je hessidn plochy (4). Snadno se piesvéd&ime, Ze plati

®) H(T) = V3y(T) . [ViA(T) — Viu(T) - Vas(T)] =
= M}(T). [t;W,(T) + t:W5(T)]*.

Z Eulerovych rovnic plyne: (n — 1). W(T) = t,W,(T) + tsW(T), ¢&ili z (5)
mdme

H(T) = [(n — 1). My(T) . W(T)]*

a protoze (dle 4) je W(T) # 0 a dle pfedpokladu také n > 3, pak H(T) = 0 jen tehdy,
je-li M,(T) = 0, coZ jsme mé&li dokdzat.

Pfi zkoumdni po&tu pfimek na plo3e (1) budeme postupovat tak, Ze zjistime, kolik
pfimek neleZicich v rovin€ w, protne kazdou z pfimek této roviny.

Z n navzdjem riznych pfimek roviny w, volme jednu a ozna¢me ji p. Bud ddle ¢
jedna z pfimek neleZicich v rovin€ w,, kterd pfimku p protind. Prusecik T pfimek p, g
tedy neni bod 0,, nebof bodem O, prochdzeji jen ptimky roviny w,. Jestlize p £ 0,3,

1) V parabolickém bodu plochy je hessidn plochy roven nule. Obracené je regularni bod,
v ném? je hessidn plochy roven nule, parabolicky. )
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(coz mtizeme pfedpoklddat), pak pfimka g protne soufadnicovou rovinu w, v bod&
Y= (u,0,y,z), kde u % 0. Je tedy

(6) p=(x=0x3=a.x,)

abod T F 0, této primky md soufadnice

(7) T=(0,tx,at), kde t=+0.
Piimka q pak prochdzi body T, Y, kde

(8) Y= (u4,0,y,z), u£0,

&imz je zajisténo, Ze pfimka g neleZi v rovin& w,. Rovnici plochy (1) tak maZeme
psdt ve tvaru

9) V= Xo. M(xq, X1, X3, X3) + (X3 — ax;). A(xy, x3) =0; A(T)+0.

Nerovnost A(T) #+ 0 plyne op&t z toho, Ze varieta [x, = 0, A(x;, x3) = 0] se
sklddd z ptimek, které maji s pfimkou (6) spole¢ny jen bod O,, riizny od T.

Je zndmo, Ze nutnou a postacujici podminkou, aby pfimka g = TY leZelana ploSe V
je soudasné splnéni rovnic: P(T) = 0 pro viechna i = 0, 1, ..., n, kde

PiE[u.V0+y.V2+Z.V3](i).

Abychom se zbavili symbolické mocniny, zavedme operdtor

i\ /j o
10 ik = . — —
(10) G (;)(k) axk . axii . oxik

pomoci kterého miizeme vyrazy P; upravit na tvar

’ Po=uk.yimi 2T gV,
kde sumacni znaménka vynechdvdm a secitdm dle viech j, k pronéZ0 < k < j £ i.
Snadno se piesvéd&ime, Ze v bod& T (viz (7)) je pro plochu (9) : g;;0V(T) + 0 jen
kdyZ j = i. Muzeme tedy vyrazy P(T) rozepsat takto:
(11) P(T) = z". giiOV(T) +uk gk yitd gijkV(T) >

kde ve druhém ¢lenu seitdme dle vSech j, k, pro kterd plati jiz jen nerovnost 1 <
Sk=jgi

Okamf?it& se presvéd&ime, Ze podminka Po(T) = 0 je jiZ splnéna, nebof Po(T) =
= V(T) = 0 a aby byla splnéna podminka P,(T) = 0, musi platit
z.g10V(T) +u.g1y, V(T) =0,
&ili dle (10):
z.Va(T) + u.Vy(T) =0,
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coz aplikovdno na nasi plochu (9) dévd podminku
(12) z. A(T) + u.M(T) = 0.
PouZitim této rovnice dostaneme z (11) snadno
P(T). A(T) = u. PXT),
kde
(13) Pi=-M.z'"1 gV + A=t 207k yiTT gV

a opét secitdme podle viech j, k, pronéZplatil S k < j < i.

ProtoZe dle (9) je A(T) + 0 a podle (8) také u + 0, plynou z podminek P(T) = 0
podminky P¥(T) = 0 pro viechna i = 2, 3, ..., n a naopak.

Vypotitejme jesté podminku P3(T) = 0. Ziejmé jest

P;E —M.Z.g220V+A-y-_g211V+A.Z-g221V+A-u.g222VE
= M.z Vi +2. Ay Ve +2. Az Vos + A.u. Voo,

coZ aplikovdno na plochu (9) ddvd podminku
(19) z . [A(T). My(T) — M(T). A5(T)] + u. A(T) . M(T) +
+ y.A(T). My(T) = 0.

MuZeme tedy (s jistou opatrnosti, niZe popsanou) vypogitat z rovnic (12) a (14)
homogenni soufadnice u, y, z bodu Y (viz 8) jako funkce bodu T. Snadno totiZ
zjistime, Ze je

u= —A*>.M,; y=A* My—A.M.My;+M? . A4,; z=A.M.M,,
pfi ¢emZ spoleény nenulovy koeficient na pravych strandch téchto identit vynechd-
vdm.

Vime viak z (8), Ze musi byt u(T) + 0 a to nastane jen tehdy, bude-li M,(T) * 0,
(nebof dle (9) je jiz A(T) = 0), &ili jen v tom pfipadg, kdy bod T je neparabolickym
bodem (viz lemma 1.3).

Dosadime-li prdv& vypogitané soufadnice u, y, z do vyrazi (13), dostaneme ihned

Pi*= __A'Qi’
kde

(15) Q=M. A2 MY gV + (1) y T My MITR A2 g,

y=A>.My— A.M.M; + M?. A, a ve druhém &lenu vyrazu Q; se¢itdme podle
viechj, kpronéZplatil < k< j =i
ProtoZe z P;(T) = 0 plyne Q(T) = 0 a naopak, miZeme vyslovit v&tu:
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Lemma 1.4. Neparabolickym bodem T (viz (7)) Prochdzi pFimka q ¢ wy plochy
(9) tehdy a jen tehdy, jestlize Q(T) = O pro vSechna i = 3,4, ..., n.
Tento vysledek doplnime jest& v&tou, platnou i pro body parabolické:

Lemma 1.5. Bud X = (0, t, x, at) obecny bod piimky p = (xo = 0, X3 = a . x,)
na plose (9). Prochdzi-li bodem B pFimky p prdvé h pFimek neleZicich v roviné w,,
pak bod B je nejméné h-ndsobnym bodem ka%dé z forem Q(X), kde i = 3,4, ..., n.

Dikaz. Volme p = 0,, a bod B, kterym prochdzi pravé h pfimek q ¢ w,, volme
za bod O, s teénou rovinou w;. UvaZme nejprve, Ze je to piipustné, nebot bod B musi
byt rizny od O, a jeho te¢nd rovina nesmi byt w,, jak je patrno z lemmatu 1.2,

V rovnici (9) plochy V tedy mtZeme psdta = 0,

(16)  M(xg, Xy, X3, X3) = x3C(Xo, Xy, X2, X3) + D(Xo, X2) . E(x0, Xy, X3) ,

kde D(x,, x,) je forma stupn& prdvé h-tého a D(0,) # O.

Ma4-li byt bod O, aspoil h-ndsobnym bodem formy Q,-(X), kde — v naSem pfi-
padé¢ — je X = (0, ¢, x, 0), musi se ddt x vytknout z Q,~(X) aspori v h-té mocning,
&ili strugné psano: Q(X) = x*. Q}(X). To mdme dokézat.

Dtikaz rozvrhneme do dvou ¢&asti:

Pfedpoklddejme nejprve, Ze je h > 1. Ze zdpisu (16) okamZ?it& plyne

M(X) = x". M*(X); My(X)=x""1. M;(X) ; Mb(X) = xh-1, M:(X),
takZe z (15) je pfedeviim y(X) = x*~!. y*(X) a ddle
Q(X) = X470 gH(X) .
V pfipadé, Ze h = 2, i = 3 je tedy také
h=-1).(-1)=3G0=-3).h-)+*r—-2)+h=h,

takZe skute¢n& pro h > 1 a pro viechna i = 3,4, ..., nje Q(X) = x*. Q¥(X).

Zbyva tedy dokdzat, Ze v pfipad€, kdy bodem B = O, prochdzi prdvé jedna
z ptimek ¢, je také Q(X) = x . Q(X).

Volme g = oy, takZe v (16) je D(x,, x,) = x, a pro obecny bod X = (0, 4, x, 0)
pfimky o,, mame

M(X) = x. M*(X), MyX)=x.MyX),
&ili z (15) je také
¥(X) = x. yX(X).
Kromé toho se snadno presvéd¢ime, Ze
g V(X) = x.G(X).
Je tudiz Q(X) = x . QF(X), coz jsme mé&li dokdzat.
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Nasledujici pomocnd véta ndm umoZni odhadnout maximdlni polet pfimek
q ¢ w,, protinajicich pfimku p < w,.

Lemma 1.6. Bud X = (0, t, x, at) obecny bod pfimky p = 0,Z na plose (9), kde
Z = (0, 1,0, a). Necht pro néktery index r (kde 3 < r < n)je Q(X) = ™. 0,(X) %
% 0. Pak: 1) pfimku p muZe protnout nejvyse s primek q & wo, kde s je stuperi
formy Q/(X), ¢ilis = 3nr — 2n — 5r — m + 4;

2) plati nerovnost m = (n — 2).(r — 1), pfi demZ rovnost nastane jen kdy#?
R(Z)+ O, kdeR,=(n—r)!(n —1)"2. 42 . g oV —r.(n—2) 45"

Dukaz. Za pfedpokladu Q,(X) # 0 miZe skutetn& na ptimce p existovat maxi-
madlng& s bodd, (kde s je stupefi formy Q,(X)), kterymi prochdzeji ptimky g, &ili vzhle-
dem k lemmatu 1.5 maximdIn€ s pfimek g muliZe protnout pfimku p. Pro vypocet
&isla s stadi uvdZit, Ze forma Q,(X) musi byt stupn€ s + m = 3nr — 2n — 5r + 4,
o ¢emZ se jiZ snadno pfesveédcime.

Tim je prvni ¢dst vé‘ty dokdzdna a miZeme pfistoupit k diikazu &dsti druhé.

UvaZme pfedev§im, Ze z (9) a (10) plyne

Gmo V(X) = 77 g0 V(Z), A(X) =11, A(Z)
a konec¢né
Ay(X) = "2 44(2),
takZe v (15) mdme predeviim

y(X) =72 H(X),

kde
J=1".MeAYZ) — t .M. M;AZ) + M?. 45(Z).
Je tedy
Qr(X) = l(n—Z).(r—l) . Qr(X) ,
kde

0, =M .My ATHZ). g, V(Z) +
+ (=) M MR A (Z) ke OYIR g Y
Tim je ov&feno, Ze z Q,(X) lze skute¢n& vytknout t nejmén& v mocning (n—2).
.(r — 1), &ili v lemmatu 1.6 plati pro m nerovnost m > (n — 2).(r — 1).
V posledni ¢dsti dikazu zkoumejme, za jakych podminek bude platit ostrd nerov-
nostm > (n — 2).(r — 1). To nastane zfejmé jen tehdy, jestlize z 0,(X) Ize vytknout

jesté ¢, &ili (vzhledem‘k soufadnicim bodu X), kdyZ bude Q,(0,) = 0.
Snadno zjistime, Ze je

0/(0,) = M(0,) . M3 Y(0,) . A" HZ) . gpro V(Z) — 771(0,) - 9011 V(0,) .
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Z Eulerovych rovnic plyne: M,(0,) = (n — 1). M(0,) a po kratii upravé zjisti-
me, Ze je také

(n =194 V(0;)) =r.(n—1).M(0;) a 3(0,) = M*0,). A4;5(2).
Dosadime-li tyto hodnoty do 0,(0,), dostaneme po snadné upravé

-1
( -
kde R, je vyraz z posledniho fddku lemmatu 1.6.

UvaZme, Ze je M(0,) # 0, nebot v opaéném pfipad€ by byl bod O, singuldrnim
bodem plochy (9). Krom& toho je(n — 1):(n — r)! % 0, nebot plat1 nerovnosti
n>33<r=<n

Je tudiz 0,(0,) = 0 jen v tom pfipadé, jestlize R,(Z) = 0, &ili jen kdyZ nastane
‘ostrd nerovnost m > (n — 2).(r — 1), &imZ je dikaz v&ty proveden.

0,(0,) = -M*7(0,) . R(2),

Pozndmka. Z prdavé provedeného diikkazu je rovn€Z okamZit€ patrnd platnost
tohoto tvrzeni: Jestlize pro niktery index i je Q(X) = 0, pak musi byt R(Z) = 0.

Na tuto pozndmku, kterou ziejmé neni tfeba podrobné dokazovat se za chvili
odvoldm.

Porovndme-li ob& &dsti lemmatu 1.6 vidime, Ze pro maximdlni pocet s pfimek g
plati s < r.(2n — 3) + 2 — n a optimdlni pfipad by nastal, kdyby bylo r = n, &ili
Q/X) = 0 pro viechna i = 3,4,...,n — 1, ale Q,(X) # 0. V tom pfipadé by bylo
s<2.(n—-1)>%

Pozndmka. Poznamendvdm k tomu vyslovng, Ze za pfedpokladu n > 4 by
takovy pfipad mohl nastat nejvySe pro obecny bod X jedné z piimek p = w,, kdezto
pro obecny bod X; libovolné ze zbyvajicich pfimek p; (v poétu (n — 1)) by jiz bylo
0i(X;) £ 0, &ili kazdou z t&hto piimek p; by mohlo protnout maximélng jiZ jen
(5n — 7) pfimek g ¢ w,.

Dikazem tohoto tvrzeni kapitolu zakon&im.

Dtikaz. Volme osu o, za jednu z piimek roviny w, na plo3e (9). UZijeme-li ozna-
¢eni lemmatu 1.6, pak pro tuto pfimku plati

X=(0,1tx,0; Z=0,
a rovnici plochy (9) miZeme psdt
(17) _ V= xo. M(Xq, X1. X5, X3) + X3 . A(xy, X3) = 0,

kde vzhledem k A(0,) # 0 Ize varietu A(x,, x,) zapsat ve tvaru

(18) : A(xl,x3)—2a x3 . x77I7h a = 1.
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Linedrni poldra bodu O, vzhledem k A(x;, X3) md tedy rovnici
(n—1).x;, +a,.x,=0.

Tato poldra neprochdzi bodem O, a miZeme ji zfejmé volit za rovinu w,. Je tedy
a, =0.

Predpokldgdejme, Ze pro obecny bod X = (0,¢, x,0) nadi pfimky p = o,, je
Q(X) = 0 pro viechna i = 3,4,...,n — 1. _

Pak jiz oviem musi byt 0,(X) =% 0, nebof v opa¢ném ptipadé by dle lemmatu 1.4
kaZdym neparabolickym bodem pifimky o, prochdzela pfimka q ¢ w,. Je vSak
zfejmé, Ze nasi pfimku o,, miiZe protnout jen koneény pocet pfimek.

Predminuld pozndmka fikd, Ze z podminky Q(X) = 0 plyne (krom& jiného)
podminka R(Z) = 0. V nafem pfipadg, kdy Z = O,, musi tedy platit

(19) R(0,) =0 provsechna i=3,4,..,n—1.

Ze zépisu (18) jiz snadno vypotitdme A(0,) = ao = 1, A5(0,) = a;, = 0 (viz
vyse), dédle g0 V(0,) = i!. a;_y, &ili dle lemmatu 1.6 a (19) dostivdme a;_; = 0
pro viechna i = 3,4, ..., n — 1. Kromé toho je jiZ také a; = 0, €ili v (18) mdme

— -1 n—1
A(xy, x3) = x771 + apyg X570

Rovnice plochy (17) tedy zni
(20) V= xo. M(xg, X15 X3 X3) + X3 . X7 ' + ap_y . X3 =0.

Z pochopitelné podminky a,_, + 0 plyne také, Ze je jiZz R,(0,) * 0, ¢ili vzhledem
k pozndmce jiZ citované a vzhledem k pomocné vét€ 1.6, miiZze pfimku oy, protnout
maximélng 2 . (n — 1)* ptimek g ¢ w,.

DokdZeme nyni, Ze pro libovolnou dal§i pfimku p % o0y, roviny w, klesne tento
maximdlni moZny pocet pfimek g na €islo 5n — 7.

Na ose 043 jsme jiZ volili bod 0,, kterym prochdzela pfimka o,, a bod 0, inci-
dentni s linedrni poldrou bodu O, vzhledem k A(x, x3). MiZeme tedy je§t& na ose o, ;
volit bod jednotkovy Z = J,,, kterym bude prochdzet ptimka p = 0,Z. Je tedy
v rovnici (20)

Ap_y = -1

a plochu ¥V mliZeme upravit na tvar:

V= %o . M(Xo, Xy, X3, X3) + (x3 — X1) . A(xy, x3) = 0,
kde ‘

n—-2
A(xy, x3) = Y xn7972  xdtt
<o -

326



Pro bod Z = J,; dostaneme (po krat$i ndmaze)

n-—1

Z(J13) =n-—1; Zs(-’n) = «h, gsao V(JIS) =3. Z33(-’13) =

=n.n-1).(n-2),
z ¢ehoZ v lemmatu 1.6 po snadné upravé mdme
RS(JIS) = %.n!.(" bt 1).(" - 4).

Z pozndmky za lemmatem 1.6 a z podminky Q4(J;3) = 0 plyne podminka
Ry(Jy5) = 0.

Pro n > 4 je tedy Qi(Jy3) % 0, &imZ je dokdzdno také nade tvrzeni z posledni
pozndmky.

Vidime tedy, Ze jedin€ pro plochy V stupné &tvrtého by mohl nastat ten pfipad, Ze
pro viechny &tyfi prisetiky Z; (j = 1,2, 3,4) pfimek p; = w, s osou 03 plati
Ry(Z;) = 0, Ry(Z,) # 0.

Takovou plochu skutedné nalezneme a uvidime, Ze existuje dokonce plocha V
stupné Ctvrtého té vlastnosti, Ze pro vSechny Ctyfi obecné body X ; pfimek p; plati:

Qi(X;) =0 aztoho QuX;)#%0.

DokédZeme ddle, 7e na této plose leZi maximdlni podet pfimek a zjistime zajimavé
vztahy mezi témito pfimkami a plandrnimi body obou moZnych ¥ddd.
Témto tvahdm jsou vénovdny ndsledujici dvé kapitoly.

KAPITOLA 2

V této kapitole se zaméfime na hleddni plochy V stupné &tvrtého, bez singuldrnich
bodl a s nejvy$§sim moZnym poétem‘pﬁmek. Existenci aspoii jednoho plandrniho
bodu fddu druhého ovSem stdle pfedpokladdme.

Volme opét bod 0, za plandrni bod druhého fddu s te€nou rovinou w,. Jednu
z pfimek této roviny volme za osu o,,, takZe rovnici plochy ¥ miZeme upravit na
tvar

(1) V= xo. M(xg, Xy, X2, X3) + x3. A(xy,x3) =0, kde A(0,)+0,

nebot v opaéném piipad€ by jesté aspoii jedna z pfimek roviny w, splynula s p¥im-
kou o,,, coZ je ve sporu s pomocnou vétou 1.1.

ProtoZe budeme jest€ v dal§im volbu soufadnicového systému p¥ipustné dopliiovat,
je tfeba mit dobry pfehled o tom, které prvky soustavy jsme jiZ upevnili. Zatim to
byl bod 0, s te€nou rovinou w, a 0sa 0, ,, coZ struéné zaznamendme:
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Volba 1. 0,, 0,,, Wo-
Vzhledem k 4(0;) + 0 miZeme psdt

A(xp,x3)=xi +b.x2 . x3 +c.x;. x5 +d.x3.

Linedrni poldra bodu O, vzhledem k této formé& zni 3x; + b . x3; = 0 a neprochdzi
tedy bodem O;. Volme ji tak, aby protinala rovinu w, v ose 0,3. Pak je pfedevSim
b = 0 a formu A(x,, X;) tim upravime na tvar

) Alxp,x3)=x3 +c.x;.x3+d.x3.

Poznamenejme si je§t€ upevnéni osy o,;. Sjednocenim s volbou 1 vidime, Ze jsou
jiZ upevnény 0sy 045, 0,3, €ili

Volba 2. 0,,, 0,3.
Predpoklddejme ddle, Ze plati:

Pi"edpoklad 1. Existuje plocha V, na niz les{ aspori 64 pFimek.

Protoze cilem této kapitoly je vyhledat plochu V s maximdlnim poétem pfimek,
umoziiuje ndm pfedpoklad 1 vyloucit z naSich Gvah plochy s mensim podtem pfimek
nez 64, (na n& bychom se eventudln& soustfedili teprve v pfipadé, kdyby se pfedpo-
klad ukdzal byt nesprdvnym).

Podle pomocné véty 1.6 lze z Q4(X) vytknout ¢ nejmén& v mocning &tvrté. Z toho
je ziejmé, Ze kdyby pro obecné body X ; (j = 1, 2, 3, 4) viech &tyf piimek p; roviny w,
bylo Q4(X) % 0, mohlo by kaZdou z téchto pfimek p; protnout maximdlng tfindct
pfimek g ¢ w,. Na plose V by v tom ptipad& (spolu s pfimkami pj) leZelo nejvyse
56 ptimek.

V pfedpokladu 1 pfedpokldddame existenci plochy V' s minimédlnim poétem 64 pfi-
mek. Chceme-li ji dosdhnout, musi tedy byt pfedevsim Q,;(X ;) = 0 pro obecny bod X ;
nejméné jedné z pfimek p;.

Necht tento pfipad nastane prdv€ pro pfimku o,,. Obecny bod X této pfimky md
soufadnice X = (0,1, x,0). Z pozndmky za lemmatem 1.6 plyne, Ze md-li byt
Q3(X) = 0, musi byt (kromé jiného) také R;(Z) = 0, kde v najem piipadéje Z = 0,.

Ze zépisu (2) snadno vypotitime

A(0)) =1, 440, =0,
takZe v lemmatu 1.6 jest
Ry(0,)=3.g33,V(0)=18.¢=0
a forma (2) nabyvé tvaru
A(xy, x3) = x3 +d.x3,
‘ kde d + 0, nebot jinak by tfi pfimky roviny w, splynuly. Z4dn4 z téchto ptimek tedy
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neprochazi bodem O, a jednou z nich je 0,,. Volme daldi za 0,J,,, takZe plati
A(J,5) = 0, &lid = —1 a rovnici plochy (1) tim uvedeme na tvar

(3) VE xO.M(xO,xl,xZ,X3)+x?.X3_xt=0.

Neopomeiime je$té poznamenat upevnéni pfimky O,J ;. Sjednocenim s volbou 2
tak dostdvdme:

Volba 3. 0,,, 0,3, 0,J 3.

Z vysledku (3) je okamZit& patrno, Ze &tyfi navzdjem rizné pfimky roviny w,
tvofi ekvianharmonickou &tvefinu. Oznacime-li p jednu z téchto pfimek s obecnym
bodem X, pak X = (0,1, x, at), kde a je kofenem rovnice z* — z = 0 a rovnici
plochy (3) miZeme také psét
(4) V= x. M(xq, Xy, X2, X3) + (x5 — a.x,). A(xy, x3) =0,
kde

Alxy, x3)=x3. (1 —a®)—a?.x} . x3—a.x; . x5 —x3.
Pro obecny bod X = (0, t, x, at) pfimky p tedy plati
AX)=(1 - 42%). P, Ay(X)= —6.a*. 1, g0 V(X) = —24.a.t,

kde — jak zndmo — a je kofenem rovnice z* — z = 0, &ili ze vzorce (15) minulé
kapitoly dostaneme po krat$i ndmaze

(5) 0i(X)=—35.-M3,.(4.a*>.Dy3+4.a.Dy3 + Dyy). 1. XM +
+ 1. 03(X),

kde D;; jsou dvoufadové dopliiky determinantu
(6) D = | Mji3, M3z, My33

Viimnéme si, jaky disledek to md pro vypodet plochy s maximdlnim poétem
pfimek.

Kdyby pro obecny bod X aspoit dvou pfimek p = w, bylo Q;(X) % 0, pak by dle
lemmatu 1.6 kaZdou tuto pfimku protinalo maximdIn& 11 pfimek q ¢ w, (nebot
v lemmatu 1.6 by bylo r = 3, n = 4, m = 6, z &ehoZ s = 11) a kaZdou ze zbyvaji-
cich dvou pfimek roviny w, by mohlo protnout nejvyse 18 pfimek q. Pro obecné body
obou téchto pfimek by totiZ v optimdlnim pfipadé bylo jiz Q, = 0, Cili @, £ 0
azrelacir =n =4, m = 6 by bylos < 18.

Z toho je patrno, Ze na plose V by leZelo maximdlné 48 pfimek g ¢ w, a spolu
se ¢tyfmi pfimkami p < w, by tato plocha obsahovala maximdlné 52 pfimek.-
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Chceme-li dosdhnout plochy V, na niz dle pfedpokladu 1 leZi aspoii 64 pfimek,
mitZe byt (zatim) Q4(X) % 0 pro obecny bod X nejvyse jen jedné z pfimek p = w,
¢ili plati: -

Lemma 2.1. Aby na ploSe V leZelo aspori 64 pFimek, musi byt Q3(X) =0 pro
obecné body X nejméné tFi pfimek p < w,.

Je zfejm& lhostejno, které ze tfi pfimek p = w, volime. Nechft tedy Zddnd z téchto
pfimek neni o,,, &ili za obecné body X; (kde i = 1, 2, 3), pro n&Z plati Q4(X;) =0
volme

@) X;=(0,t,x,a;.1), kde a,; jsou kofeny rovnice > =1.
Vratme se jest& k vysledku (5).
M4-li byt Q5(X;) = 0 pro viechny tfi citované body X, musi pfedeviim platit:

4.a2.D,3;+4.a;.D;3 + D;; =0, nebof je ztejm& M,,, + 0,

aby bod 0, nebyl singuldrni. Z té€chto tfi rovnic okamzité plyne D,y = D,; = D3; =
= 0 a snadno se pfesvéd¢ime, Ze v takovém pfipadé€ jsou rovny nule vechny dvoufa-
dové dopliiky D;; determinantu D ze zdpisu (6). Vzhledem k M,;, + 0 md tedy
determinant D hodnost prdvé jedna.

Sledujme geometricky vyznam tohoto vysledku: Z pomocné véty 1.3 je patrno, Ze

parabolické body, rizné od 0,, plochy Vv roviné w, jsou pruseciky pfimek této ro-
viny s kuZeloseCkou

K= [Xo =0, Mz(xo’ X15 X2, x3) = 0] ’

Diskriminant této kuZeloselky je pravé determinant D, o némZ jsme dokdzali, Ze
md hodnost jedna. Sklddd se kuZeloseCka K tedy z dvojndsob pocitané pfimky, ne-
prochdzejici bodem O, (nebof M,,, + 0) a miZeme ji ziejm& volit za osu o, ;.
V tomto pfipad¥ lze formu M(x,, X;, X2, X3) ze zdpisu (3) upravit na tvar

(8)  M(xq, x4, X3, X3) = Xo . P(Xo, X15 X2, X3) + x3.f+ S(xy,x3); f*0.
Poznamenejme je§t& upevni osy 0,3. Sjednocenim s volbou 3 dostdvdme:

Volba 4- 01, 02, 03’ J13‘

Hledejme déle koeficient pfi x'°.t” v rozvoji Q;.(X;) pro obecné body X; ze
zdpisu (7). Podle (4) vidime, Ze pro tyto body plati

(9) A(Xi)= —3t3, A3(Xi)= _6-a?.t2, di330 V(Xl) = _24.ai.t
a vyuZijeme-li vysledku (8), je také M(X;) = 3.f. x2. Snadno jiz dostaneme
Q3(Xi) = 27 .f4 . xlo . t7 . [3 . S133 d a,-(4 . Sill + S333)] + ts . Q3(X‘) .
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Mi-li tedy byt Q5(X;) = 0 pro viechny tfi obecné body X, ze zdpisu (7), musf zfej-
mé platit

Si33=4.8111+ S333=0,
&ili formu (8) maZeme upravit
(10)  M(xq, Xy, X2, X3) = Xo . P(xq, X1, X3, X3) + X3 + 5,%7 + 35,%7%3 — 4s,%3 +

Sledujme opét geometricky vyznam tohoto vysledku:

Vime jiZ, Ze osa 0,3 protne plochu (3) ve &tyfech parabolickych bodech. Ozna&ime-li
jeZ;(j=1,23,4), pak Z; = (0, 1, 0, a;), kde a; jsou kofeny rovnice z* — z = 0.
Te&né roviny 7; bodli Z; vzhledem k plose (3) maji rovnice

T, =%x0.-M(Z)+3.a;.x;, + (1 —4a}).x;=0,
¢ili dle zdpisu (10) lze tyto rovnice upravit na tvar
1, =(5, —a;.8,).Xg—a;.x; +x3=0.
Z toho okamzité vidime, Ze Ctyffadovd matice
sy = a;. 55, —a; 1]

ma4 hodnost pravé dvé, takZe vSechny &tyfi te€né roviny 7; se protinaji v jedné pfimce,
kterd prochdzi bodem 0,, ale neleZi v roviné w,. Volme ji za osu 0g,.
Z podminek 7,(0,) = 0 plyne s, = s, = 0 a ze zdpisu (10) vidime, Ze je tedy

M(xg, Xy X35 X3) = Xo . P(Xg, X1, X3, X3) + f. X3 .

Dfive neZ si poznamendme upevnéni osy oo, uvaZzme jesté, Ze te€nd rovina bodu
(0,1, x,0) ptimky o,, vzhledem k plose (3) md rovnici X,.f.x> + x;.2> = 0.
Existuje tedy na pfimce o0,, bod B(O, £ B £ 0,) takovy, Ze jeho tend rovina
vzhledem k plose (3) je xo — x3 = 0. PoloZzme B = Jy,, pak f = —1 a formu
M(xo, X1, X5, X3) miZeme psdt

M(xo, X1, X3, X3) = Xo . P(Xo, Xy, X3, X3) — X3 .

Linedrni poldra bodu O, vzhledem k M(xo, X, X3, X3) md tedy rovnici X, .
. P(0,) — 3.x, = 0 a miZeme ji ziejm& volit za rovinu w,. Pak P(0,) = 0, &ili

(11) M(xo, X1, X3, X3) = Xg - P — X3 + Xg . E(xy, X3, x3) +
+ Xo - X3 - F(xy, X3) + Xo . G(x1, x3) .

Poznamenejme je$t& upevnéni osy 0oz, bodu Jy, a roviny w,. Sjednocenim s vol-
bou 4 snadno dostaneme:
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Volba 5. 0,, 0,, 0, 03, J13, J13.
Vzhledem k vysledkim (9) a (11) plati tedy pro tti body X; ze zdpisu (7)

0y(x)=2.3%.x.° [x®.q,(X) + 3. . q(X))],
kde
‘ qg,=G3—2.a?.G, +x.Fy;—2.a} .x.F,,
g, =x.F.G+G* -3 E.x*.

Z podminky Q3(X;) = 0 pro viechny tfi body X; plyne okamiit& q,(X;) = 0,
q.(X;)) = 0.

Zkoumejme nejprve podminku g,(X;) = 0. Z té dostdvdme F, = F; = G, =
= Gy3 = G3; = 0, takZe v zdpise (11) je F(x,, x3) =0, G(x,, x3) = 0. Z tohoto
vysledku pak druhd podminka q,(X;) = 0 ddvd E(x,, X, x3) = 0.

Vzhledem k zdpisu (11) miiZeme tedy rovnici plochy (3) psét ve tvaru:
V=x4.p— xox3 + xix3 — x3 =0, kde p + 0, aby bod O, nebyl singuldrni.

Z toho je patrno, Ze osa 0y, protne tuto plochu ve &tyfech navzdjem riznych
bodech, z nichz jeden je O,. Volme dal§i ze zbyvajicich bodi za J,,. Pak je p = 1
a plocha V nebyvd kone&ného tvaru

(12) V=x5— xox3 + x3x; —x5=0.

UvaZme jest& také, Ze touto posledni volbou bodu J,, jsou (vzhledem k v&t& 5)
vSechny elementy soufadnicového systému upevnény.

TéméF na prvni pohled je patrno, Ze vechny &tyfi parabolické body, v nichZ plochu
(12) protne pfimka 0,5 jsou plandrni a to fddu druhého. Kromé& toho pfimky plochy
jimi prochdzejici tvofi vZdy ekvianharmonickou &tvefinu.

Tim se v8ak budeme jesté podrobnéji zabyvat v kapitole ndsledujici. Zatim ukaZme,
Ze plocha (12) vyhovuje zdkladnimu pfedpokladu a Ze na ni skutetn& neleZi Zddny
singuldrni bod.

Snadno se totiZ pfesvédélme Ze jest
Vo=4xd—x3, Vi=3.xix5, Vo= =3.x0x3, Va=x}—-4.x3,

Z podminek V; = 0 (pro viechna i = 0, 1, 2, 3) okamZit& plyne x; = 0 (pro viechna
i =0,1,2, 3), coZ je oviem nepfipustné.

Na plose tedy skuteén& singuldrni body nejsou.

Zbyvd oviem jedté dokdzat, Ze na ploSe (12) leZi nejméné 64 piimek. Dikaz toho
provedu v ndsledujici kapitole. Potom bude oprdvnén i pfedpoklad 1 ze zaddtku této
kapitoly a plocha (12) bude zdroveii hledanou plochou &tvrtého stupng, bez singu-

ldrnich bodd, majici aspoti jeden plandrni bod ¥ddu druhého a obsahujici nejvétsi
moZny pocet pfimek.
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KAPITOLA 3

V této kapitole dokdZeme, Ze na plose
(1) V=x§— XoX3 + X3x3 — x5 =0

leZi prdvé 64 pfimek a ddle zjistime zajimavé vztahy mezi témito pfimkami a planar-
nimi body plochy a kone¢né uréime pocet automorfnich kolineaci.
Piedevsim plati:

Lemma 3.1. Osm bodii, v nichZ plochu (1) protnou o0sy 04, 0y, tVOFi se Sestndcti
pfimkami této plochy prostorovou konfiguraci (8,, 16,).

Dikaz. Osa 0,3 protne plochu ve Ctyfech bodech M = o, 1,0, m) a osa 0y,
protne tuto plochu ve Etyfech bodech N = (n, 0,1, 0), kde m, n jsou kofeny rovnice
x*—x=0.

Thned vidime, Ze kazdd p¥imka, prochdzejici body M, N leZi na ploSe. Prochdzeji
tedy kazdym z bodli M, N &tyfi pfimky plochy a na kazdé z téchto Sestndcti pfimek
leZi prdaveé jeden bod M a jeden bod N. To jsme méli dokdzat.

Zkoumejme nyni kolik pfimek plochy protne pfimku o,, v neparabolickych
bodech.

Je-li A neparabolicky bod pfimy o, ,, pak pfedeviim O,.% 4 % 0, (Body O, 0,
jsou totiz dokonce plandrni fddu druhého, nebot kazd ym z nich prochdzeji Styfi
pfimky plochy. Viz v&tu 0.3). Soufadnice bodu 4 tedy miZeme psit A = (0, 1, ¢, 0),
kdet & 0.

Ma4-li naopak bod A tyto soufadnice, pak je neparabolickym bodem pfimky o,,,
nebot v rovin€ w, jsou jedinymi parabolickymi body priseiky plochy s osou 0,5
a bod 0,.

Oznaéme g piimku plochy, protinajici o,, v bod¢é 4. Pfimka g neleZi v roviné€ w,,
nebot te¢nd rovina bodu A je dle lemmatu 1.2 rtiznd od této roviny. Protne tedy
pfimka g rovinu w, v bod€ B, jehoZ soufadnice jsou

B=(1,0,f,e).
Pro obecny bod X pfimky g = AB pak plati
» X = (b, a, bf + at, be)
a mé-li pfimka g leZet na ploSe (1) musi byt
V(X)=a’b.(e—}) —3.a°p*.ft* —3.ab> . tf> + b* . (1 — f> - ¢*) =0,
(identicky vzhledem k parametrim a, b), &ili
e=t,f=0¢e*"=1.

Plati tedy:
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Lemma 3.2. Pfimku 04, protne prdvé dvandct pfimek v neparabolickych bodech.
Oznacime-li X; obecny bod jedné z téchto dvandcti pfimek q;, pak pro jeho sou-
Fadnice plati

2 X; = (b, a, at;, bt}), kdet; je kofenem rovnice 1'* =1.
Zkoumejme, které z bodlit X; pfimky q; jsou parabolické. Pied chvili jsme ukdzali,
%e priseik pfimky g; s osou oy, je neparabolicky bod. Ze zdpisu (2) vidime, Ze tedy

pro parabolické body T; ptimky g; je b + 0 a miZeme psit T; = (1, a, at,, t}),
kde opét 1, je kotenem rovnice ¢'?> = 1. Oznatije-li H hessidn plochy (1), pak

12, 0, —3a%%, 0
H(T)=| 0, 6ar}, O, 30> |=3*.a®. 18 + a’}). (8.1 + a*),
—3a%t?, 0, —6at;, 0

0, 3a2, 0, —12¢¢

&li vzhledem k 112 = 1 dostdvdme H(T;) = [9.a.¢7*.(8.1] + a*)]* az podminky
H(T;) = Oplynea . (8.t + a*)= 0. Soufadnice parabohckych bodt pfimky q; tedy
jsou

(3) T, =(1, =2y, —2y;t,, 1}), kde y; jsou kofeny rovnice y.(y> — t]) =0a t,

je kofenem rovnice t'% = 1.
DokdZeme nyni pomocnou vétu:

Lemma 3.3. Na kaZdé z dvandcti pfimek q, (i = 1,2, . ., 12), protinajicich osu 04,

v neparabolickych bodech leZi ¢tyFi plandrni body radu proniho a kaZdym z nich
prochdzeji tFi pfimky plochy.

Dikaz. Parabolické body T;; pfimky g; rozd€lme do dvou skupin. Do prvni necht
ndlezi bod T = (1,0,0, ) a do druhé body Ty = (1, —2y;, =20t t3), kde y,
jsou koteny rovnice y* — t; = 0.

Snadno se pfesvéd¢ime, Ze ke kazdému kofenu y, existuje kolineace

* * %* 8
Xo= Xo— X3, X3 =—yt.(x]+2.x31}),
X, = —ypti- (2. x5 + x3), = —x¥t! + x3%,

kterd md tyto vlastnosti:

1. ptimka g; s obecnym bodem (b, a, at;, bt}) je samodruznd,

2. je automorfni vzhledem k ploge (1),

3. pfevddi bod Ty na bod T}*.

Je-li tedy bod T;* plandrnim bodem ¥ddu prvniho, kterym prochdzeji tfi primky
plochy, bude mit takové vlastnosti i kazdy z bodti T;,. Staci zfejmé& dokdzat, Ze bo-
dem T} prochdzeji prdvé tfi pfimky plochy, pak jiz (dle definice z tivodni kapitoly)
bude také bod T;* plandrnim bodem fddu prévé& prvniho.

Spojme bod T;* s bodem Z; = (0, 1, zj, 0). Pfimka T;"Z; leZi na plose (1) zfejmg
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pravé tehdy, je-li z; kofenem rovnice z® = t}. Z toho je patrno, Ze bodem T;* pro-
takZe v rovin& uréené ptimkou o, , a bodem T;* leZi &tyfi p¥imky, z nichZ t¥i prochdzeji
bodem T;* a &tvrtd (osa o,,), jiZ bodem T;* neprochdzi.

Tim je dikaz véty proveden.

DokaZme jesté posledni pomocnou vétu této kapitoly:

Lemma 3.4. Na plose (1) lei maximdlné 72 plandrnich bodi, z nich? aspoii osm
je radu druhého.

Hledejme nejprve plandrni body, které nelezi v zddné ze soufadnicovych rovin
g, 5. Soutfadnice takovych bodl jsou P = (1, —2tx, —2y,t), kde t + 0 a md-li
byt bod P plandrnim aspoii fddu prvniho, pak jeho kvadratickd poldra W, vzhledem
k plose (1) musi (dle v&ty 0.1) obsahovat te¢nou rovinu W, &ili diskriminant kvadra-
tické poldry (tj. hessidn H plochy) md pfedeviim hodnost 3. OkamZit& vidime, Ze

12, 0, —12y%, 0 1, 0, 0, 0
H(P) = {0, —12¢2x, O, 12¢2x% | = 12* . t*]0, x — x*, 0, 0
122, 0, 12y, 0 0, 0, y—y4 0
0, 12¢2x2, 0, —12¢2 0, 0, 0, 1

Mé-li tedy mit H(P) hodnost menii neZ tfi, musi byt soufasn& x — x* = 0,
y — y* = 0 a pro bod P kromé toho plati V(P) =1+ 8.y> — t*.(1 + 8x*) =0,
z ¢ehoZ je ihned patrno, Ze takovych bodi P miiZze byt maximdlng 64.

UkdZeme-li, Ze v rovindch w,, w; leZi je§té osm plandrnich bodt druhého fddu
(citovanych v lemmatu 3.1), bude tim lemma 3.4 celd dokdzdno.

Automorfni kolieace

’ 1 ’
4) Xo = X3, X;=X5, X,=X1, X3=Xp

ma tyto vlastnosti: pfevadi rovinu w, na w;, osu 0,3 na osu 0y, bod 0, na C,
a naopak.

Pro parabolické body T % O, roviny w, plati dle lemmatu 1.4 podminka V;,(T) =
=0, dili x, = 0, takZe tyto body leZi na ose 0,5. Jsou tedy skute¢né jedinymi para-
bolickymi body roviny w, priiseéiky plochy s pfimkou 0,3 a bod O,.

Vzhledem k vlastnostem automorfni kolineace (4) jsou prdvé tak jedinymi para-
bolickymi body roviny w, prise€iky plochy s osou o4, a bod O0,. Vidime tedy, Ze na
prusecicich os 0,3 a 04, s plochou (1) leZi osm parabolickych bodi, které vzhledem
k pomocné vété 3.1 jsou dokonce plandrnimi body fddu druhého, nebof kaZzdym
z nich prochdzeji étyfi pfimky plochy.

Tim je také lemma 3.4 dokdzdno.

DokaZme nyni, Ze na plofe (1) skutedng& lezi 64 ptimek. V rovin& w, lezi &tyfi
pfimky p. Jednou z nich je osa 0y, (pro niZ jsme dokazovali pomocné véty 3.2 a 3.3)
a zbyvajici tfi pfimky spojuji bod O, s body Y; = (0, 1, 0, y;), kde y; jsou kofeny
rovnice y* = 1.
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Ke kazdému kofenu y; existuje automorfni kolieace:
- - - 2 - - -
xo=x0\/3, x1=x1+2-x3-)’ip x2=x2\/3, X3 = X1.); — X3,

kterd pfevddi pfimkou O,Y; na o,, a naopak.

Lemmata 3.2 a 3.3 plati tedy také pro kazdou z ptimek O,Y;. Z lemmatu 3.2 pie-
dev§im vidime, Ze kaZdou z pfimek p « w, protind dvandct pfimek q ¢ w, v ne-
parabolickych bodech. Kromé toho kazdou z pfimek p protnou jeste tii dalsi pfimky
roviny o, prochdzejici plandrnim bodem druhého Fddu (prisetikem pfimky p
$ 0SOU 043).

Lezi tudiZ na plose celkem 64 pfimek a z vysledkli pfedchozi kapitoly mizZeme
vyslovit vétu:

Véta 1. Bud V plocha étortého stupné bez singuldrnich bodii, na niZ existuje aspoii
Jjeden plandrni bod druhého Fddu. Pak

1. na ploSe V nemuZe leZet vice neZ 64 primek a
2. existuje prdvé jedna plocha s 64 pFimkami, jeji¥ rovnici miZeme upravit
na tvar

1) V=x5— XoX3 + x3x3 — x3=0.

Z 64 ptimek plochy (1) prochdzi 16 plandrnimi body fddu druhého a tvofi s nimi
prostorovou konfiguraci (8,, 16,).

Na kazdé ze zbyvajicich 48 pfimek plochy leZi ¢tyfi plandrni body prvniho fddu
a kazdym z t&chto bodii prochdzeji tfi tyto pfimky. Tvofi tudiZ 64 plandrnich bodi
fddu prvniho s 48 ptimkami plochy prostorovou konfiguraci (645, 48,).

Vzhledem k pomocné vété 3.4 tedy plati:

Véta 2. Na plose (1) lezi pravé 72 plandrnich bodil, z nichZ 64 je Fddu proniho a osm
Fddu druhého. Plandrni body proniho Fddu tvofi s 48 pfimkami plochy prostorovou
konfiguraci (645, 48,) a plandrni body Fddu druhého tvofi se zbyvyjicimi Sestndcti
pFimkami prostorovou konfiguraci (8, 16,).

Pfi hleddni automorfnich kolineaci plochy (1) vychdzejme z poznatku, Ze Gtyfi
plandrni body druhého fddu leZi na ose 0o, a zbyvajici Ctyfi na ose 0,3;. Mohou tudiz
existovat dvé€ skupiny automorfnich kolineaci, z nichZ pfi prvni zstdvaji osy 0q, 2 0,3
samodruzné, kdeZto pfi druhé se navzdjem vyméiiuji. Kolineace obou téchto skupin
muzZeme tedy psdt ve tvaru ‘

I. xo = AoXo + BoX,, x; = AyX; + BX;,
Xy = AyXo + ByX;, x3 = A3X; + B3X;,
II. xo = aoXy + boX3, x; =a,;X, + b,%X,,
X, = ayX; + byX3, X3 = asX, + b3X,.
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Rovnici plochy (1) upravme jeSté na rozdil dvou ¢lenti:
%) V=M-—-N=0, kde M =x§ — xox3, N=x3%— x,x}.

Soustfedime se nyni na kolineace skupiny I. Tyto kolineace zachovdvaji kazdy ze
&lend M, N rovnice (5) jako celek. Hledejme tedy nejprve automorfni kolineace

(6) Xo = AoXp + BoX,, x; = A%y + ByX,,

které zachovdvaji jako celek &len M.

ProtoZe na ose 0y, lezi ¢tyfi plandrni body druhého fadu o soufadnicich (t, 0,1, 0),
kde t je kofenem rovnice z* — z = 0, musi n&ktery z téchto bodi pti aplikaci auto-
morfni kolineace (6) pfejit na bod 0,, &ili musi byt B, = B,t. Z toho okamZit& plyne
B, # 0, nebot jinak by kolineace (6) byla singuldrni. Vzhledem k podmince t* — t =
= 0, mizZeme tedy poloZit B, = 2t> — 1; takZe je B, = t a kolineace (6) nabyvd
tvaru

(6" Xo = AoXo + 1.%5, Xy =A%, + (2 —1).%,.

Dosadme tyto vysledky za x,, x, do vyrazu M ze zdpisu (5) a oznaime k; koeficient
pfi mocning X} . x5 °

Vypoditejme nejprve k,. Snadno zjistime, Ze
ky =3.[2. A% — A2t. (265 — 1) — Apd, . (2% — 1)],
¢ili vzhledem k t* — t = 0 jest:
ky=3.[2.A43 —t. 45 — AgA,] =3.[4,.(28* = 1) = t.AVZ].[A2 + 2401%] .

Aby kolineace (6') nebyla singuldrni, musi byt 4,.(2t> — 1) — t. 4, + 0. M&-li
tedy byt (6) automorfni kolineaci vzhledem k &lenu M ze zdpisu (5), musi byt (krom&
jiného) k, = 0, &ili 4, = —24, . t* a zdpis (6') pfechdzi na tvar

(7 Xo=a.%+1.%, x;=2at. %+ (2 -1).%,, t*—1=0.

Dosadime-li tyto vysledky za x,, x, do &lenu M ze zdpisu (5) a pouZijeme-li op&t
oznaceni k; v témz smyslu, jako pfed chvili, pak vidime okamZit&, Ze jest

k0=k2=k3=0, k1=a4.(8t3+1), k4=a.(8t3+1).

Z posledni podminky pro automorfni kolineaci, tj. k; = —k, + 0 plyne okamZité
a*—1=0.

Z toho je patrno, Ze existuje pravé dvandct automorfnich kolineaci (7), které zacho-
vavaji ¢len M v rovnici plochy V= M — N = 0 ze zdpisu (5)

Tyto automorfni kolineace jsou jiZ dostateén€ zndmé a tvofi tetraedrickou grupu
G,, (viz napf. [5] str. 152).

337



Prdvé tak tvofi tetraedrickou grupu G, kolineace zachovdvajici élen N v rovnici
plochy V ze zépisu (5).

Kolineace tvofici grupu G,, a G}, miZeme spolu libovolng kombinovat, ¢imZ
dostdvdme 144 kombinaci. Oznalime-li T; kolineace grupy G,, a obdobné T koli-
neace grupy Gi,, lze symbolicky t&hto 144 kolineaci zapsat ve tvaru T;.[z. T J’},
kdei.j=1,2,...,12 a z je dosud nezndmy Ciselny faktor.

Aplikujeme-li libovolnou z téchto kolineaci na na$i plochu V, nezméni T; jeji
prvni &len (M), kdeito z . T} zpisobi ndsobeni druhého &lenu (N) faktorem z*. Je
tedy tfeba, aby bylo z* = 1. Tim dostdvame 576 kolineaci skupiny I.

Maji-li se €leny M, N pfi aplikaci kolineaci skupiny 1. navzdjem vymeénit, dostdva-
me dalgich 576 prvki. Tim je dokdzdna véta:

Véta 3. Plocha (1) se reprodukuje 1152 automorfnimi kolineacemi, z nich¥ pro
polovinu jsou osy 0y,, 013 samodruZné a pro druhou polovinu se navzdjem vymériuji.
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Zusamenfassung

UBER GEWISSE ALGEBRAISCHE FLACHEN MIT DER MAXIMALER
ANZAHL DER GERADEN UND MIT PLANARPUNKTEN
HOCHSTEN GRADES

VAcLAV METELKA, Liberec

Das Arbeitsziel besteht in der Untersuchung der Beziehungen zwischen den Planar-
punkten und der maximaler Anzahl der Geraden auf Flichen wenigstens vierter
Ordnung, ohne Singunlarpunkte. In der Einleitung ist das Grad des Planarpunktes
definiert und ein Satz (unter welchen notwendigen und hinreichenden Bedingungen
ein Regularpunkt einer Fliche ein Planarpunkt des bestimmten Grades ist) bewiesen.
Nach dem gemeingiiltigen Teil, dem das erste Kapitel gewidmet ist, stellt sich der
Verfasser auf die Flache der vierten Ordnung ein und beweist, dass unter der Vor-
zussetzeng der Existenz mindenstens eines Planarpunktes zweiten Grades genau
eine bestimmte Fliche mit der Maximalanzahl (64) der Geraden existiert. Diese Fliche
reproduziert sich mit 1152 Kollineationen und enthilt 72 Planarpunkte, aus denen
64 ersten und 8 zweiten Grades sind. Planarpunkte des ersten Grades bilden mit 48
Geraden dieser Fliche die Raumkonfiguration (64, 48,) und analogisch die Planar-
punkte zweiten Grades mit den iibrigen Geraden die Raumkonfiguration (8,, 16,).

339



		webmaster@dml.cz
	2012-05-12T01:30:27+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




