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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 110 (1985), Praha 

POZNÁMKA K SYMETRICKEJ KONEXIÍ NA DOTYKOVOM 
A KODOTYKOVOM BANDLI 

FRANTIŠEK HUSÁRIK, Zvolen 

(Došlo dňa 6. januára 1984) 

Keď M je diferencovatelná varieta, potom TM je dotykový a T*M je kodotykový 
bandl. Nech S£\ TM -> T*M je lineárny morfizmus nad idM. Potom predpisom 

a>?(X, Y) = [J?(xy] (Y) 

je na M určená bilineárna forma. Obrátene, ak co je bilineárna forma na M, tak 
predpisom 

I H Í A W , kde ixco(Y) = co(X, Y) 

je určený lineárny morfizmus <£\\ TM -> T*M nad idM. 

Keď (x\ yJ) a (x\ Zj) sú lokálně súradnicové mapy na TM a T*M, potom v sú-
radniciach je morfizmus 5£ daný predpisom 

z i = Aij(x) yJ a co^ = A^x) dxl ® dxJ . 

Dotykové zobrazenie TS£\ TTM -> TT*M je určené rovnicami 

(1) T<£\ x} = xx 

zi = AiAx) yJ 

dxl = dxl 

dz f = ^y}ăxk + Audyj 

Nech T*X je pole na T*M, ktoré vzniklo predížením póla X na M použitím pro-
longačného funktora T* z kategorie vzájomne difeomorfných variet do kategorie 
vektorových fibrovaných priestorov. Je známe pozři [2], že konštrukciou polí T*X 
je každým h e T*M určené zobrazenie cph\ (JíTM)ph -> ThT*M. Ak F je zovšeobec-
nená konexiana TM, t.j. F: TM -> JXTM, potom (pA o F: TphM -+ ThT*M. V [2] sa 
dokazuje, že zobrazeniami cpho T je určená na T*M konexia právě vtedy, keď ko-
nexia F je lineárna. Konexia na T*M generovaná zobrazeniami cpho T je v [2] ozna­
čovaná T*T. 
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V súradniciach, ak áyk = rk
tjy

J áx1 sú rovnice konexie F, tak áz{ = — rk
ijzkáxJ 

sú rovnice konexie T*F. 
Připomeňme, že keď X je vektorové pole na M, potom absolutna derivácia póla X 

vzhladom na konexiu F je zobrazenie VrX: TM -> VTM. Označíme I(VrK(Y)) = 
= VyK, kde I znamená kanonickú identifikační I: VhTuhM == TuhM9 kde u: TM -* M. 
Potom 

v^a/cV = -rkjdjdxk 

Absolutna derivácia formy co# vzhladom na konexiu F je forma určená predpisom 
(pozři [1]) 

(V*a>*) (7, Z) = K(co(Y, Z)) - co(V*Y, Z) - co(Y, WXZ) . 

Z toho vyplývá, že forma co^ je invariantná vzhladom na paralelný přenos určený 
konexiou F, t.j. Vco^ = 0 právě vtedy keď K(co(Y, Z)) = co(VxY9 Z) + co(Y, WXZ). 
Keď zvolíme X = djdxk

9 Y = djdx\ Z — djdxJ dostaneme súradnicový tvar nutnej 
a postačujúcej podmienky preto, aby Vco#> = 0. Táto je 

dA-
(2) ~~k~ ~ ~ASjiki — AisTkj . 

Hovoříme, že zobrazenie Jěf je symetrické ak forma c%> je symetrická. 
V případe, že zobrazenie 5£ je regulárně a symetrické, struktura (M, co<?) je kvázi-

Riemannova. Potom existuje právě jedna symetrická lineárna konexia, tzv. kvázi-
Riemannova konexia na M tak, že platí rovnica (2). 

V případe, keď zobrazenie 3? je regulárně, konexiou F na TM je učená konexia 
J*?(F) na T*M. Z rovnic (l) vyplývajú rovnice konexie <&(T), tieto sú: 

(3) ázt = ( ^ A»z, + .4yrL>4"z.) dx* 

kde Aus je matica inverzná k matici Aus. 

Keď porovnáme rovnice konexie T*F s (3) dostaneme nutnú a postačujúcu sú-
radnicovú podmienku pre to, aby £?(T) = T*F. Táto je 

( - ^ A* + A.J-LA-) zs = - n z s , t. j. 

dA-
(4) "I~T = ~~~Asjrik — Aisrkj. 

Veta 1. Nech T je lineárna symetrická konexia na TM. Nech S£ je regulárně 
zobrazenie. Potom T*F = &(T) Prdue vředy, kedVco# — 0. 

D o k a ž : Plynie z porovnania vzťahov (2) a (4). 
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Dósledok 1. Nech š£ je symetrický izomorfizmus. Potom jedinou symetrickou 
lineárnou konexiou na TM takou, že T*T = ^(F) je kvázi-Riemannova konexia 
struktury (M, co^). 

Nech F je zovšeobecnená konexia na T*M daná rovnicou 

dZi = au(x, z) dxl. 

Konexiou F je určený rozklad T*M = VT*M + HrT*M a tým aj kanonické pro-
jekcie vr: TT*M -> VT*M, hr: TT*M -» HrT*M. Nech a je forma fc-tého stupňa 
na T*M. Hovoříme, že a je F-vertikálna (resp. F-horizontálna), ak pre každú fc-ticu 
vektorov Xu...,Xke ThT*M platí 

a(hrXl9...9hrXk) = 0 

resp. 
a(v rX l 5 ..., vrXk) = 0 . 

Označme hra, resp. vra formy definované predpisom 

hroi(Xl9...9Xk) = OL(hrXl9.,.,hrXk) 

vr(x(Xl9 ...9Xk) = <x(vrXl9 ...9vrXk) 

Forma hra je F-horizontálna, forma vra je F-vertikálna. 
Nech X = zt dx1 je kanonická Liouvillova forma na T*M. Potom dA = dzx t\dxx. 

Položme T r = hr dX. Forma Tr sa bude volať torziou konexie F na T*M. 
V súradniciach, nech X = a1 d\dxl + At d\dzi9 Y = bl d\dxl + Bt d\dzi. Potom 

hrX = a1 d\dxl + atJa
J d\dzi9 hrY = bl d\dxl + a^ti d\dz{ a rr(X9 Y) = a^b1 -

- QijVa1 = (aXj - OJÍ) ajb\ t. j . 

Tr = —aijdx* ® dxs . 

Hovoříme, že konexia F je bez torzie (alebo, že je symetrická) ak Tr = 0. Konexia F 
je symetrická právě vtedy, keď a{j = aj{. 

Hovoříme, že konexia V na T*M je transponovaná ku konexii F, ak pre lubo-
volné vektory X, Ye TT*M platí 

dX(hrX9 hnY) = 0 . 

V súradniciach, nech Fř je daná rovnicou dz ř = Atj(x9 z) dxJ. Nech hrX = a1 d\dxl + 
+ aua

J d\dzi9 hnY = b{ d\dxl + A{jb
j d\dzt. Potom dX(hrX9 hnY) = a^b* -

— Aijb-ia1 = (Au — aji) albj. Z toho plynie, že konexia Fř je transponovaná ku ko­
nexii F právě vtedy, keď Atj = ajt. 

Z vyššie uvedeného okamžité vyplývá 

Veta 2. Konexia F na T*M je symetrická právě vtedy9 kedT = Fř. 
Keď y je lineárna forma na M, potom absolutna derivácia lineárnej formy y podlá 

konexie F je zobrazenie Vry: TM -> VT*M dané predpisom 
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Vry(X) = Vry = vrTy(X). 

Použitím kanonickej identifikácie Wy{m)T*M = T*M máme 

IVry: 7M-> T*M. 

V súradniciach, ak forma y je daná rovnicami 

y: xl = xl 

Zi = yt(x) 

potom IVry je dané rovnicami 

lVry: xl = xl 

^-(ђ-a^^ = yд)yJ 

Zobrazenie IVry je lineárny morfizmus TM -> T*M a bilineárnu formu na M 
určenu morfizmom IVry budeme označovať coY. Označme Ai} = dyijdxj — 
- au(x, Zi = yt). Potom 

CÚY = AÍJ dxl ® dxj. 

Veta 3. Nech konexia F je symetrická. Potom forma coY je symetrická právě 
vtedy, kedforma y je zatvorená. 

Dókaz . Keďže podlá předpokladu je a{j = aj{, preto A^ = Ay% právě vtedy 
keď dyijdxj = dyjjdx1, t.j. právě vtedy, keď yt dx{ je zatvorená forma. 
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