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Casopis pro péstovani matematiky, ro&.110 (1985), Praha

POZNAMKA K SYMETRICKEJ KONEXII NA DOTYKOVOM
A KODOTYKOVOM BANDLI

FrRANTISEK HUSARIK, Zvolen
(Doslo diia 6. januara 1984)

Ked M je diferencovatelnd varieta, potom TM je dotykovy a T*M je kodotykovy
bandl. Nech &: TM — T*M je linedrny morfizmus nad id,,. Potom predpisom

wg(X, Y) = [2(X)] ()
je na M urend bilinedrna forma. Obrdtene, ak w je bilinedrna forma na M, tak
predpisom
X i, kde ixyo(Y) = o(X,Y)

je uréeny linedrny morfizmus % ,: TM — T*M nad id,,.

Ked (x, /) a (x/, z;) st lokélne suradnicové mapy na TM a T*M, potom v si-
radniciach je morfizmus % dany predpisom

z; = A(x) ) a wg = Ay(x)dx' ® dx’.

Dotykové zobrazenie T.¥: TTM — TT*M je uréené rovnicami

(1) TS: 3= x'
z; = A4;(x) y
dx! = dx!

dz; = %A;—c"?jy’ dx* + A;;dy’

Nech T*X je pole na T*M, ktoré vzniklo prediZenim pola X na M pouZitim pro-
longa¢ného funktora T* z kategérie vzdjomne difeomorfnych variet do kategdrie
vektorovych fibrovanych priestorov. Je zndme pozri [2], Ze konstrukciou poli T*X
je kazdym h e T*M urdené zobrazenie ¢,: (J'TM),, > T,T*M. Ak I' je zovieobec-
nend konexiana TM, t.j.I': TM — J'TM, potom @, o I': T,,M — T,T*M. V [2] sa
dokazuje, Ze zobrazeniami ¢, o I' je urfend na T*M konexia prave vtedy, ked ko-
nexia I je linedrna. Konexia na T*M generovand zobrazeniami ¢, o I' je v [2] ozna-
Covand T*I.
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V stradniciach, ak dy* = I'{;)’ dx’ st rovnice konexie I, tak dz; = —I%;z, dx/
su rovnice konexie T*I.

Pripomeiime, Ze ked X je vektorové pole na M, potom absolitna derivdcia pola X
vzhladom na konexiu I' je zobrazenie V X: TM — VTM. Oznadime I(V X(Y)) =
= Vy X, kde I znamend kanonicku identifikdciu I: V,T,,M = T,,M, kde u: TM — M.
Potom

Va/axia/axj = —F:‘la/axk

Absolutna derivdcia formy wg vzhladom na konexiu I' je forma uréend predpisom
(pozri [1])

(Vxwog) (Y, Z) = X(w(Y, Z)) — o(VxY, Z) — oY, V4Z).

Z toho vyplyva, Ze forma w, je invariantnd vzhladom na paralelny prenos uréeny
konexiou T, t.j. Vwg, = 0 prdve vtedy ked X(w(Y, Z)) = o(VyY, Z) + w(Y, VxZ).
Ked zvolime X = 9/dx*, Y = 0/ox’, Z = 0/ox’ dostaneme stradnicovy tvar nutnej
a postacujucej podmienky preto, aby Vw, = 0. T4to je

(2)

aAi' S S
—a‘;;f = —Asj‘rki - Aisrkj .

Hovorime, Ze zobrazenie % je symetrické ak forma w, je symetrickd.
V pripade, Ze zobrazenie & je reguldrne a symetrické, Struktura (M, wy) je kvdzi-

Riemannova. Potom existuje prdve jedna symetrickd linedrna konexia, tzv. kvdzi-
Riemannova konexia na M tak, Ze plati rovnica (2).

V pripade, ked zobrazenie £ je reguldrne, konexiou I' na TM je uCend konexia
%(I') na T*M. Z rovnic (1) vyplyvaji rovnice konexie £(I'), tieto si:

(3) dz; = (%f;—;j Az, + A, {uA“sz,> dx*
kde A" je matica inverznd k matici 4,,.

Ked porovndme rovnice konexie T*I" s (3) dostaneme nutnil a postadujicu si-
radnicovii podmienku pre to, aby #(I') = T*I'. Této je

-ail—i! Ajs + AijriuAus Zs = —'F?kzs ’ t. j'
ox*

04, .
Bx—"] = _Asjrik - Aisrlscj .

)

Veta 1. Nech I je linedrna symetrickd konexia na TM. Nech & je reguldrne
zobrazenie. Potom T*I' = ¥(I') prdve vtedy, ked Vwg = 0.

Dékaz: Plynie z porovnania vztahov (2) a (4).
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Désledok 1. Nech & je symetricky izomorfizmus. Potom jedinou symetrickou
linedrnou konexiou na TM takou, e T*I' = %(I) je kvdzi-Riemannova konexia
Struktiry (M, wg).

Nech I' je zovSeobecnend konexia na T*M dand rovnicou

dz;, = a;i(x, z) dx*.
Konexiou I' je ureny rozklad T*M = VT*M + H T*M a tym aj kanonické pro-
jekcie vy TT*M — VT*M, hp: TT*M — H T*M. Nech a je forma k-tého stupiia

na T*M. Hovorime, Ze o je I'-vertikdlna (resp. I'-horizontdlna), ak pre kazdu k-ticu
vektorov X, ..., X; € T, T*M plati

a(thl’ ooy thk) = 0
resp.
d(UI-Xl, coey Uer) = 0 .
Oznacme hpa, resp. vya formy definované predpisom
hra(Xl, ooy Xk) = a(thI, Ty thk)
v Xy, oo X)) = alop Xy, .., 00Xy

Forma ha je I'-horizontdlna, forma v« je I'-vertikdlna. .

Nech A = z; dx' je kanonickd Liouvillova forma na T*M. Potom dA = dz; Adx’.
PoloZme 7 = hy dA. Forma 1 sa bude volat torziou konexie I' na T*M.

V stradniciach, nech X = a’9/0x’ + A4,;0/0z;,, Y = b' 6/ox' + B, 0[0z;. Potom
hX = a' 9/ox' + a;;a’ 00z, hyY = b' 0[ox* + a;;b/ 8]0z, a 1(X,Y) = a;;a’b’ —
— a;bla’ = (a;; — a;;) a’b, t. .

= —a;dx' @dx’.

Hovorime, Ze konexia I' je bez torzie (alebo, Ze je symetrickd) ak 7, = 0. Konexia I'
je symetrickd prdve vtedy, ked a;; = a;;.

Hovorime, Ze konexia I'* na T*M je transponovand ku konexii I', ak pre Iubo- -
volné vektory X, Ye TT*M plati

dA(hX, hpY) = 0.

V stiradniciach, nech I'* je dand rovnicou dz; = 4;,(x, z) dx’. Nech h X = a’ 0/0x' +
+ a;;a’ 0[0z;, hpY = b'0[ox' + A;b’ 0/0z,. Potom dA(h X, h;.Y) = a;;a'b' —
— A;bla' = (A;; — a;;) a'bl. Z toho plynie, Ze konexia I'* je transponovand ku ko-
nexii I' prdve vtedy, ked 4;; = a;;.

Z vyssie uvedeného okamzite vyplyva

Veta 2. Konexia I' na T*M je symetrickd prdve vtedy, ked I’ = I''.
Ked y je linedrna forma na M, potom absolitna derivdcia linedrnej formy y podla

konexie I' je zobrazenie V'y: TM — VT*M dané predpisom
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Viy(X) = Viy = o, TH(X).

Pouzitim kanonickej identifikdcie 1V, TaM = TM mdme

(m
IViy: TM - T*M .
V suradniciach, ak forma 7y je dand rovnicami

<i i

X =x
z; = 7(x)
potom IV'y je dané rovnicami
1IViy: xf = xf
_ (% = j
“p = (Exj - a,-j(x, z,- - 'y,)) y .

Zobrazenie IV'y je linedrny motfizmus TM — T*M a bilinedrnu formu na M
uréenii morfizmom IV'y budeme oznaloval w, Oznadme A;; = dy,[ox’ —
— a;i(x, z; = y;). Potom

o, = A;dx* @ dx/ .
Veta 3. Nech konexia I' je symetrickd. Potom forma w, je symetrickd prdve
vtedy, ked forma y je zatvorend.

Dékaz. Kedze podla predpokladu je a;; = a;;, preto A;; = A;; prdve vtedy
ked dy;[0x) = dy;/0x’, t.j. prdve vtedy, ked y; dx' je zatvorend forma.
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