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éasopis pro péstovani matematiky, ro&. 93 (1968), Praha

KINEMATICKA GEOMETRIE GRUPY EUKLIDOVSKYCH
PODOBNOSTI V ROVINE

ApoLF KARGER, Praha

(Doslo dne 23. kvétna 1967)

1. ZAKLADNI VLASTNOSTI

Prdce navazuje na autordv &ldnek [1], ve kterém byly zavedeny zdkladni pojmy
a definice kinematické geometrie, studované pomoci Lieovych grup. V této prdci
budeme, bez zvldstnich odkazil, pouZivat oznacdeni a pojml tam zavedenych.

Oznaéme G grupu vSech pfimych podobnosti v roviné E,, g jeji Lieovu algebru.
g je algebra vSech matic tvaru

0 0 0
X=\|a, asaz); piSme X =a,X, + a,X, + a;X; + a,X,.
612 _a3 a4

Formu (X, X) = a} + aj, kterd je invariantni pfi adG, zvolme za zdkladni kvadra-
tickou formu. Idedl v g, generovany vektory X; a X,, ozname V. Snadno se zjisti,
Ze rovina A = V¥ — X, je invariantni pfi adG a Ze ziZeni zobrazeni adG na tuto inva-
riantni rovinu v ni plisobi stejné jako grupa G v E,. Tim je ddna isomorfni represen-
tace grupy G v A a pohyb v grup€ G lze tedy studovat pomoci této representace, coz
v dal$im uéinime.

Necht nyni g(f) je pohyb z G t¥idy C* bez singuldrnich bodd ([1]). Je-li Xe
€ A, a je-li R pevny fidici kuZel pohybu g(f) a R jeho hybny Fidici kuZel, je pevnd
polodie ddna rovnici [R, X] = 0 a hybnd polodie rovnici [R, X] = 0. Re§me rovnici
[R, X] = 0. To je soustava dvou rovnic o dvou nezndmych s pravou stranou a de-
terminantem rovnym (R, R) = 1. M4 tedy jediné FeSeni, oznaime je M = aX, +
+ X, — X,. Najdéme ddle isotropickou algebru hg bodu M pevné polodie, tj.
feSme rovnici [R, M] = 0 pro nezndmé R. To jsou dv& linedrni homogenni rovnice
pro Ctyfi nezndmé, hy md tedy dimensi 2 a je generovdna napf. témito vektory:
b = {N, —M}, kde N = —BX, + aX, + X,. Tim je kazdy vektor Rs (R,R) + 0
vnofen do podalgebry by, isotropické algebry bodu M. (Pozn.: Rikdme struén&
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,»isotropickd algebra, misto ,,Lieova algebra isotropické grupy*, nebot nemiize
dojit k nedorozuméni.)

"V kazdé podatgebfe by lze najit invariantni basi napf. takto: Bud X = rN + sM
libovolny vektor z by. Pak adX md kofeny 4, , = 0, 4; 4 = r £ is, coZ jsou kom-
plexni linedrni formy na bg. Vezmeme-li jejich linedrni kombinaci f; = ra f, = s,
jsou f; a f, invariantni redlné linedrni formy na by a plati

[iX) = (X, N) a f,(X) = (X, -M).

Z toho je vidét, Ze plivodn& zvolend base —M, N v by je invariantni.

2. FRENETOVY FORMULE PRO fgx

Vzhledem k existenci invariantni base v by lze tedy pro dany pohyb g(t) psit

R=R,cos¢ + R,singp, kde Ry =N, R,=-M,

CoOsQ =a; a sing = day.

Pevnd polodie je pak ddna kuZelem —R,.

Vektor R, je linedrni kombinaci vektori R, a [Ry, R, ], protoZze R, € ¥ a V je idedl
v g. Plati tedy

(1) R1 = k1k1 + kz[Rx,Rx] .

Derivujeme-li v (1) podle kanonického parametru, jsou k, a k, invarianty pohybu.
Nejsou to oviem jesté geometrické invarianty soustavy algeber by, a tedy ani invarianty
polodie. Chceme-li najit invarianty soustavy by, které nezdvisi na kanonickém para-
metru, stadi si v§imnout, Ze linedrni diferencidlni forma w = k, dt je nezdvisld na
zmé&n& parametru t. Lze tedy zvolit vektory T; a T, tak, aby bylo

(2) R] = xlTl N Rz = xsz , Ay > 0.

Pak je T, = %,T; + %, T,, T, = —%,T; + %,T, a oviem k, = x,.

%, dt a %, jsou hledané invarianty soustavy bg. UvdZime-li, Ze pevnd polodie je ddna
kuzZelem —R,, snadno najdeme souvislost mezi t€mito invarianty a podobnostnim
obloukem s a podobnostni kfivosti k pevné polodie:

() B k=2,

Tim je dokdzdna ndsledujici

218




Véta 1. Bud g(t) pohyb z G tFidy C* bez singuldrnich bodii. Pak

(4) dP =dt.R N Tl = %ZTI + %sz N
R =R;cos¢p + Rysing, T,= —xT, + %T,.
RI = xlTl N Rz = xsz ,
Pritom
[Rl, TI] = Tz s [Rh Tz] = _T1 s [Ru Rz] =0,
[RZ, T]] = Tl ’ [RZa TZ] = T2 s [Tla T2] = O .
t, @, %1, %, jsou invarianty pohybu.
Najdéme jesté€ geometricky vyznam parametrii t a ¢: Je-liB = —R, + X bod z A,
je te¢ny vektor trajektorie bodu B v bod& B roven [R, B].
[R,B] = [R, =R, + X] = [R; cos ¢ + R, sin ¢, X] =
= [Ry, X]cos ¢ + [R,, X]sin .

Oznac¢ime-li  uhel teéného vektoru a pélového paprsku, je -

X .[R, X] _ X .[R,, X]sing =sin(p=cos<§—¢o).

cos Y = X X2

Kanonicky parametr ¢ je pak takovy parametr, pii némZ je X*/X? = 1.

3. SOUVISLOST MEZI INVARIANTY Hr A Hg
Podle (1) je R; = k;R; + k,R,, nebot [R,, R;] = R,.

Véta 2. Plati

Dikaz. Porovndme-li (1) s (2), dostaneme

Rl = (’R])‘ = (%1T1). = 7‘{1T1 + %l(szl + %sz) =

. AN .
=1, Ty + 1,50, T, + €T, = (“z + x—l> Ry + %R,,
1

coz ddva tvrzeni véty.

Véta 3. Pro invarianty ky, k, a k,, k, soustav hg a bg plati

(5) ky —k, =sing, k,—k;=cosg.
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Dikaz. R1 = kR, + k2R2, R; = k;R; + k,R,. Podle (4) z [1] mdme Rl =
= adg~ R, R, =adg™'R,aR, = - [R, Rl] + adg~!R,. Po dosazeni je kR, +
+ sz2 = —[R; Rl] + adg“(klRI + k,R,). Uvdzime- 11, Ze R =R, cos¢ +
+ R, sin ¢, dostaneme 1R1 + kzl'l2 = -—R2 cos ¢ — R1 sin ¢ + k R1 + kzﬁ
a odtud uZ snadno plyne (5).

4. PRIBUZNOST MEZI BODY A STREDY OSKULACNICH KRUZNIC

Bud x € A bod. Oznaéme {T7, T3} privodni repér trajektorie bodu x v bodg& x.
Vektor T3 md invariantni vyznam; bod S, = x + T; je stfed oskulaéni kruZnice
trajektorie bodu x v bodé x. Naleznéme jeho vyjddfeni pomoci invarianti pevné
polodie: Pfedeviim je Tf = x/[x}, T3 = [X5, TT], x = ax + »3[X;, x], a tedy
w} = %[ X3, x]/(x)* = {(x, x)[x*>, kde (> znali antisymetricky soudin vekto-
ri. Déle je x = (adR) x a X = (adR) x + (adR)? x. Celkem tedy mdme

Sx = [ 3, X] ((adR) x)z

<"’ ~ {(@dR) x + (adR)? x, (adR) x> [X,, (adR) x] .

Oznalime-li ddle x = —R, + x,T, + x,T, a §, = —R, + x{T, + x,T, soufad-
nice bodli x a S, v repéru pevné polodie, bude po dosazeni
2
, Q
Xy =Xx; + .
! ! 0*(cos ¢ — @) + 3,(x; cos 2¢ + x, sin 2¢)

. 2 2
(=x;cos 9 — x,8in @), 0% =xi + x5,

Q2

0*(cos ¢ — @) + x;(x, cos 2¢ + x, sin 2¢)

X, = x, + . (xy sin ¢ — x, cos @) .

To jsou rovnice piibuznosti mezi body a stfedy oskula¢nich kruZnic jejich trajektorii.
Nepfijemné je, Ze bod S, neleZi na pdlové pfimce bodu x. Abychom toho dosdhli,
otoéme vektor x — S, o thel —¢. Tim bod S, pfejde do jiného bodu, oznaéme jej §,,
a zabyvejme se pfibuznosti mezi body x a §,.

Zavedeme poldrni soufadnice vztahy
X; =QCOS®, X,=¢Qsinw; x]=¢ cosw, x;=¢ sine,

kde g€ (—o0, +®), ®e(— n/2, n/2). Pak plati:

=0, Q@=¢o(l- © )
o(cos ¢ — ¢) + x4 cos (o — 2¢)
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Oznatime-li dy = #/(cos ¢ — @), di = %, [(cos @ — ¢ — 1), ® — 2¢ = 9, dosta-

neme
o = o dycos § <1+ e .
Q + dycos 3 d,cos 9

Inflexni body tvofi kruZnici o rovnici @ + d, cos § = 0. Body, pro které je ¢’ = 0,
lezi na kruZnici @ + d, cos 8 = 0. JestliZe d, nemd smysl (cos ¢ — ¢ — 1 = 0),
dostaneme @' = (@ d cos 9)/(@ + d, cos 9), coZ je podobnd ptibuznost jako v ro-
vinné kinematice grupy shodnosti s kruZnici vratu o priméru d,. PoloZime-li ¢ = 0,
dostaneme zndmou piibuznost z rovinné kinematiky. V obecném pfipadé€ se uvazo-
vand pfibuznost sklddd ze dvou jednoduchych pfibuznosti:

’

@ dy cos 3 Q o
Q+docos\9’ 0+ dycosd dycos9

Q=
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Zusammenfassung

KINEMATISCHE GEOMETRIE DER GRUPPE EUKLIDISCHER
AHNLICHKEITEN IN DER EBENE

ApoLF KARGER, Praha

In der Arbeit [1] wurde mittels der Theorie der Lieschen Gruppen die kinematische
Geometrie der Gruppe aller euklidischen Kongruenzen in der Ebene untersucht. Die
vorliegende Arbeit ist eine Fortsetzung der Arbeit [1]. Sie behandelt die kinematische
Geometrie der einparametrischen Bewegungen in der Gruppe G der euklidischen
Ahnlichkeiten.

Jeder Vektor des Bewegungsrichtkegels wird in den Zentralisator dieses Vektors
eingebettet. Es wurden die Invarianten des auf diese Weise entstandenen Systems der
linearen Unterrdume in der Lieschen Algebra g der Gruppe G gefunden. Es wird ihr
Zusammenhang mit den Invarianten der Polbahnen, mit dem Ahnlichkeitsbogen
und der Ahnlichkeitskriimmung gezeigt. SchlieBlich werden auch Eigenschaften der
Punktverwandschaft zwischen den Punkten und den Kriimmungsmittelpunkten ihrer
Bahnkurven gezeigt.
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