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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 84 (1959), Praha

BURKILLOVY INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Doslo dne 19. kvdtna 1958) DT: 517.39

S vyuZitim pojmu stejnomérné konvergence se v éldnku dokazuji
pro jednorozmérny Burkilliv integrdl nékteré véty, obdobné vétém
z teorie Riemannova resp. Lebesgueova integrdlu, o spojitosti, deri-
vaci a integraci vzhledem k parametru.

1. Uvod

Zavedeme si nejprve stdld oznadeni a terminologii. Budiz K neprizdny
konedny polootevieny interval tvaru <{a, b) na realné ose B = (— o0, o).
Symbolem K oznadime pak systém vSech intervali ) obsaZenych v K. Je-li 1
interval v R, pak |I| znadi jeho délku. Délenim 2 koneéného intervalu J c R
rozumime libovolny konedny systém disjunktnich intervald I, Iy ..., 1,

takovych, %e U I; = J. Normou »(2) takového déleni nazveme pak ¢&islo
max |I,]. i=1
1gi<n

V élanku budeme studovati redlné nebo obecnép té% komplexni funkce
intervalu z4vislé na redlném parametru, tedy funkece f(Z, z) definované v K X
X X, kde X c R. Leckteré vysledky, které si zde uvedeme, lze oviem bez
poti¥i rozf¥iti i na p¥pad, kdy parametr z je prvkem obecndjsfho prostoru
nezli R, nap¥. obecné metrického prostoru; toto zobecnéni v8ak jiz neni pod-
statné; v dvahu prichizeji zde jen vysledky paragrafu 2 a 3.

V celém ¢ldnku piedpokliddme znalost zdkladnich vét a vztaht a.pojmu
teorie Burkillova integralu v jednorozmérném p¥ipad$ (viz [1], [6]). Je-li ddna
funkee f, g, ... intervalu, znatime jeji Burkilliv integral odpovidajicim velkym
pismenem F @, atd. Je-li f funkce intervalu a 2 d&lenf né]akého mtervalu J,
v n8m? je f definovéna, pak klademe f(2) = E ).

1) Slovem interval rozumime zde i vSude v dalsim vZdy polootevi"eaiy interval typu {,)
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2, Stejnomé&rna konvergence

Budi? 2, ¢ X c R a budi# f komplexni funkece definovans v K x X.Rekneme,
e f je spojitd v x,?), jestlize ke kazdému ¢ > 0 a kazdému I ¢ K existuje § > 0
takové, Ze

{reX, |z — x| < 0} = {If(I, x) — f(I, x)| <e&}. (2.1)

BudiZ m néjakd nezdporna funkce intervalu definovand v K a takovi, Ze
0 < M(K) < 0. Rekneme potom, ¥e f je m-stejné spojitd v x,2), jestlize ke
kazdému & > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé I ¢ K plati

{reX, v — 2| < 0} = {IfZ, ) — (I, z)| < em(I)} . (2.2)
Rekneme, %e f je spojitd, resp. m-stejné spojitd v X, jestlize je spojité,
resp. m-stejné spojitd v kazdém z e X.
Budiz f komplexni funkce v K X X a necht pro kaZdé x ¢ X existuje Bur-
killdv integrdl F(K,z) = [ f(I, ). Rekneme, %e tento integral konverguje
K .
stejnomérné vzhledem k x € X, jestliZze pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0 takovs,
Ze pro libovolné déleni 2 intervalu K spliiujici podminku »(2) < J plati
sup [/(@, =) — F(E, )] <. (2.3)
zeX
Ziejmé potom |F(K, z)| < oo pro kazdé x e X. Snadno se presvédéime, Ze
misto (2.3) lze %4dati, aby
sup [/(@s, %) — f(Pp 2)| < e
pro kazda dvé déleni 2,, 2, intervalu K sp]nujiei v(@l) < 6, v(2,) < b, (srv.
6% [6], (3.8) a [7)).
Jak jsme ukézali jiz v [7] § 2, je ste]nomerna. konvergence podobné jako
existence Burkillova integrilu dédi¢nou vlastnosti intervalu, tj. plati

Véta 1. Jestlize integrdl F(K, x) konverguje stejnomérné vzhledem k x e X,
potom také pro libovolné J e K integrdl F(J, x) konverguje stejnomérné vzhledem
kxeX. ’

3. Limita a spojitost podle parametru

'V celém tetim paragrafu znadf fykomplexni funkeci definovanou v K X X
a takovou, Ze pro kazdé z € X jest [F(K, x)| < o, m je nezdpornd funkce defi-
novani v K.

. Véta 2. Je-li f m-stejné spojitd v x,, potom jeji integrdl F je spojity v x,.

2) Presndji Fedeno: spojité v =, vzhledem k X. Tento detail viak zv14td nezdiuraziujeme,
nebot nent celkem podstatny a dile ho nepotiebujeme; obvykle bude X souvisld ¢éast R.
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Dikaz. Podle pfedpokladu existuje pro kazdé ¢ > 0 takové é > 0, Ze pro
libovolné I e K plati?)

{reX, |z — x| < 5}=>{|fI z) — f(I, )| <M(K) m(I)}

Pro libovolné J € K a pro |z — z,| < § pak oviem bude
\F(J,2) — F(J, @) =

M) _

I, ) — H, 20)] <flf(l ®) — 1,2 < o 3 )

c.b.d.

Poznimka. Z dikazu véty 2 vyplyva navic i to, %e integral F' je M-stejnd
spojity v x,. Specidlné tedy plati pro aditivni funkei M:

V&ta 3. Infegrdl fumkce M-stejné spojité je rovnés M-stejné spojity.

V&ta 4. Necht | je spojitd v x,; necht existuje n > 0 takové, Ze integrdl F(K, x)
konverguje stejnomérné vzhledem k z € X, |x — x| < 7. Potom také F je spojity
v .

Diikaz. Budiz ¢ > 0, J ¢ K. V dusledku piedpokladi véty 4 1ze podle véty 1
najiti takové déleni 2 intervalu J, Ze pro viechna x ¢ X spliujici |z — z,| <17
plati

F(J,2) — (2, 0)] <5 - 3.1)

Vezmeme si toto pevné 2 a oznatéime n polet intervall tvoficich 9. Jeito f je
spojita v x,, existuje pro kaZdy interval I; e 2 takové 6; > 0, Ze

(e Xl <oy o) — ol <gf . G2
Polo¥ime nyni 6 = min (7, 6, ..., ,); pro x ¢ X, |z — 2,| < & bude pak platit

soudasné (3:1) i (3.2), a tedy

+ (2, 25) — F(J, z,)| < g +na 3

=g,
c.b.d.

Vétu 4 lze je$té déle zobecniti tak, Ze omezime piedpoklad konvergence
integralu F(K, ) na x =+ x,.

Vita 5. Necht | je spojitd v &, necht existuje n > 0 takové, Ze integrdl F(K, z)
konverguje stejnomérné vzhledem k x € X, 0 < |z — x| < 9. Potom komverguje
stejnomérné ¢ vehledem ke véem x e X takovym, Ze 0 < |x — %l < 7, a tedy podle
véty 4 je spojity v .

3) M znadi opét integrél z m.
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Dukaz. BudiZ ¢ > 0, k nému pak existuje J;, > 0 takové, Ze pro ka.ida
dvé déleni 2,, P, intervalu K sphujici »(2;) < 61, ¥(92,) < 8, plati

(D, 2) — (D, 2)| < g‘ |

pro vSechna z hovici nerovnostem 0 < |z — %,| < . DokéZeme, %e pro takovs
dvé déleni plati rovnéz
[H(Dy, %) — (Do %o)| < &
tim bude véta 5 dokizina.
Jezto f je spojitd v ,, existuje pro dané dvé déleni 2, a 2, takové 5, > 0,
Ze pro |x — z,| < 6, plati

e .

(D, %) — KDy, )| < 3. 1=12
to lze odvoditi zcela stejnym postupem, jakého jsme pouzili pfi dukazu véty 4.
Zvolime si takové x; spliujici zaroven 0 < |z, — 2| < # a mame potom

(D1, o) — [ Do, %0)] = |f(Dr, 7o) — [ D1, %1)] +
+ f(@r, 21) — (Do, 21)] + [[(Dos 21) — (Do, %)| < &,
c. b.d.

Jestlize parametr nechdme probihati pouze mnoZinu p¥irozenych disel,
dostaneme jako analogii k vét& 5 nasledujici celkem zfejmou vétu o posloup-
nostech funkei intervalu; ditkaz této véty je zcela obdobny dikazu véty 5,
a proto jej nebudeme provadéti.

Véta 6. Budiz {f,}2. o posloupnost funkci definovanych v K, budiz N mnoina
obsahujict v¥echna pfirozend Cisla s vijjimkou nejvyjse koneéného poctu. Necht pro
kaZdé I e K jest lim f,(I) = fo(I), a necht integrdlyxf fall) konverguji stejnomérné

>0
vzhledem k n e N. Potom plati
ﬁmffn(1)=jfo(1)
n—>0 J
pro kaZdé J € K.

4. Derivace podle parametru

V tomto paragrafu bude f komplexni funkce definovans v K X X kde X =
=< d), 0<d—c=1< c0.
Véta 7. Necht

1°  integrdl F(K, z,), |F(K, x,)| < co, existuje pro alespots jedno z, « X,
2°  pro véechna I € K a pro vdechna x € X existuje viasini derivace?)

’ .1 ) ’
P %) = lm s [T + B) — T, 2], (4.1)
4) V krajnim bod$ intervalu se tim rozumi jednostranng derivace.
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8° integrdl [ f'(I, z) konverguje stejnomérné vzhledem k z e X.
K

Potom
(X) integrdl F(K, z) konverguje stejnomérné vzhledem k x ¢ X,
(IT) plati

2 P&, @) = f 1, 2). (4.2)
K

Dikaz. I. BudiZz ¢ kladné &islo. Existuje pak 6 > 0 takové, %e podle 1°
pro kazda dvé déleni 2,, 2, intervalu K s normami »(2,) < 6, »(2,) < é plati

(@, 20) — (Do, 20)] < 5
a soudasné podle 3° plati
sup [f'(2,, ) — (2 2)] < 5"
Pii danych pevnych 2,, 9, uvazujme funkeci (argumentu x)
' 9(x) = {(D1, ) — [(Dy, 7) . (4.3)

Pro viechna z € X existuje ziejmé derivace této funkce
g (@) = (D, 2) — f'(@z, z),
a'tedy podle zndmé véty o stfedni hodnoté plati pro z e X

g9(x) — g(xo) = (& — o) . 9'(2) ,
kde z = z, + Oz — 2,), 0 < ¥ < 1.

Pro kazdéd dvé déleni 2;, 2, intervalu K spliujici »(2;) < 4§, j= 1,2,
plati potom pro ka#dé = ¢ X odhad

(D, 2) — [( Dy, ) | = |9(@)] = |g(2) — 9(@a) + 9(@o)] £ lg(x) — glzo)| +

+}g(x°)l<l'§€i+';‘=s.

Tim je dokédzéna prvd &ast tvrzeni. Pokud se tyde (II), polozme pro z e X,
x4+ heX,h+0 Ieck:

. :
Znovu podle véty o stfedni hodnoté je pak p¥i pevném z ¢ X
1 : ~
(D1, @, b) — 9(Do, 2, b) = 7 [9(& + k) — g(2)] = 9'(z) =
= f’(@l, 5:) '_ f,('@m :2) ’
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kdez = z 4 9k, 0 < ¥ < 1, a funkce g je pro dani déleni 2, a 2, opét defino-
vana vztahem (4.3). Integral

O(K, 2, ) = f oL, 2 k) = 2 [F(K, = + ) — F(K, 2)]

K

tedy konverguje stejnomérné vzhledem k %: |h| > 0, z + h e X. Podle véty 5
existuje tudiz také integral z p¥islusné limity pro » — 0 a plati (4.2), c. b. d.

Poznimka. Je celkem zfejmé, Ze (II) plati i tehdy, nahradime-li interval K
libovolnym intervalem J e K.

5. Integrace podle parametru

V tomto paragrafu bude X opét koneény interval (c, d).

Véta 8. BudiZ | komplexni funkce definovand v K X X, spojitd v X. Necht
ntegrdl F (K, x) konverguje stejnomérné vzhledem k x € X. Potom pro libovolné
y e X plati

v b4
Dukaz. Podle véty 4 je F spojitou funkei z, tak¥e integral stojici v (5.1)

vpravo skuteéné existuje. RovnéZ f je spojitd, existuje tedy pro kazdé I ¢ K,
y € X také integral

v
o, y) = ff(I’ z) dz ;
kromé& toho zfejmé plati ¢'(I, x) = f(I,z). Podle véty 7 tedy konverguje
stejnomérné vzhledem k y ¢ X také integrél [ (I, y), nebot ztejms [ ¢(I, ¢) =
K K

= 0 < o0; existuje tedy i leva strana v (5.1). Pfitom zfejmé pro y = ¢ rovnost
(5.1) plati. DokdZeme si dile, %e ob& strany této rovnosti maji touz derivaci
~ podle y, tim bude dok4zina platnost (5.1) pro viechna y ¢ X. Pravé strana mé
(viz [2], véta 36) za derivaci F(K, y). Na levou stranu aplikujeme opét v&tu 7
& dostaneme podle (IT) jeji derivaci ‘ ‘

a
— | e, py= | ¢L,y)= | fL,y)=F(K,y),
dyr x‘:[ xf

<. b. d.

Poznimka. Podobné jako u véty 7 lze i zde v (5.1) nahraditi K libovolnym
Je K. "

8) Symbol [ ... dz znadf zde Riemannitv integral.

¢
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Véta 9. Budif f redind funkce v K X X. Necht pro ka#dé I e K existuje Lebes-
[
guetw integrdl [ f(I, x) dx. Necht pro ka%dé x ¢ X jest

fIy © Iy, ) £ f(Iy, ) + f(I,, @) ’ (5.2)

pro ka¥dé dva disjunkini intervaly I, I, e K takové, Ze (I, U I,) ¢ K. Necht
existuje pro kaZdé x € X integrdl F(K, x).®) Potom plati rovnost (5.1) (kde [ ... dz
2nadt tentokrdte Lebesgueovy integrdly) pro vdechna y € X, pro néz integrdl wprwvo
konverguje.

Dukaz. Budiz {2,} posloupnost déleni intervalu K takovi, Ze v(2,) — 0,
a necht pro kaZzdé ptirozené n plati

(I € D,1,) = (existuje J € D, tak, ¥e I c J) .

Jest oviem -
F(K, z) = lim {(2,, z),
N—-00

takZe podle znadmé véty z teorie Lebesguéova, integralu (viz nap¥. [3], véta 57,
str. 110) existuje integral stojici v (5.1) vpravo a plati
[ P&, 2) bz = 1m g(3,,9),
P o
kde jako difve
o, y) = f I, z) dz .
Pro libovolné déleni 2 intervalu K plati v8ak zfejmé v disledku (5.2)
(2, 2) = F(K, ).
BudiZ {2,} libovolné posloupnost déleni intervalu K, »(2,) — 0. BudiZ nyn{
Yo X takové, e [ F(K, z) dz < co. Potom proy e <c, y,> majf funkee /(@,, y)
integrabilni ma.jo;antu F(K, y), takZe (srv. [3], véta 65) limita
i [ /(2,, ) &z = lim ¢(3,, 4
existuje a je rovna integralu limity, tedy
f lim f(2,, ) dz = f F(K, z)dzx .

¢ N—>0

Existuje tudiZ Burkilliv integrdl ®(K, y) pro kaZdé ye <c, y,> a plati (5 1),
c.b.d.

¢) Podminky pro existenci Burkillova mtegré,lu funkee, o nii predpoklédéme jiz (5.2),
viz na.pr [1] a [4].
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6. P¥iklady aplikaci na Riemannuv integril
Budiz f(%, *) komplexni funkce dvou redlnych promé&nnjch definovans
v oboru <&, b) X ¢, d). Necht pro kazdé z ¢ {c, d) existuje vlastni Riemanniv
b

integral [ f(y, z) dy = F(z). Rekneme, %e tento integral konverguje stejno-

mé&rnd& vzhledem k z ¢ {c, d), jestliZe soudty (srv. [2]) Zf(y:, x) Ay, pti max Ay, —>

— 0 konverguji k F(x) stejnomérné vzhledem k z € (¢, d). PoloZme nyni pro
I= <’£/1, ?/z) c<a, b)

h, 2) = (Y2 — 91) - fyr, @) - (6.1)

L]
Plati potom zfejmé (znadime ¥ = <a, b), X = <¢, d)): [ f(y, ) dy = [ f(, x)-
a Y

a stejnomérna konvergence Riemannova integralu funkece f odpovida stejno-
m¥&rné konvergenci Burkillova integralu funkee f,.

Véty, které jsme si dokdzali pro Burkillovy integraly, lze pak pienésti i na
integraly Riemannovy, resp. Lebesgueovy. Z véty 6 napf. dostaneme toto
tvrzeni:

V&ta 10. Necht {f.} je posloupnost Riemannovsky integrovatelnyjch funkci
1
v {a, b), necht integrdly [ f.(x) dx konverguji stejnomérné vzhledem k n a nechf
lim f, existuje. Potom .
b b
[ lim f,(z) dz = lim { f,(x) dz . (6.2)

Véta 7 je téméi jen piepisem vty 108 z [3]. Ponskud zajimavéjsi dasledek
dostaneme z véty 9:

Véta 11. Budiz f(y, ) redind funkce definovand v ¥ x X = (a, b) X <c, d).
[
Necht pro kazdé y e Y existuje Lebesquedw integrdl [ f(y, x) dw. Necht pro kaZdé
zeX je f(y, x) monotonni resp. konvexni (konkdwni) funkct y. Potom plati
rovnost (Lebesgueovych integrdla)
b ad a b .
f[ff(x, y) dz] dy = f[f 1y, z) dyl dz . (6.3)

Dikaz. Vétu 11 dostaneme aphkam véty 9 na funkcl fl(I x) (viz (6.1)),
je-li f monotonni v ¥, resp. na funkei

foll, ) = (Y — 91) . %[]‘(yl, z) + f(ys, )] 5 ] (64)
je-li f konvexni (konkdvnf). '
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Poznidmka. Krom& funkei f; a f, 1ze definovati jeSt& dalsf funkee intervalu
1, z) takové, Ze pro funkei f(y, *) pak plati

[y, %) dy =],[f}(13 z)

nap¥. funkei f, definovanou pro I = <y, ¥,) vzorcem

(I x) = _ (yz - yl) [.f(yla 27) +f(y2> CE) + 4f (Jl + Lk ’ x)] ’ (6'5)

kterd odpovida prawdlu Simpsonovu podobné jako funkce f,, resp. f, odpovi-
daly pravidlu obdélnfkovému, resp. lichob&inikovému. Odhady pro rozdily

S ) dy — 10, 9)

dostaneme snadno ze znadmych odhadd pro tato pravidla (viz [2], kap. VL,
vzorce (4), (5) a (11)); poslouzi ndm p¥i uréovani postadujicich podminek stejno-
mérné konvergence Burkillovych integralt funkei f;. SloZitéjsi funkce f; se
ziskaji z dalSich vzorcd pro numerickou integraci (viz napf. [5], § 70, str. 381).
Vedle t&chto funkei lze ovSem vziti i obecnsjsi piipad funkef tvaru
'f;k(Is x) = G(I) . H(.f(yl’ x): f(yz, x), .. ') . (6'6)
Bude potom moZno prendseti v&ty z teorie Burkillova integralu i na integrily
Riemann-Stieltjesovy. Pritom aditivni funkece intervalu G' bude odpovidati
o v
integrujici funkei (distribu¥nf) g(y) v integralech tvaru [ f(y, ) dg(y). Princip
a - g

veyy

prenosu na tento obecnéjsi piipad je oviem v podstaté stejny jako v pripadé
Riemannovych integralii, kde jsme méli specidlni integrujici funkei g(y) =y,
resp. G(I) = |I|. Pro nejjednodusii p¥ipad

fl (I’ z) = ( ) . f(yli x) (6'7)
(srv. [3], kap. X., § 7) dostaneme tak napt. z véty 6 toto znémé tvrzent: .

Véta 12. Budif {f,} posloupnost komplexnich funkci definovangch v ¥ =
= {a, b) a g redlnd zleva spojitd funkce s variact konenou v Y. N echt’ existuje

hm 1:@) =1),|{®)| < c©, prokatdéy e Y a necht Stieltjesovy integrdly f fa(y) dg(y)
konverguji stejnomérné vzhledem k n?). Potom platt

b'
f 1ty) dgty) = lim [ f.(y) dg(v)
pro viechna a S a b <.
Podobng lze pienésti i dalsi véty, to viak zde ji% nebudeme provadéti.
7) Je ziejmé, Ze tuto stejnomérnou konvergenci rozumime v obdobném smyslu jako pro

Riemannovy integrély, tj. jako stejnomérnou konvergenci p¥sluinjich soudti f,*(2,, «).
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Peszome
NHTETPAJIBI BOPHUJLIA, SABUCAMUE OT ITIAPAMETPA

OPAHTHUIIER 3UTOKR (FrantiSek Zitek), IIpara
(ocrymmio B pegaxmuio 19/V 1958 r.)

B craree moxasaHH HeKOTODEE TeOpPeMHI 0 IpefelbHOM Iepexofe, Audpdepen-
OEPOBAEME ¥ WHTerDEPOBAHEM IOJ 8BHAKOM METerpana Baprmiia; oHE B 60JI5-

MEHCTBE CIyYaeB BIOJHC aHAJOTMIHEL TeopeMaM [Js mETerpajios Pumana mm
JleGera.

B paore mccaexyrorcs ¢ymxnmEE (BooOIie KOMIVIEKCHEIE) OT HHTepBayia f,
onpefeleEHEe Mg HoxuATepBaoB I 3aganH0ro KoEeyHoro maTepBana K ¢ R=
= (—o0, ©0) ®m B3aBHCAIMHEE OT BemlecTBeEHOro mapamerpa xe X c R. Iaa
JOKa3aTelbCTBA TEOPeM HCIONb3YeTCA 3Nech BBefeHHOE B [7] HMOHATHE pPaBHO-
MepHO# CXOZEMOCTHE HHTerpana Bspkmana: rosopmm, aro maTerpal F(K, x) =
= [f(I, ®) cxommrcs paBEOMepHO IO % € X, ecim A I0GOro pasGmeHmA

b4 : : :

7 zn'fepsa;rxa K, mopMa xoTtoporo gocrarogso Mama (»(Z2) < ), cupaBeIiIABO
(2.3). Hopmoii pasbmenua 2 = {I,, ..., I,) sasuBaetca meno »(2) = max [I,],
: Vo , . 1sisn

rre |1} — mmwma werepsama I;.
I'naBHBIME pe3yIBTATAMN CTATHE ABIAIOTCA CHELYIOIIHEE TEOPeMBL
Teopema 5. [Iycmv gyrryus f uenpepuisna 6 ,.8) Iycms unmeepan [f(1, x)
¢ X

cxodumes paswoxepio no ze X,0 <|z— x| <7, 20e n > 0. Toeda on
cxodumes pasnomepro no z € X, 0 < |z — z,| < 7 u cnpasedauso

8) Jro 8HAUHWT, IT0 A J0bore € > 0 m xug moboro mETepBaaa I C K cymecTsyeT 8 > 0
Taroe, YTo copasegumBo (2.1).
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lim [ f(Z, z) = [ f(, 2,)
o2, J J
das wwbozo unmepsasa J c K.

Teopema 7. ITycmv
1° unmeepas F(K, z,) = [f(I, ),
K

F(k, %,)| < 00, cyupecmsyem no rpaiireit
Mepe das 00n020 2y € X = (¢, d);

2° dan ecex x € X u Oas ecex unmepeanos I c K cywecmeyem koHeuHAR npo-
usgodnasn (4.1);

3° unmeepas [f'(I, x) cxodumes pasromepro no x e X.
K

Tozda:

(I) unmeepan F(K, x) cxodumcs pasHomepro no x € X;
(IT) cnpasedruso (4.2).

Teopema 8. ITycmv f nenpepwisna 0uas 6cex € X = {c, d) u nycmv unme-
epaa [f(I, x) cxodumca paswomepro no x € X. Toeda das mwbozo y e X cnpa-
K

eedauso pasencmso (5.1), (ede cumeos [ ... dzx osnavaem uwmeepas Pumana).

B mocnemmem, mectoM, maparpade paccMaTpPHEBAIOTCSA HEKOTODHIe IpHMeHe-

HHASA TONBKO YTO DPHWBENeHHBIX TeopeM Ha ciydail mHTerpanos Pmmama m Jle-
Gera.

Zusammenfassung:

UBER DIE BURKILLSCHEN INTEGRALE, DIE VON EINEM K
PARAMETER ABHANGEN

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Bingelangt am 19. Mai 1958)

In dieser Arbeit werden einige Sitze iiber Grenziibergang, Differenziation
und Integration unter dem Burkillschen Integralzeichen bewiesen. Die Sitze
sind meistens ganz analog den Sitzen, welche fiir das Riemannsche oder
Lebesguesche Integral gelten.

Es werden hier also (komplexe) Intervallfunktionen f(I, x) betrachtet, welche
fiir Teilintervalle I eines gegebenen endlichen Intervalls K definiert sind,
und welche ausserdem noch von einem reellen Parameter x € X ¢ B = (— 00, o0} "
abhingen. Zum Beweisen der Sitze wird der schon in [7] eingefithrte
Begriff der gleichméssigen Konvergenz Burkillscher Integrale ausgeniitzt:
man sagt, das Integral F(K, z) = [ f(I, z) sei fiir z ¢ X gleichmagsig konver-

K
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gent, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass (2.3) fiir jede Zerteilung
9 ={1,, ..., I,) des Intervalls K gilt, welche nur die Norm »(2) = max |I||

1gi<n
kleiner als 6 hat; |I,| bezeichnet da die Linge des Intervalls 7.
Die Hauptergebnisse der Arbeit sind in den folgenden drei Sitzen gefasst.

Satz 5. Bs sei f(I, x) eine Funktion, welche in x, stetig®) ist; das Integral

FK,z)= [fI,x) sei fir xeX, 0<|z—2 <7n, (n>0) gleichmassiy
i

konvergent. Dann ist es auch fir x € X, 0 < |z — x,| < % gleichmdssig konvergent

und es gilt
lim Jff(I, z) = Jff(I, %)

far jedes Intervall J c K.

Satz 7. Sefzen wir voraus,

1° das Integral F(K, z,) = f f, ), [F(K Z, l < o0, existiere fir mindestens
en xye X = (¢, d),

2° die endliche Abgelettete (4.1) existiere fir alle x € X und fir alle Intervalle
IcKk,

3° das Integral [ f'(I, x) sei fir x ¢ X gleichmdissig konvergent.
3

Dann gilt:

(I) das Integral F(K, z) st far alle x ¢ X gleichmdissig konvergent;

(II) (4.2).

Satz 8. Es sei f(I, ) etne fir alle x e X = (¢, d) stetige Funktion; das Integral
f (I, x) ses fitr x e X gleichmdissig kom;ergent Dann gilt (5.1) fiir jedes y € X
(mzt [ ... dz werden da Riemanmsche Integmle bezeichnet).

Im letzten, sechsten, Absatze werden dann noch einige Beispiele der Anwen-
dungen der friither ausgesprochenen Sétze auf den Fall der Riemannschen und
Lebesgueschen Integrale angefiihrt.

%) Das bedeutet, da.sseezu]ed.eme>0und36dem1ntervalleIcKem6>0g1bf;
sodass (2.1) gilt.
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