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--éasopis pro p8&stovini matematiky, roé. 84 (1959), Praha

O KMENNYCH ZLOMCICH

JIRT SEDLACEK, Praha,
(Doslo dne 5. zari 1958) DT:511.184

Tento pisp&vek navazujici na nedévno uvefejnénou monografii
W. SmerpINSKEHO si vEimé &sel, jeZ lze vyjddiit jako algebraicky
soudet daného poStu kmennych zlomki.

. Kmennym zlomkem nazyvime &islo —:Z’ kde n je pfirozené &islo. Algebraic-

\ 8
kym soudtem &isel w;, w,, ..., w, rozumime &slo w = > ew;, kde e; = -+ 1 nebo

t=1

—1pros.= 1,2, ..., s. Budeme zde pouZivat nazvoslovi, které zavedl W. S1Er-
PINSKI v praci [1]. Podle ného 4, (resp. B,) znadi mnozinu v8ech téch raciondl-
nich &isel, jeZ je mozno vyjadiit jako soudet (resp. algebraicky soudet) s kmen-
nych zlomké. Ziejmé A, c B, pro s =1,2,3,... a dale A, c4,c4,c...,
B, c Byc By c.... Oznadme 'jesté B, mnozinu majici jediny prvek, nulu.
Ztejmé B, c B, pro s = 2, 3,4, ... Snadno nahlédneme, Ze pro kaZdé we B,
(p¥i libovolném s) plati '

, o] <s. S (1)
Oznadéme R mnoZinu vSech realnych &isel. Sierpiriski ukazal, Ze pro kazdé p¥iro-
zené &islo s je B; mnoZina ¥idka v R. Pro M c R oznadme M’ mnoZinu viech
hromadnych bodi& mnoziny M (tzv. derivace mnoZiny M). Plati véta

Vé&ta 1. Pro ka#dé celé mezdporné.éislo s je B, , = B, u B,.
Ditkaz. DokéZ%eme nejprve B;,; 5> B, u B,. Nula je hromadnym bodem mno-

Ziny B,4,, nebot je limitou poslpupnosti i 11 e pﬁéemi plati 1 € By,

1°2°73"° k

(pro k=1, 2, ...). Pro libovolné v e B, sestrojme nyni mnoZinu &sel v —|——Ilc—
(k=1,2,...), kterd pat¥i do B,+,. V kazdém okoli bodu v je tedy nekonen&
mnoho prvkd mnoZiny B,4;, Proto v ¢ By, ;.

Déle dokézeme inklusi B;,; € B, U B, (pro viechna cel4 nezdporns &fsla
s). UkéZeme, %e plati B,,; — (Bo U B,) = @. Pro s = 0 je to zfejmé. Dale budi
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8> 0; utiime indukéni predpoklad a necht existuje prvek w e B;, 1, Pro ndjz
neni we By u B,. Obsahuje-li ka?dé okoli bodu w prvky mnoziny B, potom
we B,; p¥i tom viak neni we By u B,_, (to by mé&lo za néisledek we B, u'B,),
" takie we B, — (B, U B;_;) a to je spor s indukénim pfedpokladem.

Emstu]e tedy interval I = (v,, v,) neobsahujici za,dny prvek mnoZiny
o U B, a takovy, Ze v, < v,, w e 1. PoloZme

e=lmin[w—1;,-[, J =E(x —w| < é&).
=12 x

Z ptedpokladu w e B;,, plyne, Ze J obsahuje nekoneéné mnoho prvkd mnoZiny

8+1

B,+,. Pi¥me kadé takové ze By, n J ve tvaru z = . %"- (kde 0 < k; <k, <
i=1/3
<... £ k). Potom je

p=y+ 22, (2)
s+1
kde y ¢ B,, k € B,. Je tedy — k > & 6ili by < ‘-i-, coZ lze splnit jenom ko-

s+1
nené mnoha hodnotam1 ky+,. Musi tedy ve (2) existovat nekoneéné mnoho
hodnot y; pro kazdou z nich je

7.
8

2
=27 | ®)
Z nekoneénosti mnoziny é&fsel y plyne ie Ize najit takové y*, jez ma v zépise (3)
*
aspon jeden jmenovatel k¥ > élh k* < ¢. Plati tedy z — k* eB,nl, coz je

spor. Diikaz je podan.

Viimnéme si nyni, kolika zptisoby je mo#no dané &slo w ¢ B, vyjadiit jako
soudet s kmennych zlomkd. Dva rozklady

e . |
w—'zk(j) (7=1)2)
i=1 ¢ '
(1) 6(2)

poklddame pti tom za rtzné, jestlize neplati —-

I = lc‘”’ (z=1,2,...,8) (ani po

event. vyméné zlomkd v rozkladu).

'V&a 2. Budi? ddno prirozené &islo s = 2. Nutnd a postatujici podminka
k tomu, aby dané raciondlnt &islo w bylo moéno jen koneénygm poltem riznych
zpusobu vyjddiit jako algebraicky soulet s kmennych zlomku zni

weB, —B,_ 5. - - SR €
' Ditkaz. Necht neplati (4). V pipad$ w non ¢ B, nelze najit ¥4dny zptsob
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t&kového vyjéadieni. Necht w e B, a pfedpoklédej me, Ze w € B,—,. Lze tedy psit

w= 2 7 . Pro libovolny kmenny zlomek — - pak plati

i-1%

tak¥e hledany podet vyjadfeni neni konedny.

Necht za druhé plati (4); cheeme dokézat, e w je mo¥no jenom konednym
podtem zpisobl vyjadfit jako algebraicky soulet s kmennych zlomki. Pro
8§ = 2 a 8 = 3 toto tvrzeni plyne z v&t, které Sierpinski uvddi v [1] na str. 87
a 101.1) BudiZ nyni s > 3; uditime indukéni p¥edpoklad a uvaZujme nejprve
éislo w > 0 spliiujfef vztah (4). Lze psat

w= y 2, (5)

kde yy, v,, ..., ¥, jsou piirozend ¢sla.
Proto¥e w > 0, musi v (5) aspoti pro jeden index j platit e; = 1. Nechf ozna-
éeni v (5) je tak voleno, Ze e, = 1, p¥i ¢emZ y, < y; pro vlechna 4, pro néZ

e, = 1. Je-li takovych ¢ pravé r, dostaneme z (5) odhad w < ?—:— sili Y = %
1
Cislo y, mbZe tedy v (5) nabyvat nejvyse konedny podet hodnot; budiz y*
1
jedna z nich. Kdyby bylo w — —y—*e B—1y—9; bylo by we B,—, (spor). Je tedy
¥ _ .

w— ‘1_!1*.1-5 B,—; — B,—3. Nyni uvaZujme rovnici ' )
s
1 e; R
w—=>-"1 6
vt =Y ©

Kdyby platilo w — 51; = 0, bylo by we B, ¢ B,—,, coz odporuje pfedpokladu.
1
Vztah (6) miZeme proto vidy (vynésobenim) pfevést na tvar, v ném¥ na levé
strang je kladné &islo. Podle indukénfho pfedpokladu vyhovuje tedy rovnici (6)
jen konedény podet (s — 1)-tic &isel y,, s, ..., ¥,. Vidime proto, Ze existuje jen
konedny podet s-tic &isel splitujicich vztah (5). Tento zévér plati tedy ziejmé
ipro w < 0 spliiujici vztah (4). Dikaz je podén.

Mnoziny B, a B, maji vlastnosti celkem jednoduché. Vénujme nyni pozornost
mno¥ing B,. A. ScHINZEL vyslovil domnénku,?) %e ke ka%dému pFirozenému

1) Citované véty méji. 1. KaZdé raciondlni &islo rizné od nuly md jen koneény pofet = ¢
rozklad na algebraicky soudet dvou kmenngeh zlomku. I1. Kazdé kladné raciondlnt &islo,
které nent kmenngm zlomkem, md 1en lcomény podet = 0 rozkladi, na algebraicky souet t¥i
kmenngjch zlomk.

%) Formulaci domnénky zde uvé.dime v trochu modxflkova.né formsé (ve srovnani s [1],
str. 100).
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¢islu m existuje ptirozené &islo 1, takové, Ze pro viechna pfirozend n = I,, plati
% ¢ B;. (Pro jednoznaénost volme za I,, vZdy nejmen3f mo#nou hodnotu.) Tato

domnénka byla ovéfena pro m < 18. Z uvah, které uvadi W. Sierpinski, ma-
Zeme sestavit tabulku:3) _

m |1]2]3|4]5|6]|7]8]|9]10/11|12]13|14|15|16]17|18

ln |1|1|1]2|2]3|3]|4]3|4|5|8]6|6]|5|10] 8|24

Je-li uvedend domnénka spravna, pak disledkem vztahu (1) je im 7, = oo.
m—>0

Ovétime zde Schinzelovu domnénku jesté pro m = 19, 20, 21.
® z VvV r 1 Ve -
Véta 3. Pro vdechna pfirozend &isla n > 12 plati 7? € B;. Pfi tom je

19
1—1 € .B4 -_— .B3 . (7)

Dikaz.t) Pro n= 0 (mod 19) je tvrzeni ziejmé. UvaZujme nyni é&islo n
tvaru 19k + r,kder = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9. Plati 5)

19 1 1 1

ok 1 % | 2R(10k £ 1) | ZHIOF £ 1)’
19 1 1 1

0k £2 % ' KOk £ 1) = (0k £ 1)(19F £ 2)’
19 1 1 1

Tk £3 & | k6EL£1) L 6k £ 19k £ 3)
19 1 1 1

0k +£4 %  WoEL1) | BELI(0FE£d)’
19 1 1 1

kL5 % @ Wdk L1 | @k £ 01% E£35)’
19 1 1 ' 1

kL6 %  k@ELD) T BkL 9% L6)’

19

1 1 1
106 £9 % | R@F L)

T EEL Dk L)

Témito vzorei je tvrzeni dokdzano pro kazdé ptirozené n z uvedenych &trnacti
zbytkovych tiid. Necht n= + 7 (mod 19). Pro » = 12 a 31 tvrzeni plati,
nebot

19 1 1 1 19 1 1,6 1
ST 3T T te Teeoan

3) Dikaz pro m = 8 a 18 podal A. SCHINZEL. .

4) Pismeno k znaéi v celém dukaze éislo pFirozens, I je &islo celé nezdporné.

%) V jednotlivych vzorcich je oviem tieba &ist. vSude bud znaménko horni nebo viude
znaménko dolni.
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Kazdé jiné piirozené ¢slo n = 12, jez je= -+ 7 (mod 19), je mo#no psat v privs
jednom ze tvardt) 57k 4 7, 57k 4 12, 1141 -+ 26, 114k + 31. Spravnost na-
Seho tvrzeni plyne pak z téchto vzorel:

19 1 1 :
57k + 7 3k ? 3k(8k £ 1) - 3(8k + 1)(67k + 7)°
19 1 1
57k + 12 §75 + 3k(5k + 1) + 3(5k - 1)(19k + 4)°
19 1 1 1
T 126 3@ L D) T L@ £2) | (0 £ o)1 £26)

19 1 1 1
114k + 31 6k T 2k(11k + 3) = 6(11% + 3)(114k + 31) "

Necht koneéné n = 4- 8 (mod 19). Pro n = 27 spréavnost tvrzeni plyne ze
vzorce ' ’

1

1

270 °

l\')lb—-
3} ¢©

1
3 +

Kazdé jiné prirozené n = 12, které je = + 8 (mod 19), je moZno psit
v pravé jednom ze tvart 57k + 8, 57k + 27, 114k 4 11, 1141 4+ 46. Lze najit
vzorce '

19 _ 1 1 =
57k £8 3% q: SE(TE £ 1) =+ 37k L) (37k £ 8)°
19 1 . 1
57k + 27 §75 + 3k(2k + 1) + 3(2k + 1)(19% + 9)°
19 1 1 1
114k £ 11~ 6k © 2k(31k £ 3) © 6(81F & 311k = Nk
19 1 1 1

T4 £ 46 2@ 1) 2@ L) (15l £ gs)_ T O Eeuid L6

Tim je tedy dokézéno, Ze pro n = 12 plati lng € B,. Budeme nyni dokazovat
L Doks
v
neplati -ﬁe By, Necht existuji celd 8isla , y, z tak, %e .

e {T). Je € B,,, nebo ﬁ = % + —;— + —i— - Dokédzeme (nep¥imo), Ze

19 _ 1 '

- + + > (8)
Volme oznadeni tak, e z < y < 2. ProtoZe na levé strang rovmoe"(S) je &islo
> 1, musf aspoit dva z kmennych zlomki na pravé strané byt kladné. Budeme
tedy rozliSovat dva disjunktni p¥ipady: a) « >0,b)z <0,y >0. '

192



a) Prp 2z = 2 bychom dostali °

1,1 1 _3 19
Ty T =2 <u

1
+;. ORI (9)

coZ neni moZné. Rovnice (9) dovoluje odhad 77 > — é].h Y > Zbyva uz

jen y = 2, aviak z (9) pak plyne =y 7= 252 , takZe i tuto moznost]e

nutno zamitnout. , ,
c . 19 2 ... 22
b) V druhém piipadé dostdvidme z rovnice (8) odhad —_— < Giliy < ST
¢li y = 1. Re$ime tedy rovnici
8 1 1.
=22

s poZadavkem z < 0,z > 0. Musi platit Tsl— < —;— , fedyé < % &li'z = 1. Pak

1 2 . wr . SO TP v ;
ale 7= %— — 1 == 1T takZzeé ani v piipadé.b) nenachazime Z4dné Yefeni.

Dikaz véty 3 je tim podan.

Poznamka 1. Véta 3 nefiké nic o unicité rozkladu é1sla. —ng— v algebra,lcky

goudet t¥1 kmennych zlomki. Vime jiz, Ze miZe exxstovat i nekoneéné mnoho‘
takovych rozkladd, takZe rozklad nemusi byt jednoznalny. Kromé vzorch
uvedenych v diikaze véty 3 nachdzime nap¥. je¥t& pro n = 19k 41 > 19
vzorec

19 1 1 1
n_kiliMkiU$kaiU’
pro m = 19k 4 2 vzorec
EE 1 1 1

n=7$kmminqﬂwkiummim

apod. Snadno viak nahlédneme, Ze rozklad Eisla

12 v algebraicky soutet ti{

kmennych zlomk je jednoznaény.

193



Pozndmka 2. V&imneme-li si je§té (v souvislosti s vétou 3) hodnot n << 11,

vidime, Ze pro n < 6 vzhledem ke vztahu (1) neplati —1;?- e B,, aviak

19 1 1 1 19 1
TSITTITY o

Vé&ta 4. Pro vdechna pfirozend &isla n = 30 platt % € B,. Pfi tom je
%e B4 - B3 . ' (10)

Dikaz. Je-li n délitelné &isly 2 nebo 5, plyne tvrzeni z tabulky, kterou jsme

uvedli pfed vétou 3. Kazdé jiné prirozené &slo » = 30 miZeme psit v pravé

jednom ze tvart 20k + 1, 20k - 3, 20k - 7, 40k -+ 9, 80k -+ 11, 80k -+ 29.
Spravnost tvrzeni pak vyplyva. ze vzorci

20 1 1 1
20hL1 % | k@R LU T 220k £1)°
m—?q:k(mi-l) T F LDk L3’
20 1 1 1
-2_075?;’7—=7c_$ EhE D T GEE @k L)’
20 1 1
HEL9 ‘2‘% T ROk £2) T 209k £ 2){@0k £ 9)’
20 1 1 1
Ok £11 4 ©(29% 1 4) 4(2% + 4)(80k £ 11) *
20 1 1 1

SOF £ 29 — 4% T Bk £ 4 T I(11F £ 4)(80k £ 29) "
Abychom dokézali (10), ovéFfime sprévnost vzorce

20 1 1
B=TtstE u T w3

Obdobné ]ako v ditkaze véty 3 bychom dokazali, Ze nepla.ti eBs, dilkaz je
tim podan.
Véta 5. Pro vdechna pﬁrozena. Stslan = 30 plati — e B P#i tom ;)e

5—9"6 B,‘ o Ba . (11)

" Dikaz. Joli n d8litelné disly 3 nébo 7, plyne tvrzen z tabulky uvedené pred
vétou 3. V ostatnich pfipadech vyplyvé spravnost ze vzorcit)
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21 1 | |
21 ST T e LD | %@k L)’

21" 1 1
2k +£2 “F T RIELD) | Ak £ DEE £2)°
21 1 1
21k +4 ~ % T k(5k = 1) = (5% + 1)(21%k =+ 4)°
_21 1 1 .
21k £5 % T E@k £ 1) = @k £ 1)@k £5)
21 1 1 1
63k =8 31 3k(8% + 1) + 3(8k & 1)(63% + 8) ™"
21 1 1 1
126k +13 — 6% T 2k(29k + 3) + 6(29k + 3)(126k - 13)°
21 1 1 1
1260 - 50 @I L 1) 2(31 & 1)(151 -+ 6) = 2(150 + 6)(63] & 25)°
21 1 1 1 '
126k - 20 6% T 2k(13k + 3) = 6(13% - 3)(126k + 29)°
21 1 1 1

126l £34 3B L 1) TOB LBl £ 9 | 216 = 563 £ 17)°
21 1 1 1
Sk E10 kT EREk LD T (@ £ @k L 10)

Vztah (11) plyne z rovnice-

211 1
29 + + +5 21. 29

a z Gvahy obdobné, jakd byla uvedena. v duka,ze véty 3

Zévérem si viimnéme (pti daném s) mnoZiny B+, — B,; vidime, Ze B,+1 B,
m4 nekoneéné& mnoho prvki. Najdeme dokonce nekoneéné mnoho prvki této
mnoZiny i tehdy, omezime-li se na interval J, = {(—s; +s). Mnozina 4,4, — B,
je zfejmé vlastnf ¢4sti mnoZiny B,+, — B,; z ndsledujici véty uvidime, Ze jekts
i mnoZina A, — B, mé s intervalem J, spolednou &ist o nekoneéné mnohs
prvcich.

Véta.é Buclte ddna pfirozend &isla k, s (k = 2,8 = 1). Polozmeq =(s—1) +
+ + 2Ic Potom qe 4,4, — B,.

Duk az. Z¥ejmé ¢ € 4,+,. Pfedpokladejme déle, %e ex1stu]i celd éfsla xl, Loy oves
z, tak, Ze e
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Pro s = 1 zfejms neplati g ¢ B;. BudiZ tedy s = 2. Kdyby aspoti jedno z &isel z;

1 1 '
bylo zdporné, platilo by ¢ < Z—— = s — 1, tedy 5 + < 0, coz je spor.

1
2k
K obdobnému sporu viak dOJdeme iza predpok]adu Z; > 0, volime-li %—1 = 2.
Potom je totiz

§—-2 '\ - A
Q§(le)+—2-+—2—§(8—2)+1=8-‘—1_-
i=1"¢
: 1
Zbyva tedy mo#nost ¥, = @, = ... = %,—; = 1. Odtud plyne ¢ = (s — 1) —}-x-

élh + 7 A, (spor). Dikaz je tim podén.
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Pesonme

O OPOBAX C YUCJIUTEJEM, PABHBIM ETMHUIIE

UPHKU CEQJAYEK (Jifi Sedlédek), Ilpara:
(Hoc'ryuvmo B pegaxnmio 5/IX 1958 r.)

IIycrs s — Ha'rypan:LHoe 9HCIIO. 0503Ha'-IKM (corJIacHo [1] cuMmBosIoM B,
MHO’KECTBO BCeX PANMOBAIBHEX IHCEN W BHEAA £

w—Z— L *)
e x‘—— TeAHe, TICAA. Hamee, mycts B, = {0}. ,D;oxasmsarorcﬂ cnen;yxonme

TeOpPeMBEl;

1. Qs npouaeo&noﬁ om muoxmcecmsa B, ., umeem mecmo coomuowenue B, =
= B, v B,.

I Hycmb s = 2 Payuonasvrioe w0 W MOKHCHO' npeacmasumb AuULD
EOHEUHbLM wucnom cnocobos ¢ sude (¥) moeda u mosvko mozda, ecauw w e B, — B,_,.

Cornacno op;aon ramorese, A. [llmmsens (koropas B [1] mpopepena mus
m <18 mma KammIoro Ha'rypansnoro 9ECTa ™M CYMECTBYET TAKOe UHCIIO lm,

9T I8 BeeX n = I, Gymer ; € B;. B sT0l cTaThe MBI IOKa3EIBaeM, 9TO TAIIOTE3a

cOpaBeiimBa TarXe nag m = 19; 20; 21.
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Zusammenfassung:
UBER DIE STAMMBRUCHE

JIRI SEDLACEK, Praha
(Eingelangt am 5. September 1958)

Sei s eine natiirliche Zahl. Mit B, bezeichnen wir (nach [1]) die Menge aller
rationalen Zahlen w der Form

w= ) —, ™

wo z; gewisse ganze Zahlen sind. Weiter sei B, = {0}. Folgende Satze Werden
bewiesen: ' '

- 1. Far die Ableztung der Menge By, gilt: B,y = B, U B,

o IL. Ses s = 2. Eine rationale Zahl w ist dann und nur danh, auf nur endlich
vielen Weisen in der Form (*) darstellbar, wenn we B, — B,-,.

Nach einer Vermutung von A. ScHiNzEL (die in [1] fir m < 18 beglaublgt
wird) existiert zu jeder naturhchen Zahl m solche Zahl I,,, dass — ¢ B, fiir alle

n = 1, gilt. In diesem Beitrag zeigen wir, da,ss dlese Vermutung auch fur m =
= 19; 20; 21ncht1glst ' L » _ o
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