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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 84 (1959), Praha :

0 JISTE POLOGRUPE ENDOMORFISMU NA JEDNODUSE
' USPORADANE MNOZINE, I

BEDRICH PONDELICEK, Pod&brady
(Doslo dne 2. dervence 1958) DT: 519.513

Clének se zabyvé vétou 3 z préce [1] F. Sixa, platiei pro grupu
automorfismi na jednoduse usporddané mnoZiné M. Tato véta je zobec-
néna pro jistou pologrupu endomorfismi na M.

Necht M v celé praci znamend jednodu$e uspofddanou mnozinu. Endomorfis-
mem na N budeme rozumét takové zobrazeni f mnoziny M na sebe, které mé
vlastnost : _

: 2=y @y eM=f) = fy) - |
Prosty endomorfismus na M nazyvame automorfismem na M. Rozklad mnoziny
M (s konvexnimi prvky), ktery je vytvoren endomorfismem f, nazyvime
rozkladem prostoty endomorfismu f. Z¥ejmé endomorfismus f je automorfismem
na M tehdy a jen tehdy, jestlize jeho rozklad prostoty je na M minimalni.,

Definice 1. Cyklem endomorfismu f na M rozumime mnozmu A, kterd md jednu
z téchto vlastnosti: :

a) Necht f(a) = a, potom A = U Elx eM; f"(x) = a).

b) Necht {f*(y)}=_, je prostd posloupnost zwolme poslowpnost {u,,},.__1 (kde
fr(u,) = y), potom A je sjednocent vech intervald. mnoZiny M s koncovymi body
1), tn- : | .o

Obsahuje-li cyklus aspori dva prvky, nazyva se vlastni. Vlastni cyklus
typu b) nazyva se cyklus bez vijznacného bodu. Vlastni cyklus typu a) se nazyva
cyklus s vijznalnym bodem a. Jestlize vyznaény bod a je koncovym bodem
cyklu 4, nazyvime tento cyklus jednostrannij. V opaéném p¥ipad$ nazyvime
cyklus oboustranny. Snadno zjistime, Ze definice cyklu 4 typu b) nezdvisi
ani na volbé bodu y e 4 ani na volbé pomocné ‘posloupnosti {u,}. VZechny
cykly jednoho endomorfismu f tvo¥i rozklad na M (s konvexnimi prvky), ktery
se endomorfismem f zachovavi.

- Jestlize f(x) = = (x e M), potom x nazveme. samodruznym bodem endomorfis-
mu f. MnoZinu v8ech samodruZnych bodd endomorfismu f na M oznadime
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M[f]. Dale oznadime M(f) =M — M[f]. Necht I' je mno¥ina endomorfismii
na M, potom M(I") = U M(f) a MI] = N M[{].
rerl’ Tell

Pologrupou rozumime asociativni grupoid. Cdsteéné usporddanou pologrupou
rozumime pologrupu, ktera je éastetné uspofdddna, a v niZ plati

a =b= ac < bc, ca < cb.
Rekneme, %e v pologrupé plati pravidlo o krdcent zprava (zleva), 1esthze
ac=bc=>a=>b, (ca=chb=>a=0).

Snadno zjistime, Ze mnoZina vSech endomorfismi § (v8ech automorfismi &)
vzhledem k skldddni zobrazeni a ddsteénému uspofadini (f =< g < f(x) < g(x)
pro viechna x ¢ M) tvoii I-pologrupu (I-grupu) ([2], XIII a XIV), tim také
dastedné uspoiddanou pologrupu (grupu). Ziejmé & c §.

Lemma 1. V pologrupé § plati pravidlo o krdceni zprava.

Dikaz. Necht fh = gh (f, 9,k € ). Necht z M, potom existuje aspoit
jeden prvek u eM takovy, Ze h(u) = z. Ziejmé fh = gh = fh(u) = gh(u) =
= fx) =g(@)=f=g.

Necht A4 je neprézdni podmnozma. pologrupy B. Necht a, b « B. Rekneme ve
a dé&li b zprava podle mno¥iny A (o] b), jestliZe existuje r € 4 takové, 7e b. = ra.

Lemma 2. Necht I'¢ 5, potom f[pf(f € ) tehdy a jen tehdy, jestliZe ee I
(kde e je identicky endomorfismus na IR).

Diikaz. Necht e e I', potom f = ef (f € §) = f/rf. Necht f/rf (f € H), potom
f=rf(r e I'). Z¥ejm& ef = rf, z GehoZ podle lemmatu 1 vyplyva, %e e =r,
atedyee I '

Véta 1. Nuind a postabujict podminka, aby f[og (f, g € ) je, aby rozklad prostoty
endomorfismu g na M byl zdkrytem rozkladu prostoty endomorfismu f na M.
Ditkaz. Necht f/og (f, g € ), potom g = 7f (r € §). Necht f(u) = f(v) (u, v M),
potom. g(u) = rf(u) = rf(v) = g(v). Implikace f(u) = f(v) (v, v e M) = g(u) =
= g(v) znamen4, Ze rozklad prostoty g je zdkrytem rozkladu prostoty f.
Necht f(u) = f(v) (w, v e M) => g(u) = g(v). BudiZ z eM; existuje u ¢ M tak,
¥e f(u) = z; definujme r(z) = g(u). Zfejm& definice endomorfismu r nezavisi
na volbé u eI a plati g = rf, tedy f/eg-

Definice 2. Rekneme, %e pologrupa I' endomorfismi na M md vlastnost (),
jestlize plati: '

a) Necht f € I, potom | nemd oboustranny cyklus.

b) Necht , g ¢ I, potom f|g nebo g/f.

Na zékladé lemmatu’ 2 obsahuje tedy pologrupa I, kterd m4 vlastnost (y),
identitu e.

Lemma 3. Necht pologrupa I' C §) md viastnost (), potom je jednoduse uspotd-
dand tehdy a jen tehdy, jesthize ¢ = f pro viechna fe I
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Diikaz. Nutnost podminky je samoziejmé. Necht tedy e = 4 pro viechna ke I
Necht f, g € I, potom f = rgnebo g = rf (r € I"). Ze vzta,hu e=rvyplyvafs=g.

Definice 3. Endomorfismus f na M se nazyvd monocyklicky, jestlite md nejvyde
jeden vlastni cyklus.

Pologrupa I' se nazyvd monocyklickd, jestlize kaZdy endomorfwmus fe r 7e
monocyklicky.

Definice 4. Fdzi endomorfismu f na M (f + €) rozumime takovy endomorfismus
g na M, pro ktery plati:

a) existuje vlastni cyklus F endomorfismu f takovy, Ze g(x) = f(x) pro x ¢ F;

b)glx) =z proxeM — F.

Necht N znadi v celé praci mnoZinu vSech p¥irozenych &isel.

Definice 5. Rekneme, %e pologrupa I' endomorfisma na M md vlastnost (x),
jestlize ke kaZdému endomorfismu f + e (f € I') existuje jeho fdze g a n € N takové,
Fog < I'afrlrg |

Véta 2. Na pologrupé I' endomorfismi na M, kterd md vlastnost (y), jsow ekvi-
valentni ndsledujict vlastnosti:

a) I' je monocyklickd;

- b) I je jednoduse uspofidand a md vlastnost ().

Dikaz. a=b. Na zdklad$ lemmatu 3 stadi dokdzat, Ze ¢ = f pro kazde
f € I'. Necht tedy existuje r ¢ I" takové, Ze r|le, z &ehoZ vyplyva, Ze existuji z,
y e I', pro kterd z < r(z) a y > r(y). Tedy endomorfismus r md bud alesponn
dva vlastnf cykly nebo oboustranny cyklus, a to je spor. Z toho, Ze I" je mono-
cyklické pologrupa, snadno vyplyvé, ze I' mé vlastnost ().

b => a. Necht f e I"a mé dva vlastni cykly F a G (F n G = 0). Zfejmé emstu]e
faze g endomorfismu f a n e N takové, Ze g" e I' a f*/ g*. Tedy g*(x) = f*(x)
pro z e F, g*(x) = 2 pro z ¢ G a g*(x) = rf*(x) pro x e M, kde r e I'. ’

Necht ¢ < f». Vezm&me u ¢ F(v € @), kde u(v) nenf vyznaénym bodem cyklu
F(@). Ziejm& u < fr(u) = g™(u) = rf*(u) =rg™(u) a v < fr(v)=g"v) <
< fAo) = rfr(v) < fr(v) = rw) < w (kde w = f*(v) € @), a tedy w = g"(w) =
= rg*(w) < w, coZ znamena, Ze rg" || e (kde rg" eI"), a to je spor. Ste]nym
zpisobem dojdeme ke sporu v p¥ipadé f» < e. ‘

Definice 6. Monocyklickd pologrupa I' se nazyjvd silné monocyklickd, jestlié’e
M1 =Mgl prof,ge I' (f, g + e).

Poznamka 1. Jestlize I' je monocyklickd grupa automorfismi na m, je
téz silné monocyklicks (viz.[1], str. 5, véta 3, a = c¢). Pokud jde o pologrupy
endomorfismi na M, nemusi toto platit, jak ukazuje nasledujici priklad:

Necht C' je mnoZina viech celych &sel. Bud I mnoZina usporddanych
dvojic (1, k), kde 7, k€ C, © < 1 nebo ¢ = 1 a k£ = 0. MnoZinu N uspora.da,me»
lexikograficky. Definujeme déle dva endomorfismy f a g na M:

fG, k)= (5, k), 2+ 0; f(O:k)_‘(O’k"‘l)
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pro (i, k) e M. Ziejmé f mé jediny vlastni cyklus (bez vyznaéného bodu) F
ktery je mnoZinou viech dvojic (0, k), kde & € C.
9B =G+ L8, i<0; g0,8)=(L0); gLk =(1,k+1)

pro (3,.k) e M. Ziejmé M je jediny vlastni cyklus (bez vyznatného bodu) endo-
morfismu g. Ctend¥ snadno dokaze, %e gf = g. Vezméme tedy mnozinu I" viech
endomorfismf na M tvaru fmg?, kde m, n jsou celd nezdpornd d&isla. Snadno
zjistime, Ze I' tvoli monocyklickou pologrupu, kterd md vlastnost (), ale neni
silng monocyklicks.

Rekneme, e jednoduSe usporddani pologrupa (s jednotkovym prvkem e)
je zleva archimedovsky usporddand, jestlize pro a < b, ¢ > eresp. a < b, c<e
existuje n ¢ N resp. m € N takové, Ze c*a = b resp. a = c™b.

Lemma 4. Nechi jednodude usporddand pologrupa I'c § md vlastnost (y);
potom je archimedovsky usporddand zleva tehdy o jen tehdy, jestlize pro e < f <
<g(f<e<gmnebog < f<emnebog <e<f)existuje ne N takové, Ze f» = g
(e = f°g mebo g = f» nebo frg = e). ‘

Dikaz si étendf snadno provede sim.

Definice 7. Pologrupa I' endomorfisma ne 9)2 se nazyva divergenini, 7estlzz’e
pro libovolnd z, y e M(I), x < y, existuje | e I" takové, Ze f(x) = y nebo x = f(y).

Lemma 5. Necht pologrupa I' c § md vlastnost (), potom v ni plati pramdlo
o krdcent zleva tehdy a jen tehdy, jestlite gf =g (g9, fe )= f =e.

Dukaz. Nutnost podminky je samozfejmé. Necht tedy gh = gf. Zre]mé
pfi vhodném oznadeni b = rf, kde r e I', tedy grf = gf, z dehoz vyplyva podle
lemmatu 1, %e gr = g. Tedy podle pfedpokladu r = e, a tudiz 4 = f.

Vé&ta 3. Na pologrupé I' endomorfismi na IR, kierd md vlastnost (), jsou ekvi-
valentni ndsledujici vlastnosti: '

a) I' je silné monocyklickd,

b) I" je monocyklickd a plati v ni pravidlo o krdcent zleva,

¢) I'je zleva archimedovsky usporddand a divergentnt.

Dikaz. a=-b. Kazd4 silnd monocyklickd pologrupa je monocyklicks.
Necht existuji f, g e I takové, %e gf = g a f + e. Ziejmé g + e. Oznaéme F(G)
cyklus endomorfismu f(g). Necht u, v e R(I") c F, potom % nebo v lezi v uzavie-
ném intervalu I mnoziny M, jehoz koncové body jsou f*(v), f**+'(v) nebo
ﬁ(u), fr(u), kde n = 0. Ze vztahu gf = g vyplyvé, Ze g(u) = g(v), a tedy
_g(T')) je jednobodovd mmnozina. Cyklus G mi tedy nejvyse dva prvky,
a to je spor, protoZe, jak snadno zjistime, moh G = X,. Z lemmatu 5 vyplyva
Ze v pologrupé I" plati pravidlo o kriceni zleva.

b= c. L. Z v&ty 2 vyplyvé, %e I' je jednoduse uspora,dana pologrupa Pred-
pokladejme, Ze neni zleva archimedovsky uspofddand, coZ znamens, Ze existuji
f, g e I takovi, %e pro viechna n ¢ N plati e < fr < g (f < e < ¢, ¢ < f*g nebo
g < fr <emnebog <e<f,frg <e). Necht F(G) je vlastni cyklus endomorfis-
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mu f(g); oznadme F' = F — M[f] (¢ = & — Mg))- Zre]me yeF = gly) < F,
a tedy y = g(u) = uc 7.

Jestlize f = rg (r ¢ I'), potom polo¥me k = gr. Ziejmé pro y e F platl Y=
= g(u) = gf(u) = grg(u) = gr(y) = h(y). Jestlite g=rf a g=hr(r,hel),
potom pro yeF' plati y = g(u) = hr(u) = hrf(u) = hg(u) = h(y). Jestlize
g =r1far=hg(r,hel), potom pro y e F' plati y = g(u) = hgf(u) = hg(w) =
= h(y). Ve vSech tfech pi{padech % + e, protoze v I platl pravidlo o kraceni
zleva. Necht H je vlastni cyklus endomorfismu h; oznatme H' = H — M[A].
Z¥ejmé H' n F' = @. Pro fh e I" plati ‘

fh(x) = f(z) proxz e F', fh(xz) = h(z) pro « , pro né% plati h(x) e H'

a tedy fh mé bud dva vlastni cykly nebo jeden cyklus oboustranny, coZ je
v obou piipadech spor.

2. Predpokladejme, Ze I' neni divergentni. Tedy existuji z, y e M(I"), x < y
takova, Ze pro kazdé f e I' plati f(x) < y, x < f(y). Ziejms existuje f e I'(g ¢ I')
takové, Ze f(x) + =, f(y) = y(g(x) = z, g(y) * ¥) a (y) neni vyznaénym bodem
cyklu F(@) endomorfismu f(g). Necht f = rg (r € I'). Z¥ejmsé fg(z) = f(x) * =,
a tedy fg(y) = y. Rovnéz r(z) = rg(z) = f(x) + z, a tedy r(y) = y. Necht
g(w) = y; potom plati » % y. Déle plati u e F, protoZe f(u) = rg(u) = r(y) =
=y +u a g*u)eF, protoZe fg*(u) = fg(y) =y + g(y) = g*(u). Jelikoz u,
g2(w) e F, tedy i g(u) =y e F, a to je spor. Stejnym zptisobem dojdeme ke
sporu v pifpadé g = rf, kde r e I'.

¢ = a. 1. Predpokladejme, Ze existuje f eI, které mé alespori dva vlastni
cykly Fa G F o G=0. Necht x e F —M[f] (y e @ —M[f]) a v < y. Ziejms
existuje g € I' takové, Ze g(x) = y nebo z = ¢g(y). Necht tedy g(x) = y. Ziejmé
f+e atedy e < f nebo f <e. Jestlize e < f, potom z < fr(zx) < y < g(x)
pro viechna n e N, a tedy e < f "< g, a to je spor. Jestlize f < e, potom x <
< fMy) = frg(x) pro v8echna n € N, a tedy e < f"g, a to je spor. Stejnym zptiso-
bem dojdeme ke sporu v ptipadé = g(y). I" je tedy monocyklickd pologrupa.

2. Predpoklddejme nyni, Ze I" neni silné monocyklickéd pologrupa. Necht f,
gel (f, g +e), f<g. Necht e < f < g. Jestlize existuje xz ¢M takové, Ze
flx) =2 a 2 < g(x), potom f*(xz) = z < g(x) pro viechna ne N, a tedy e <
< fr < g, a to je spor. Jestlize existuje x e M takové, Ze g(x) =z a < f(z),
potom g(z) < f(z), a tedy ¢ < f, a to je spor. Necht f < e < g. JestliZe existuje
x € M takové, Ze f(x) = x a x < g(z), potom existuje u e M, g(u) =z a u < x,
a tedy u < frg(u) pro vSechna n ¢ N, z &ehoZz plyne, Ze e < f*g, a to je spor.
Jestlize existuje z ¢ M takové, Ze g(x) = x a > f(x), potom dojdeme rovnéz
ke sporu. Stejné tak i v poslednim piipads f < g << e. Dokézali jsme tedy,
Ze I" je silné monocyklicks pologrupa. Tim je dikaz véty 3 ukonden. - :

Poznédmka 2. Z véty 3 bezprostiedné vyplyva, Ze monocyklickd pologrupa,
kterd m4 vlastnost () a ktersd je komutativni nebo pologrupou automorﬁsmu,
je siln& monocyklicka. ;
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PesoMme

OB ONPEJEJEHHON NOJIVIPVIIIIE 9HIOMOP®U3MOB
HA TIPOCTO VIIOPATOYEHHOM MHOMECTBE, I

BEIPHHUX INOHJOEJINYER (Bediich Pond&lidek), ITome6pamer
(ITocrymmmo B pemaxmaio 2/VII 1958 r.)

ConepsxarmeMm cratbm siBasiercs reopema 3 @. Ilmxa m3 paGorst [1], xoto-
pas cupaBeIMBa IUIA TPYIIH aBTOMOPYH3MOB HAa IPOCTO YHOPANOICHHOM
mEOKecTBe M. ITa TeopeMa 0600MmEHA NIA ONpeNeNeHHOX MOJNYrPYIIH SHIO-
mopdusmoB Ha IM; ee o6obmeHMe cirexyomee:

Ha noayepynne I' sndomoppusmoe na M, xomopas obradaem ceoicmsos
(Y), ameusasenmupl caedyrwwue ceolicmea:

a) I' — cuavHo MOHOYUKAULECKEAS;

0) I' — moHOyuUKAUNECKAS, U 6 Hel UMeem MeCmo NPAsuAo0 0 COKDAWEHUU
caesa;

B) I' — caesa aprumedosa npocmo ynopadoueHHas u OueepeeHMHAR.

Zusammenfassung

UBER EINE SEMIGRUPPE DER ENDOMORPHISMEN
AUF EINER EINFACH GEORDNETEN MENGE, I

BEDRICH PONDELICEK, Podsbrady
(Eingelangt am 2. Juli 1958)

- Der Artikel beschaftigt sich mit dem Satze 3 F. Srx’s aus der Arbeit [1],
die fiir die Gruppe der Automorphismen auf einer einfach geordneten Menge I
gilt. Dieser Satz wird fiir eine Semigruppe der Endomorphismen auf I ver-
allgemeinert; seine Verallgemeinerung ist: ’

Auf der Semigruppe I" der Endomorphismen auf M, die die Eigenschaft (v) hat,
sind folgende Higenschaften dquivalent:

. &) I' ist stark monozyklisch;
b) I ist monozyklisch und in ihr gilt die Regel von der Verkirzung von links;
c) I'ist von links archimedisch geordnet und divergent.
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