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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 96 (1971), Praha

KONSTRUKCE KANONICKEHO REPERU SITE NA PLOSE
V EKVIAFINNIM TROJROZMERNEM PROSTORU

LiBUSE MARKOVA, Olomouc

(Doslo dne 30. fijna 1969)

Vsechny tvahy tohoto &lanku patfi do lokalni diferencialni geometrie, patfi do ni
proto i uZivané pojmy. O viech uvaZovanych funkcich pfedpokliddme, Ze maji
potiebny pocet spojitych parcialnich derivaci. Pokud se uZivé existenéni véty o sou-
stavach vnéjsich diferencialnich rovnic v involuci nebo je-li potfebné pfipustit uZivani
komplexnich funkci, pfedpokladame funkce analytické.

Na libovolné nerozvinutelné plose P v trojrozmérném ekviafinnim prostoru A3
uvazujme libovolnou sit S, ktera se sklada z vrstev ¥, ¥7,; S = {¥", ¥ 2} Pfed-
pokladejme, Ze sit neobsahuje Zadnou asymptotickou kfivku plochy a ani se nedotyka
asymptotik v uvaZovaném bodég.

Reper prostoru A% je tvofen bodem M (jeho polohovy vektor oznalime m)
a tfemi linedrn& nezavislymi vektory e;, e, e;, pro n& plati podminka (e, e,, e;) =
= 1. Obecny pohyblivy reper zavisi na 11 parametrech (tj. tfi soufadnice bodu M a 8
soutadnic vektori reperu) a jeho relativni komponenty

(1) dm = w'e;, de; = ole,,
spliiuji rovnice struktury ekviafinniho prostoru
@ doi = ot Awh, dat = ol Aok, ol =0.

Vrchol M reperu R geometricky ztotoZnime s bodem I_’(t,, tz) plochy P. Pak reper
zavisi na dvou hlavnich parametrech t,, ¢, a osmi parametrech vedlejsich.

Tento reper specialisujeme nyni tak, aby vektory e,, e, leZely v te¢ne rovin& plo-
chy P, takze plati

(3) 0 =0

a o', »? jsou nezavislé hlavni formy. Vn&jsi derivaci (3) a uZitim Cartanova lemmatu
obdrzime

4) ®} = ao' + bo?, ) = bo'! + cw?.
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Pfipojime reper R k siti S. Rikéme, Ze reper R je ptipojen k siti S, jestlize (M, e,) je
te¢na kifivky C; (C; je k¥ivka vrstvy ¥ ; jdouci uvaZovanym bodem M plochy P).
Vektory ey, e; jseu tedy pevné a musi platit

e, e, de,|e;,
coZ dava
) be, = mie, + nie, + mie; | e,
de, = mpe, + mze, + mye; | ;.

Jeliko? formy n} = 13 = 0, je 7} = 7} = 0 a formy w} a w? jsou hlavni formy,
coZ zapiSeme ve tvaru

(6) 0? = o' + po?, o) =vo! + w?.

Ziskany reper zavisi na Etyfech vedlej§ich parameterech. Vrstvy ¥, resp. ¥, sité¢ S
maji rovnice w* = 0, resp. @ = 0 a sif je dana rovnici w'w? = 0.
ProdlouZenim rovnic (4), (6) a podle (2) dostaneme

(7 da = da + a(—-30] — 03) — 2bw? = mo' + nw?,
4b = db + 2b(— 0] — ®3) — aw) — co} = nw' + pw?,
4dc =dc + (-] — 303) — 2bw} = po' + qw?,
42 = dA + Nw} - 20]) + a0} — po? =ew! + fo?,
Ap = dp + b} — pwl — o} = fo' + go?,
Av = dv + boi — voi — ow? = ho' + ko?,
4o = dg + (0] — 20}) + ew} — vo) = ko' + lo?.

Variace funkci a, b, ¢, 4, 11, v, ¢ pfi zmé&né vedlej§ich parametrt jsou dany

®) ba = a(3ny + nd), OA = A(2n; — n3) — an},
ob = 2b(ny + n3), opu = un! — ba3,
oc =c(ni + 3n3), ov =va? — bn},

S0 = o(2n3 — mj) — cnj.

Prvni tfi rovnice (8) ukazuji, Ze rovnicea = 0, b = 0, ¢ = 0 jsou invariantni. Z rovnic
struktury také dostaneme, Ze

© do' = —nlo!, dw? = —niw?.

Rovnice (8, _;) a (9) Ize pfepsat do tvaru

dlna =3n; +12, o' =-nj,
6Inb =2} + n}), dlnw® = —n3.

dlnc =n} + 3z,
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Z téchto vztahd lze urdit jeden invariant druhého fadu za pfedpokladu, Ze a + 0
ac#+0
b2
(10) I1=—.
ac
Tento invariant nazveme zdkladnim invariantem sité S. Dale dostaneme tfi infinite-
zimalni invarianty druhého fadu

bw? bw!
(11) @, = E s P2 = ;;)‘_2‘ s Q3 = b(wlwz)z .
Uréeme jejich geometrické vyznamy.

Z podminky (d’m, e,, e,) = 0 obdrZime rovnici asymptotickych kfivek. Je
(12) a(w')? + 2bw'w? + c(w?)?* =0.
Oznadime w dvojpomér asymptotickych a parametrickych kfivek. Pak plati

42
weloXig X 40 4,
w x2 xl ac

kde x,, x, jsou kofeny rovnice ax* + 2bx + ¢ = 0. Z (12) plyne, je-li I = 0, jde
o konjugovanou sit, je-liI = konst., je také w = konst. a sif se nazyva siti konstantni-
ho dvojpomeéru.

D4 se ukazat, e ke sméru w! = 0 je konjugovany smér bo' + cw? =0 a ke
sméru o’ = 0 je konjugovany smér bw® + aw! = 0. Pfisluiné te¢né vektory t&chto
sméri jsou dany e, =(0,1), e, =(c, —b), e; =(1,0), e} =(—b, a). Oznaéme
e = w'e, + w?e,; pak plati

b 2

DV(e;, e,, e, €;) = — il = —q,,
aw
, bt

DV(ey, e,, €5, €) = — — =0
cw

Mgme dile vektory r, = w'e,, r, = w’e,, r, = w'ej. Obsahy rovnob&znikd,
které jsou vytvofeny dvojici vektort ry, r,, resp. rs, r, Jsou dany pomoci determi-
nantd 4,, resp. 4,, kde

—bw' aw!
0 ?

o' 0

Al:;O ?

e

Pak plati
Al . AZ = _‘(P3 .
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K parametrické siti 1ze konstruovat celou fadu vyznaénych siti, které jsou spjaty
jak s parametrickou siti, tak se siti asymptotickych kf¥ivek na plose. Je to pfedevsim
asociovana konjugovana sit k siti S, jejiz te€ny harmonicky oddéluji parametrické
a asymptotické te¢ny. Je dana rovnici

aw! + bw? bo! + cw?
? ol

(13)

= ') = o) =0

Dile sif, ktera harmonicky oddéluje parametrickou sif a asociovanou konjugovanou
sif. Jeji rovnice je

an! —cw?

2

° ol | = a(@')? + c(w?)?* =0.

Asociovanou konjugovanou sif uZivime pfi fixaci reperu v dal§i ¢asti této prace,
proto zde uvadime jeji definici.

LOKALNI ROZVOIJE

Stanovime lokalni rozvoj rovnice plochy P azZ do ¢lent tfetiho fadu. Ponévadz se
plocha P dotyka v bodé M roviny (M, e,, e,), jeji rozvoj hleddme ve tvaru

(14) z = ‘}(“1"2 + 20,xy + o‘:;J’z) + %(ﬁ1x3 + 38,x%y + 3Bsxy* + 34)’3) + ...

Necht P(x, y, z) je bodem plochy P. Pak lze psat
P =M + xe, + ye, + ze,.

Pak 1ze odvodit, Ze v pfipadé, kdy P je fixnim bodem prostoru, tj. plati pro n&j dP =
= 0, jeho lokalni soufadnice jsou fesenim Pfaffova systému

(15) dx + o' + x0} + yo; + zoy =0,

dy + 0? + x0? + yoi + zw? =0,

dz + ©® + x0} + yo3 + zwl =0,
ktery dostaneme srovninim koeficientl u linedrné nezavislych vektori a navic
spliiuji rovnici (14).

Diferencovanim rovnice (14) dostaneme
(16) dz = (2, + ay) dx + (2% + a3y) dy + 3(der;x* + 2dayxy + dazy?) +
+ H(B1x* + 2Baxy + B3y?) dx + H(Box? + 2B3xy + Buy?)dy + ...
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Dosadime z (15) a (14) do (16) a srovname &leny pfi jednotlivych mocninach x, y
a ziskame relace

17 x: -0} = —a0!' - ,o?,
-0} = —0,0' — wyo?,
(18)  x%: —imol = —q0; — o] + idey — 180" — 1B,0%,
xy: — azwg = —alwé - 0,0; — azw§ - asa)f + da, — fro' — i0?,
i =) = —0,0; — 2305 + 3day — 430" — 1,07,

Porovnanim (17) a (4) dostaneme «;, = a, a, = b, a; = c. Porovnanim (18) a (7)
ziskame B, = m, B, = n, B3 = p, B4 = g. Hledany lokalni rozvoj ma tedy tvar

(19) z = ¥(ax? + 2bxy + cy?) + ¥(mx® + 3mxy + 3pxy® + qy°) + ...

Kfivka w? = 0 se v bodé¢ M dotyka pfimky (M, e,), jeji lokalni rozvoj hledame
tedy ve tvaru

(20) y = d0,x% + dax® + ...,
z = 3f2x* + 3p3x> + ...

Diferencujeme (20) a dostaneme

(21) dy = a,x dx + 4da,x? + $asx? dx + ...,
dz = Byxdx + 3dB,x* + 3fsx* dx + ...

Dosadime-li (15) pti w? = 0, ziskame vztahy

(22) x: —0F = —a0!,
Xt =303 — 16,05 = —a,0; + 3o, — jas0
x:  —of = -po,
x2: —doy03 - 18,03 = —ﬂzﬂ’i + 3dB; — 1B;0’

Z(22,3)plyne o, = 4, B, = a,2(22,,4) a3 = e + pd, f3 = m + 34b a rozvoj kiiv-
ky o* = 0 je tvaru

(23) y=3x?+ He+ p) x>+ ...,
z =3%ax* + }(m + 34b) x> + ...;

analogicky bychom hledali rozvoj kfivky w! = 0. Je dan

(24) x =30y + 31+ o)y + ...
z = 4cy? + ¥(q + 3eb) ¥* + -
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V tomto reperu jiZ miZeme najit rovnici svazku Darbouxovych kvadrik. Hledame
nejprve rovnici oskulagnich kvadrik (maji s plochou dotyk druhého fadu) ve tvaru

-

(r*r) + 2(Nr) + ago =0,

kde (x) znamena kvasiskalarni soutin vektort (viz [2]), pro ktery je (e; x ) =
= ay, = a;; a operator (Nr) stejn& jako kvasiskalarni soudin ma vlastnost linearity

a je zde poloZeno (Ne;) = a;,. Pro dotyk prvniho fadu plati
(25) (F+dr) + (Ndr) =0, cordavd a; =asy =0.

Pro dotyk druhého fadu plati (25) a dal$i podminka
{26) ' (dr = dr) + (r=d%r) + (Nd%r) =0.
Dosadime-li z deriva¢nich vzorct reperu a srovname-li koeficienty, dostaneme

(@)% a;y+a.as0=0,
o'o*: a,+b.ayp, =0,
(602)22 a22 + C. 030 = 0
a rovnice svazku je pak dana
(27) ax® + 2bxy + cy? + ay3z* + 2a,3xz + 2a,3yz — 2z = 0.
Z t&chto kvadrik lze vydélit rovnici svazku Darbouxovych kvadrik, za pfedpokladu,

Ze ac — b* + 0 (plocha je nerozvinutelnd) ve tvaru

cm — 2bn + ap

28 ax? + 2bxy + cy® +
28) Y Y 2(ac — b?)

cn — 2bp + aq

z —2z 4 a3;22 =0
2(ac — b?) g >

(Srovnej (1)!).

DALST SPECIALISACE REPERU
Uvazujme parametrické kfivky w? = 0, resp. @' = 0. Jejich oskulaéni roviny jsou
urleny vektory
dm = o'e, + v’e,, .
a’m = e,(d(0!) + wjo' + 0;0%) + e(d(w?) + win' +
+ 020?) + e(0'w] + v'w])

pro o? = 0, resp. pro o! = 0. Zde d(w) znadi oby&ejny diferencial formy w.
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Ptejdeme-li k lokalnim rozvojum t&chto kfivek, pak v lokalni soustavé soufadnic
jejich oskula¢ni roviny maji rovnice
cx —0z=0 pro o' =0,
ay —iz=0 pro w?*=0.

Prisecnice té&chto oskulaénich rovin ma smérovy vektor
e = (ag, ¢4, ac).

Specialisaci reperu pak provedeme tak, aby e H e,. K tomu je nutno volit ¢ = 0,
= 0 a polozime navic a = ¢ = 1. Tim jsme skon¢ili specialisaci reperu a ziskali
kanonicky reper pro plochy s danou siti S. Pro tento reper lze psat

dm = w'e, + w?,,
de, = (A" + Bo®) e, + pw’e, + (o' + bw?)e,,

(29) de, = vo'e; + (Co' + Dw?) e, + (bo' + v?) ey,
de; = (Eo' + Fo?)e, + (Go' + Lo?)e;, — [(4 + C) @' + (B + D)w?] ey,
kde
(30) A =4 2bv —=3m +p), E =k +?,
B =§—6bu—3m+gq), F =1,
C=4§-6bv—3p +m), G=e,
D=3 2bp—3q +n), L=f+p*.
Z rovnic struktury plyne
(31) Do' = (B —v)w' A @, Do?=(u - D)o’ A o?.
Pro soustavu (29) je vnéjsi soustava
dA A @' +dB A w? = @' A w*(Av + BD + F — AB — Bu — vu — Eb),
dC A 0' + dD A @* = ' A w¥uv + D* + Cv + bL— CB — Du — G),
dE A ' + dF ?=w' A w¥(—24F + Ev + FD + ED +

+ BE — Lv — Fp — CF),
dG A o' + dL ? =w' A w¥(—2CL+ 2DG + LD — Ly — AL + Gv + Eyp),

>
)

A @
du A w? =o' A w*(Ap + Cu + Dp + L— p? — Gb),
db A @® = @' A w*(24b + Cb + Db — 3B = 2bp — D + V),
dv A o' = @' A 0*(v* + bF —vD — E),
db A o' = @' A w*(—2bE —2bD +2bv +2C + A+ D — p).

Podle Bachvalovy véty [2] je soustava v involuci a feSeni zavisi na tfech funkcich
dvou argumentt (s, = 4, 5, = 3).
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OSY SITE

M¢éjme kongruenci P = M + te; a hledejme jeji ohniska. Je-li F, ohnisko, pak
z podminky dF, | e, dostaneme

o? + x0? =0, xo; =0,

z ¢ehoZ plyne jedno feSeni x = 0, coZ je bod M a druhé feSeni z podminky 1 + xu =
= 0. Pak

(33) F1=M‘—'1—e1.
H

Analogicky pro kongruenci P = M + te, je jednim ohniskem bod M a druhé je dano
1

(34) F,=M-—-e,.
v

Pfimka P = M + te; se nazyva pruoni osa sité S a pfimka uréena body F,, F, se
nazyva druhd osa sité S. Soucasné je i urlen geometricky vyznam invariantd g, v.

TORSALNI SIT

M¢&jme kongruenci P = M + te;. Rozvinutelné plochy této kongruence a ohniska
uréime z rovnic

o' +tw; =0, 0’4+ tw=0.
Vylou&ime-li t z obou rovnic, dostaneme rovnici
') + (f—k+ p2 =) o'o® - (0?)? =0

ktera na plose urluje sit kfivek, nazyvanou torsdlni siti. Pro ohniska pak obdrzime
kvadratickou rovnici

Ckf+ k> + P+ v —el)+tk+f+ v +p?)+1=0.
Tyto rovnice v koeficientech pohyblivého reperu vyjdou sloZit&jsi neZ v projektivnim
piipadé€. Je vidét, Ze ohnisko kongruence prvni osy sit€ nelezi nikdy na plose P.

Vlastnosti torsalni sité jsou pak zavislé na vlastnostech pfislusnych koeficienti uvede-
nych rovnic.

ZAKLADNI SVAZEK KVADRIK SITE

Zdkladni kvadrikou sité nazyvame tu, kter4 obsahuje dvé blizké teCny k jedné
vrstvé parametrickych k¥ivek sit€ S v bodech druhé vrstvy sité.
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Te¢na ke kfivce jedné vrstvy je ddna R = M + ae,, i < 1, 2, k ni blizkd v bodé&
ktivky druhé vrstvy je

(35) R = (M + dM) + A(e; + de,)
Rovnici kvadriky hledejme ve tvaru

(R*R) + 2(NR) + agp =0.
Pak musi byt splnény nasledujici podminky
(36) (R*R) + 2(NR) + ago =0,
(37) (R*R)+ (NdR) =0.

Dosadime-li z (35) do (36) a (37) a srovname-li koeficienty u mocnin A, dostaneme
z (36)

(38) A% (M* M)+ 2(NM) + ago =0,
Al (M xe) + (Ne) =0,
A% (e;xe) =0
a z (37)
2°: o'(Ne)) =0,
Al (e;* &) =0,

(39) 2% (e;*xe) ' + (Nej)wy =0, pro i, k=1,2, i+k.

(38) dé.Vé aoo = azo = 022 = alo = a“ = 0 az (39) dOStéVéme a23 = (113 = 0,
alz = _ba30.

Rovnici zakladniho svazku kvadrik l1ze napsat ve tvaru
(40) z—bxy+%zz=0.

Da se ukazat, Ze prunik tohoto svazku a plochy P ma teCny urCené rovnici
(41) x2+y2=0.

Sit, kterd oddéluje harmonicky parametrickou a asociovanou konjugovanou sit, je
dana

(42) (@) + (0?)? = 0.

Srovname-li (42) a (41), vidime, Ze te¢ny pronikové k¥ivky hlavni kvadriky zékladniho
svazku sit& harmonicky oddéluji parametrické tedny a teny asociované konjugované
sitg&.
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GEOMETRICKY VYZNAM NEKTERYCH INVARIANTU
Jc dana soustava rovin (R — M, e,, e;) = 0. Hledejme jeji obalku pfi pohybu
= 0. Pak charakteristika této obélky je dana rovnicemi

(43) (R—M, e, e;) =0,
dR - M, e,e;) =0 pfi o' =0.

Resenim rovnic (43) dostaneme, Ze libovolny bod charakteristiky je dén

1 2
R=M——e1+x3(e3—f+” el>,
M u

coZ Ize podle (33) zapsat pomoci

2
R=F1+X3(e3_f+u el)'
u

Tim jsme odvodili, Ze charakteristika rovin (R — M, e,, e;) = 0 pfi pohybu ! =0
prochézi ohniskem F,; kongruence P = M + te, a je sméru (— (f + p?)/u, 0, 1).
Tim jsem soucasné uréili geometricky vyznam invariantu f.

Analogicky plati: charakteristika rovin (R — M, e,, e;) = 0 pfi pohybu w? = 0 je
piimka jdouci ohniskem F, kongruence P = M + te, a ma smér (0, —(k + v?)/v, 1).
Toto uréuje vyznam invariantu k.

UvaZujme na plose vrstvu w? = 0. Najdeme vektory dm, d?m, d®m za pfedpokla-
du, Z¢e * = 0. Pak je

dm = o'e;, d’m = (w')’e;(mode,), d’m = ¢(w')’ (mod e,e;).

Potom (dm, d’m, d®m),._, = —e(0")°.

Je-li tento determinant roven nule, je uvaZovana vrstva vrstvou rovinnych kfivek.
Tedy e = 0 znamend, Ze w? = 0 je vrstva rovinnych kfivek. Analogicky ! = 0 zna-
mena, Ze vrstva w! = 0 je vrstvou rovinnou.

Z rovnice pro torzalni sif vidime, Ze podminka e = 0, resp. / = 0 znamena, Ze
jedna vrstva torsalni sit& je soucasné vrstvou parametrickou.

Vratme se k rozvoji kfivky w? = 0. Pro jeji polohovy vektor pfi nasi specialisaci
plati

m=m(x), kde x=x, y=1%ex’+ ..., z=4x2+1imx’ + ..

Pak lze najit, Ze (e,, e,, m”) = m, kde m” = (d*m/dx?),_,. JelikoZ smiSeny soutin
je pfi ekviafinnich transformacich invariantni, vidime, Ze m je rovno objemu rovno-

"

b&Znosténu urfeného vektory e;, e,, m".
Analogicky, uvaZujeme-li o rozvoji (24) kfivky w' = 0, Ize Fici, Ze q je &iseln& rovno
objemu rovnob&Znosténu uréeného vektory e,, e,, m”, kde m” = (d*m/dy?),_,.
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GEOMETRICKA CHARAKTERISTIKA REPERU

Jak bylo patrno z konstrukce, vektory e;, e, jsou ve sméru teCen ke kfivkam
uvaZované, ale libovolné sit&. Jejich vybér je uréen tak, aby priseéna kfivka svazku
zakladnich kvadrik s plochou méla te€ny uréené rovnici (41). Vektor e, uréuje smér
pruseénice oskulaénich rovin parametrickych kfivek. Vezmeme rovnici svazku
zéakladnich kvadrik ve tvaru

ay X% + 2a,,xy + 2a,3xz + azy* + 24,39z + a33z% +2a,0x +
+ 2a20y + 2a302 + aoo = 0 .
Oznacime

dyy Q2 Q33 a1ol

A = ayp 433 Az3 Ay
4 — ’

;3 Az3 433 Az
A0 Q20 430 490 |

ayy 442 43
43 =|ay; a3, a3

Q43 Gz3 Q33
Pfi afinnich transformacich plati
4, = A4(A)2 » 43 = J(A)z ’

kde 4 je determinant pfislusné afinni transformace. Tento determinant p¥i ekviafin-
nich transformacich je roven jedné. Pfisluiné determinanty jsou pak pfi dané trans-
formaci invariantni. Ze svazku kvadrik (40) lze pak vydglit tu, pro kterou plati
45 = 4,. To nastane v pfipadg, Ze v rovnici (40) je as; = —1. Stfed této kvadriky je
pak dan S = (0,0, 1). Tim je urfen geometricky vyznam normy e;. Navic plati
(e, e, e5) = 1.
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Summary

CONSTRUCTION OF THE CANONICAL MOVING FRAME OF A NET
ON A SURFACE IN THE UNIMODULAR THREEDIMENSIONAL SPACE

LiBUSE MARKOVA, Olomouc

This text provides directions for the construction of a canonical moving frame of
a surface in unimodular threedimensional space. The construction is based on joining
the moving frame to the given net on the surface just in its development stage.
Geometrically is this moving frame characterized as follows: Vectors e;, e, lie in the
tangential direction to the curves in the net considered. Their choice must be done so
that the tangents of the intersecting curve of the basic bundle with the surface at the
given point are determined by the equation

x2+y*=0.

The bundle itself is given by the equation
z—bxy+fl$z2 =0.

Let us denote determinants 4, or 4; by

Qy1 Q12 433 Ay ayy Q12 Q43

Ay = 12 Gz Gz3 Ay A = Q12 Q33 Q33
4 = ’ 3 = ’

Qg3 Gz3 G433 Q39 Q33 A3 433

Ay0 Q209 G390 Aoo

where a; = a,; are the coefficients- of the equation of the bundle. After excluding
from the bundle that quadric for which 4, = A4, its centre possesses in the local basis
the coordinates S = (0, 0, 1), which gives the choice of the vector e;. Then for vectors
of the canonical moving frame there holds (e,, e,, €;) = 1.

144



		webmaster@dml.cz
	2012-05-12T03:42:22+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




