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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 96 (1971), Praha, v

SCHWARZOVY-CHRISTOFFELOVY INTEGRALY

IvVAN NETUKA, Praha
(Doslo dne 11. prosince 1969)

1. Uvod. Bud 4, mnohotihelnik a F, konformni zobrazeni jednotkového kruhu
na vnittek 4,. Oznaéme &, = &(0, Fy). Element &, urduje jistou analytickou
funkci; oznacime ji & . Prdce je vénovdna vySetfovdni vlastnosti této funkce. Je také
mj. dokdzdno, Ze F, lze vyjadfit zndmym Schwarzovym-Christoffelovym integrdlem.
Je tedy & analytickd funkce vytvofend Schwarzovym-Christoffelovym integrdlem.

Neékteré vysledky této prdce jsou vice i méné intuitivné jasné. V fadé starSich
udebnic se setkdme s podobnymi tivahami (napf. [2]), aviak autofi ¢asto odkazuji
étendfe na geometricky ndzor a podrobné dikazy vétSinou chybi. Snahou ¢lanku je
podat pfesnéjsi a ucelené&jsi vyklad o vlastnostech funkce .

Terminologie a b&Znd oznaleni se shoduji s [1].

2. Oznadeni a definice. Symbolem E (resp. §) budeme oznacovat otevienou (resp.
uzavienou) Gaussovu rovinu. Pro M < §, ¢ > 0 znamend (M) hranici mnoziny M,
U(M, &) znati e-okoli M. Pro M = {z} piSeme pouze U(z, ¢). Pro z € §, ¢ > 0 ozna-
&ime P(z, &) = U(z, &) — {z} (prstencové okoli bodu z). Pokud nechceme vyznagit
polomér okoli, piseme jen U(z), P(z). Zejména oznadime K, = U(0, 1) (jednotkovy
kruh), K, = U(e, 1), T= S — (K, U K;) (jednotkovd kruznice).

Terminu mnohothelnik (n-thelnik) v E uZivime v obvyklém smyslu. Je zf¢jmé, co
rozumime vrcholem, stranou, mirou vnitfniho thlu a vnitfkem mnohouhelnika.
Poznamenejme, Ze vnitfek mnohouhelnika je omezend Jordanova oblast.

Zobecnénou kruZnici zde kromé kruZnice v obvyklém smyslu rozumime také pfim-
ku (k niZ potitdme bod ). Je zndm pojem symetrie vzhledem k zobzcnéné kruZnici p,
je zfejmé, co rozumime mnoZinou symetrickou vzhledem k p, ddle je zfejmé, co zna-
mend, Ze M a M’ jsou symetrické vzhledem k p. Bud D mnohothelnik, s jeho strana.
Je-li D’ mnohotuhelnik symetricky vzhledem k pfimce p obsahujici use¢ku s, D’
nazveme mnohothelnikem symetrickym k D vzhledem k s. Nékdy fikdme, Ze D a D’
jsou symetrické vzhledem k s. Rekneme, e D a D’ jsou symetrické, jestlize existuje
strana s mnohouhelnika D takovd, Ze D a D’ jsou symetrické vzhledem k s. Pfimku,
kterd s obsahuje, nazyvime pak osou symetrie D a D',

164



Didle zavedeme toto oznaeni. Bud.e n, k pfirozend disla, iy, ..., i, celd &isla
takovd, 26 0 < i; < n (j = 1,..., k). Bud p = {i,, ..., i,} posloupnost. Rikdme, Ze
posloupnost {iy, ..., iy—y, igs1s ..o i} vznikla z posloupnosti p vynechdnim &lenu i,.
Je-li i; = 0 pro v3echna j, polozme p’ = {0} Jinak necht p’ znamend posloupnost,
jez vznikla z p vynechdnim &lenti rovnych nule. Rekneme, Z7e se posloupnosti p,
q = {jy, .-~ Ji} rovnaji (piSeme p = q),je-lik = lai, = j,pror = 1, ..., k. Posloup-
nost p nazveme skupinou, jestlize p = p’ a i; # j,, proj = 1,..., k — 1. MnoZinu
viach skupin oznacime &. Skupinu obsahujici jeden ¢len nazveme sudou, je-li tento
¢len roven nule. Ostatni skupiny obsahujici jeden &len nazveme lichymi skupinami.
Je-li k sudé, fekneme, Ze skupina {iy, ..., i,} je sudd; je-li k liché, k > 1, pak tuto
skupinu nazveme lichou skupinou. Bud p = {iy, ..., i;} posloupnost. Bud k, = 0
a budte m = O celé, k,, ..., k,,, pfirozend Cisla takovd, 7e k; < ... < k., = k
azzpro kj+1<jskyqjei;=i,, (I=0,...,m). Pro r=1,..,m+1
polozme g, =0, pokud k, — k,_, je sudé, q, = i, , pokud k, — k,_, je liché. Posloup-
nost {qy, ..., gu+1} 0znatime p. Je-li p = {iy, ..., i} posloupnost, definujeme pro
s =0,1,... posloupnosti p, takto: p, = p; je-li definovdno p, pro s = 0, poloZme
Ps+1 = pl. Ziejmé& existuje t = 0 celé tak, Ze p, = p,,,. Potom poloZime
[ii, ...ix] = p,. Snadno nahlédneme, Ze [iy, ..., i;] je skupina.

V dal$im bude 4, znamenat libovolny, pro nage uvahy pevné zvoleny, mnoho-
uhelnik. Budte 44, ..., 4, jeho vrcholy, sy, ..., s, jeho strany, a7 necht je mira vnitfni-
ho uhlu 4, pti vrcholu A;. Pro v§echna i = 1, ..., nje 0 < a; < 2; pfedpoklddejme,
Ze o; + 1 pro v8z=chna i. PoloZme A,,,; = 4y, Ay = A4,, s; necht znamend stranu
AiA;yq; ddle klademe s, = s;, 5o = S, ProtoZe vnitfek 4, (znalime Int 4,) je
omezend Jordanova oblast, md smysl mluvit o pfirozzném uspofdddni trojice bodu
z hranice této oblasti. Pro urcitost budeme pfedpoklddat, Ze oznaceni je zvoleno tak,
%z trojice bodt {4;_{, 4;, A;+} (pro i = 1,..., n) je pfirozen& uspofdddna vzhledem
k Int 4,. (Dzfinice viz [1].)

Pro skupinu {i, ..., i} budeme definovat mnohouhelnik 4;,_; ndslzdujicim zpd-
sobem. MnohouhzInik 4, je definovdn. Pro iy = 1, ..., n bud 4;, mnohotihelnik
symetricky k 4, vzhledem k s;,. Vrchol (resp. stranu) 4;,, ktery je symetricky k 4;
(resp. s;) vzhledem k ose symetrie 4, a A, nazveme vrcholem (resp. stranou) typu j
(j = 1,..., n). Predpoklddejme, 72 k 2 1 a Ze mdme definovdn pro kazdou skupinu
{i\, ..., iy} mnohothelnik 4; . typ jeho strany a vrcholu. Bud i, takové, Ze
{iy, ...y ixsq} Je skupina. Potom bud 4;, . ;.., mnohouhelnik symetricky k 4,
vzhledem k strang typu i,,, mnohothelnika 4;, ;. Vrchol (resp. stranu) 4;,_;,
ktery je symetricky s vrcholem (resp. se stranou) typu j mnohothelnika 4;, _;, vzhle-
dem k ose symetric mnohouhelnikd 4; ; a 4; ., nazveme vrcholem (resp.
stranou) typu j (j = 1, ..., n). Takto jsme ptitadili kaZdé skupin& prdv& jeden mnoho-
thelnik v E. Poznamenejme, Zz2 toto pfifazeni neni obecné prosté.

Systém v§ech mnohotuhelnikt 4;, _;,,kde {i,, ...y i} € ¥, nazveme pokrytim pfislus-
nym k 4, a oznalime £. Bud P mnoZina vSech bodu, které patfi do nékterého mnoho-
thelnika z £.
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Snadno zjistime, e mira vnitfniho ihlu mnohothelnika 4;,...;, Pfi vrcholu typu j
je a;m. Strana typu j (j = 1, ..., n — 1) obsahuje vrcholy typu j,j + 1, strana typu n
vrcholy typu n,1. Déle je zfejmé, Z¢ mnohothelniky 4;, ;, @ 4p,. s, j- 173 rovnéz
mnohouhelniky 4;, ; a 4. .7 (J = 2, ..., n) maji spole¢ny vrchol typu j. Analo-
gické tvrzeni plati pro vrchol typu 1.

Budeme definovat, co rozumime hvézdici mnohouhelnikd. Bud {i,, e ik} e
a 1 <i £ n. MnoZinu vSech mnohouhelniki A4, ., .. kde r je pfirozené Cislo
a ixy; se rovnd bud i — 1 nebo i (resp. n nebo 1) (I =1,..., r), nazveme hvézdici
mnohothelnikéi typu i (resp. 1) uréenou mnohouhelnikem 4;, ; a oznafime
R(4;,....) (resp. #4(4,,....,))- Ten vrchol 4;, _,,, ktery je typu i, nazveme stfedem této
hvézdice, vnitfni Ghel 4;, _; pfitomto vrcholu thlem této hvézdice. Snadno zjistime,
e je-li 4;,. ;€ R(4i,.4)s J& 4Ai,..;, € R(4;,..;,) a tedy definice hv&zdice nezdvisi na
bliz8im uréeni mnohothelnika, ktery ji uréuje. Budeme proto misto 2(4;,. ;) psat
pouze #;. Z vySe napsaného plyne, Ze definice stfedu a uhlu hv&zdice nezdvisi na
tom, kterym mnohothelnikem z %; je %, urena a Ze mira uhlu hvézdice typu i je a;x.

Oznadme £ mnoZinu vSech hvézdic. Na této mnoZin€ definujeme relaci ¢ takto:
fekneme, Ze #; ¢ %; tehdy a jen tehdy, je-li i = j a existuje 4 € #} N #;. Snadno
dokdZeme, Ze relace g je rovnost. Misto %} ¢ %7 budeme psit #; = #;.

JestliZe existuje q pfirozené tak, Ze hvézdice %, obsahuje pravé q riznych mnoho-
thelnikd 4;, ;,, kde {i,, ..., i,} je sudd skupina, fekneme, 7e &, je g-znacnd. Jestlize
takové g neexistuje, fikdme, Ze #; je co-znaénd. .

O pokryti 2 fekneme, Ze je skoro disjunktni, jestliZe plati:

Ae?, AeP, IntAdnIntd' £0=>4=4".

2 nazveme sudym skoro disjunktnim pokrytim, je-li 2 skoro disjunktni pokryti,
pfiéemZ poéet riznych mnohouhelnikti kazdé hvézdice je sudé &islo.

Koneéné definujeme redlnou funkci T proménné x takto: je-li x raciondlni, pak exis-
tuje prdvé jedna dvojice nesoudélnych celych &isel p, g tak, Ze ¢ > 0a x = p/q; pro
takové x poloZme 7(x) = g; pro x iraciondlni bud z(x) = oo.

3. Lemma. Bud D mnohotihelnik, s jeho strana. Bud D' mnohouhelnik symetricky
k D vzhledem k s a bud t strana mnohouhelnika D'. Oznaéme D" mnohouhelnik
symetricky k D' vzhledem k t. Potom existuje linedrni zobrazeny ¢, takové, Ze

(po(D) = D” .
Bud {i,, ..., i,} sudd skuﬁina. Potom existuje linedrni zobrazeni ¢ takové, Ze
(p(AO) = Ail...ik L)
pficem# @(A,) je vrchol typu i mnohothelnika 4;,. ;..

Dikaz. Bud p, (resp. p,) pfimka obsahujici s (resp. t). Vime, % existuje linedrni
zobrazeni @, takové, Ze ¢1(py) je redlnd osa. OznaCme @1(p2) = ps. Potom je p,
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pfimka a existuje linedrni zobrazeni ¢, takové, Ze @,(p;) je redlnd osa. PoloZzme

03(2) = 03(¢01(2)), @0 = (¢1)-1 * (¢2)-1 * @3. Snadno zjistime, Ze @3 je linedrni
zobrazeni a ¢ je hlzdané zobrazeni.

Pomoci ¢, sestrojime indukci podle k zobrazeni ¢. Z konstrukce ¢, plyne snadno
tvrzani o typu vrcholu.

4. Poznamka. Ponechme oznafeni minulého lemmatu. Nechf strany s,t obsahuji
jediny spoleény bod A. (Je tedy A4 spole&nym vrcholem mnohouhelnik D a D”).
Necht ¢o(z) = cz + b. Potom snadno zjistime, Ze ¢ = exp (¢ . 2nla), kde'e = 1 nebo
¢ = —1 a an je mira vnitfniho Ghlu mnohotihelnika D pfi vrcholu 4. Odtud plyne:
Je-li Z; hvézdice, A jeji stfed a r délka nejkratsi strany 4,, R mnoZina v§ech bod
patficich do n&kterého mnohothelnika z #;, potom U(4, r) = R.

5. Véta. Bud o; n mira tthlu hvézdice &, typu i. Pak je ®; 1(«;)-znaénd.

Dikaz. MiZeme pfedpoklddat, Ze stfed hvézdice splyvd s poédtkem. Bud 4 € #;
mnohothelnik se sudou skupinou. Pro m celé poloZime

¢n(z) = (exp (2rima;)) z .

Z poznamky 4 snadno plyne, Ze kdyZz 4! € #; je mnohouhelnik se sudou skupinou,
existuje celé m tak, ze 4! = ¢,,(d4). Odtud, z definice zna&nosti hvézdice a definice ¢,
a definice 7(a;) jiz ditkaz snadno dokongime.

6. Lemma. Existuje ¢ > 0 takové, Ze U(4, €) = P pro kaZdé A e 2.

Dikaz. Zvolme 4 € #. Oznaéme t; stranu 4 typu i, 4° mnohothelnik symetricky
k 4 vzhledem k t;, K’ bud kruh, jehoZ stfed je vrchol 4 typu i a jehoZ polomér je
mens§i neZ polovina nejkrat3i strany A. Ztejmé existuje € > 0 tak, Ze pro kazdé i =
=1,..,n je U(t, &) c 4u 4" uK uK'*'. (Klademe oviem K"*! = K'.) Tvr-
dime, Ze pro toto & je U(4, &) = P. Je-li z € U(4, &) N 4, je zfejmE z € P. Bud tedy
zeU(4,¢) — 4 a necht nejprve pro n&jaké i je z € K'. Pak oviem podle poznim-
Ky 4 patii z do nékterého mnohotihelnika hv&zdice typu i, uréené mnohothelnikem 4,

tedy opét z € P. Je-li ze U(4, &) — (4 u U K?), existuje x € 4 takovy, Ze o(z, 4) =
i=1

= 0(z, x) (¢ je kartézskd metrika v E). Pro n&kferé j je zfejmé x e t;. Potom je
o(z, t;) < e atedy vzhledem k volb& ¢ je z € 4’ = P. Z toho, jak jsme sestrojili &islo e,
snadno plyne, Ze pro kazdé 4 € 2 je U(4, ¢) < P.

7. Lemma. Plati tato tvrzeni:
1. E=P.
2. Existuje nekonecné mnoho riiznych mnohouhelnikit z P se sudou skupinou.
3. Existuje nekonecné mnoho riznych hvézdic typu i (1 £ i < n).
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Dukaz. 1. Sta&i ukdzat, Ze #'(P) N E = 0. Pfedpoklddejme, Ze tomu tak neni a bud
z € #(P) n E. Bud ¢ &islo zlemmatu 6. Potom P 1 U(z, €[2) + Qa tedy existuje 4 € 2
tak, 72 4 N U(z, ¢/2) * 0. Podle lemmatu6 j> U(z, ¢/2) = U(4,¢) = P, co neni
moZzné, nebot je z € H#(P). '

Predpokldddme-li, Ze neplati 2, snadno odvodime spor s 1. TotéZ pro tvrzeni 3.

8. Véta. Pokryti P je sudé skoro disjunktni tehdy a jen tehdy, je-li A, bud obdélnik
nebo rovnostranny trojuhelnik, nebo pravouhly rovnoramenny trojihelnik, nebo
pravotihly trojithelnik, jeho? jeden hel md miru /3.

Dukaz. Nechf £ je sudé skoro disjunktni pokryti. Bud £, hvézdice typu i. Proto-
Ze R; obsahuje sudy pocet rdznych mnohothelnikd, pro vhodné pfirozené Cislo x;
je 2x;m = 2m. ProtoZs a;m = x; 'n je mira vnitfniho thlu mnohothelnika, plati,
jak vime z elementdrni geometrie,

(1) i;xi_l=n—-2.

ProtoZe «; * 1, je x; = 2. Elementdrn€ dokdZeme toto: Pro n > 4 neexistuji x; = 2
pfirozend, kterd vyhovuji (1). Pro n = 4 vyhovuje jedind &tvefice (2, 2, 2, 2). Pro
n = 3 vyhovuji pouzz trojice (3, 3, 3), (2, 4, 4), (2, 3, 6) (a jejich permutace). Protozz
jeo; = x; ', plyne odtud, Ze 4, je n&ktery z mnohouhelnik & uvedenych v tvrzeni véty.

Je zndmo, Ze pokryti pfislu$nd t€mto mnohouhelnikim jsou skoro disjunktni
a snadno se pfesvéd&ime, Ze jsou to sudd skoro disjunktni pokryti.

9. Oznadeni. Bud 4 libovolny mnohouhelnik. Jeho vrcholy oznaéme A',..., A"
a polozme A"*! = A!. Necht proi = 1,...,n je A’A**! strana 4. Protozz Int 4 je
Jordanova oblast, existuje homeomorfni zobrazzni f kruhu K, na 4, které zobrazuje
konformné¢ K, na Int4. Oznatme o' =f_,(4%), (a',a'*!) =f_,(4" 4'*Y) -
—{d\,a"""}, @' =K, UK, v (d',a"""). Ziejm¢ a’eT (i=1,...,n), a""' = a'
a Q' je oblast. .

Funkci g, z ndsledujiciho lemmatu budeme nazyvat pokraovanim f ptes (a’, a'*?).
Analogicky definujeme pokradovdni pfes (a’, a'*!) pro funkci f v K,.

10. Lemma. Bud 1 < i < n. Potom existuje funkce g holomorfni v Q' takovd, Ze
g ] K, =f. Oznaémeg, = ¢ 'Kz- Potom je g, konformni zobrazeni K, na vnitfek
mnohotihelnika A’ symetrického k A vzhledem ke strané A'A'*'. Funkce g nabyvd
své hodnoty v ka¥dém bodé z e Q' jednondsobné. Specidlné: je-li ze Q' N E, je
g'(z) £ 0.

Dukaz. MnoZina Q' je zfejm& symetrickd vzhledem ke kruZnici T. V [6] je dokd-
zdn tzv. Schwarziv princip zrcadleni pro zobecnéné kruZnice. Z této véty plyne snadno
existence funkce g. Funkce g, je zfejmé prostd v K, a tedy je g, konformni zobra-
zzni K, na mnoZinu symetrickou k Int 4 vzhledem k ose symetrie 4 a 4’, tedy na
Int A’; to vyplyvd z citované véty.
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DokaZme, Ze g nabyvd své hodnoty jednondsobné& v kazdém bodg z € Q'.

Je-li ze K, U K,, pak je tvrzeni sprdvné, nebot g | K, a g | K, jsou konformni
zobrazeni. Bud z, € (a’, a'*1). Predpoklddejme, Ze pro toto z, neni tvrzeni spravné.
Potom existuje p = 2 ptirozené tak, ze g nabyvd své hodnoty g(z,) = w, p-ndsobné.
Podls zndmé véty existuje g, > 0 tak, Ze pro kazdé ¢ € (0, &) existuje & > 0 tak, Ze
ke kazdému w € P(w,, 0) existuje prav& p riznych bodd z; € U(zo, €) tak, zz g(z;) =
= w. Zvolme &€ (0, &) takové, aby U(zo,¢) = Q'. Ziejm& existuje w e P(wq, 0)
takové, 722 we d — 4’. Pro toto w existuji z;e U(zo, &) (j = 1,..., p) takové, zs
g(z,) = w, a protoze g(U(zo,€) nK,) = 4', je z;€U(zg,8) N K, a tedy neni g
prostd v K,, coZ je spor.

Funkce g tedy nabyvd své hodnoty jednondsobn& v kaZdém bodé z Q'. Odtud
a z2 zndmé véty plyne tvrzeni o derivaci.

11. Oznaéeni. Nechf 4, znamend mnohothelnik z 2. Necht F, je jisté, pro dalsi
tvahy pevné zvolené, homeomorfni zobrazeni K, na 4,, které konformné zobra-
zuje K, na Int 4,. Oznatime F, = Fy | Ky, (Fo)-, (4)) = ay, (a;, a;41) = (Fo)-1 -
A(A4;4,) — {as, a;4,} (i = 0, ..., n). Ziejmg jsou a; rizné body z T (i = 1, ..., n)
aje ap = a,, a,4, = a;; ze zndmych vét plyne, Ze trojice bodd {a;_,, a; a;,,} je
(pro i =1,..., n) pfirozené uspofdddna vzhledem ke K,. Ddle oznalime Q; =
=K\ UK,U(asa;yy) (i=1,...n), 2=5 - {a,,...,a,}. Pro z€Q bud o(z)
takové redlné &islo, Ze U(z, o(z)) je maximdlni kruh o stfedu z leZici v Q.

Bud {iy, ..., i;} skupina. Budeme nyni definovat funkce F;, ;.- Funkce F, je defi-
novéna; bud F; pokragovéni F, pfes (a;, a;4,) (i = 1,..., n). Podle 10 je F; konform-
ni zobrazeni K, na vnitfek mnohotihelnika symetrického k A4, vzhledem k s,, tedy
na Int 4;.

Bud {i,, ..., ,} sudd (resp. lich4) skupina. Necht je definovdna funkce F;
a necht F; , je konformni zobrazeni K, (resp. K,) na vnitfek 4;, ;. Bud iy,
&islo takové, ze {iy, ..., iy, 1} je skupina. Potom bud F;, _,, ,, pokradovdni F; _, pfes
(@ips s Biyy,+1)- Funkee F; ;. je tedy definovdna v K, (resp. v K;).

Ozname F;, ; homeomorfni rozsiteni F i1...i, Na uzdveér defini¢niho oboru.

Budl <i < n{i,..., i} € .V Q,definujeme funkci F},_, takto:je-li {is, ..., i}
sudd (resp. lichd) skupina, poloZzme

1eeik

Fi = Fi,...ik v K;u (aia ai+1) (resp. vK,v (ai’ a4+ 1))
el TN Frivoinn vV K, (resp. vK))

12. Poznamka. Z naSich definic a z lemmatu 10 plyne okamZité toto tvrzeni: Bud
{i1, ..., i} sudd (resp. lichd) skupina. Potom je F;, _, homeomorfni zobrazeni K,
(resp. K;) na 4;, _;,, které konformng zobrazuje K, (resp. K,) na Int 4;, ;.. Z lemma-
tu 10 plyne, Ze funkce F; _; je holomorfniv @, a md viude v Q; n E derivaci riiznou
od nuly a v co nabyvd své hodnoty jednondsobnég.

Dile indukci snadno dokdZeme, Ze F;, ,;(a;) je vrchol 4, typui(i =1,...,n).
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13. Lemma. NeCht’f je konformm’ zobrazeni Kl (resp. Kz) na vnitfek mnoho-
tihelnika A, bud f homeomorfni rozsifeni f na K, (resp. K,). Bud A vrchol A, an bud
mira vnitiniho “hlu A pfi tomto vrcholu (0 < & <2, o % 1) a bud a = J_,(A4).
Bud e > 0. '

Neexistuje funkce g meromorfni v U(a, ¢) takovd, Ze f = g v U(a, &) n K, (resp.
U(a, £) N K;).

Dukaz. Pro B e <0, 2n), w € E oznaime
Ry={zeE; z=rexp(if), r 20}, Ry(w)={z'€E; 2’ =z +w, zeRy}.

Zvolme 6 > 0 tak, aby v P(A, 0) neleZely Zidné vrcholy 4. Ztejmé existuje otevieny
interval J < <0, 27) takovy, Ze pro fe J je Ry(A) n P(A,0) n 4 = 0.

Tvrzeni dokdZeme nejprve pro K. Oznaéme G, = Int 4 n P(4, ), G, = f_,(G,).
Mnotzina G, je oblast a jeji hranice obsahuje oblouk C kruZnice T, uvnitf kterého lezi
bod a. Pro z € G, poloZime f(z) = f(z) — A.

Necht Log, z = Ig |z| + i Arg, z, kde Arg, z je ta hodnota argumentu z, kterd
lezi v (B — 2m, B). (Pak je Log, jednozna€nou vétvi logaritmu v E — R,). Na mno-
Ziné G, vySetfujeme funkci
(2) hy = exp * (¢~ ' Logy) *f, PeJ.

Z teorie konformniho zobrazeni vime, Ze h, zobrazi G, konformn& na pulkruh M.
Oznaé¢me ﬁ,, spojité rozsifeni h; na C. Ztejmé je ﬁ,,(C) obsaZena v priméru pilkru-
hu M a hy(a) = 0. Podle Schwarzova principu zrcadleni pro zobecnéné kruZnice
existuje funkce gz holomorfni v jistém okoli U,(a), pro niz g, = hy na (G, U C) N
N U,(a). Je tedy g4(a) = 0. Analogicky jako v lemmatu 10 dokdZeme, Ze gj(a) + 0.
Je v3ak ziejmé, Ze pro B, f' € J je hy = hy. na G, a tedy podle véty o jednoznaénosti
je také gz = g4 v Uy(a). Zejména tedy hodnota gy(a) = y nezdvisi na volb& e J.
Zvolme nyni B € J tak, aby y ¢ R,. Pro toto f piSme misto h,, g4 pouze h, g. ProtoZe
g(a) = 0, g'(a)-* 0, existuje funkce &, holomorfni v U,(a) takovd, ze ®,(a) + 0
a g(z) = (z — a). &,(z) pro ze Uj(a). Déle je ®,(a) = g'(a) a tedy ®,(a) ¢ R;.

JestliZze M n Ry = 0, polozme M, = M. Jinak nechf M, je jedna ze dvou kom-
ponent mnoZiny M — R,. MnoZina M, je oblast. Je tedy také G; = h_ (M) oblast, je
ae #(G;) a na G, je definovdna funkce exp * o Logg * h = exp * o Log, * exp *
* ! Log, * . Posledni rovnost plyne z (2). Pro kaZdé z € G; existuje celé &islo k(z)
takové, Ze

exp (« Log, (exp (™! Log, f(2)))) = F(z) exp (2nia k(2)) -

Protoze na G, je f(z) + 0 a G, je souvisld, existuje d, € E tak, Ze pro z € G; je
exp (2mia k(z)) = d,(+0). Pro z € G, tedy plati .

f(z) = di* exp (« Log, h(z))
a tedy na oteviené (a zfejm& neprdzdné) mnoZin& G, N U,(a) je

(3) f(z2) = A + di ' exp (2 Log, [(z — a) #1(2)]) -
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Upravme pravou stranu posledniho vyrazu. Zfejmé existuje komponenta G4 mno-
ziny G; nU,(a) — Ry(a) takovd, Ze ae G,. Protoze ®,(a)¢ R, existuje okoli
U,(a) = Uy(a) tak, Ze funkce exp * (¢ Logg) * ®, je holomorfni v U,(a). Podobng&
jako nahofe zjistime, Ze existuje d, € E — {0} tak, Ze pro ze G, n U,(a) + 0 je

©) exp (x Log[(z — a) #,(2)]) =
= d, exp (« Log, (z — a)) exp (x Log, @,(z)) .
Pro z € U,(a) poloZme

(5) ®,(z) = df’fiz exp (« Log ®4(2)),

ddle oznaime G5 = G, n U,(a). G5 je oteviend neprézdnd mnoZina, a € G5 a pro
z € G podle (3), (4), (5) plati

(6) f(z) = A + ®@,(z) exp (« Logy (z — a)) .

ProtoZe o neni celé, nelze funkci exp (« Log, (z — a)) meromorfné rozsifit na zddné
okoli bodu a. Odtud snadno nase tvrzeni plyne.

Bud nyni f funkce v K,. Bud B vrchol 4 takovy, Ze AB je strana 4, bud b = f_,(B)
a bud koneén& f, pokracovdni f pfes (a, b). Potom je f, funkce v K, a spliluje pfed-
poklady prdvé dokdzaného tvrzeni. Nyni na f, aplikujeme prvni &ast dikazu.
Lemma je dokdzdno.

14. Poznamka. Necht f je funkce v K, z lemmatu 13. Ze vzorce (6) vypoltem zjisti-
me, Ze existuje funkce @ holomorfni v jistém U(a) takovd, Ze pro z € K; n U(a) je

F@_t=1 .
f(2) z—a+¢()

15. Oznaéeni. Bud z,€ Q. Bud 1 < i < na {iy, ..., iy} takovd skupina, Ze je defi-
novdna Fj _,(z,). (Je tedy z, € Q,.) ProtoZe Q; je oteviend, existuje okoli U(z,),
v némZ je funkce F} , definovand, a podle poznimky 12 holomorfni. Je tedy

(zo, Fi,..;) analytickd dvojice. Element ureny touto dvojici oznagime
(7 &(z0, Fi,..i) »

stfed elementu & ozna&ime s(&), jeho hodnotu h(&). Zavedeme tuto umluvu: jestlize
budeme mluvit o elementu tvaru (7), nebudeme zdiraziiovat, Ze pfedpokldddme
zg € Q a Ze je definovéno Fj,_,(z,).

Je-li @ kiivka, budeme oznalovat p.b. ¢ (resp. k.b. @) po&dtetni (resp. koncovy)
bod ¢. Symbol {¢) znamend geometricky obraz ¢.

Konegn& oznatime & (podrobn&ji #(4,, F,)) mnoZinu viech elementi tvaru (7).

16. Lemma. Je-li &, € #, &, € &, je &, pokracovdnim &, v Q.
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Dukaz. Oznaéme &, = &(zo, Fo), 2o € K. Zfejmé stali dokdzat, Ze kazdy element
& = 8(z, F . ,k)eﬁ je- pokradovdanim &, v Q. Toto tvrzzni dokdZzme indukci
podle k.

Bud 1 < i < n. Bud nejprve 1 < iy £ n, z€ Q, Mdme ukdzat, 2z § = &(z, F})
j2 pokratovdnim &, v Q. To oviem vyplyvd z toho, 2z F| |K, = F; = Fj | K,
a Fy | Ky = F,. Necht pro jisté r 2 1 plati: pro kazdou skupinu {i,, ..., i,}, kazdé i
a kazdé z’eQ, je & = &(z', Fi, ;) pokraéovénim &y v Q Bud {ji,....j,+1}
libovolnd skupina, 1 £j<n, & = é”(z" . h“) Bud nejprve {ji,....j,+1}
sudd skupina. Potom FJ, ;  |K, =F; ., = Fi*4 | K;. Odtud a z indukéniho
pfedpokladu plyne, Zz &” je pokracovdnim 6"0 AESTIRY P 1} lichd skupina, je
F’ |K, = F; = F I+, | K, a tvrzeni j: tedy opet spravné.

Jt.. Jr+l Jreejrea

17. Lemma. KaZdy & € & md pokracovdni podél kazdé krivky ¢ v Q, pro niz
s(&) = p.b. ¢, pFicem? prislusny Fetéz elementii podél ¢ se sklddd jen z elementii
tvaru (7).

Dikaz. Protoze zddny z bodt a, ..., a, neleZi na (@), existuje pro kazdé ¢ z inter-
valu (a, B>, na némz je ¢ definovdna, interval J(1) otevieny v {a, f> a obsahujici
bod t tak, Z: @(J(t)) = U(e(1), o(¢(1))). Protoze <, B> je kompaktni, existuji body
a=Ty <..<T, =ptak,Zzprokaidéj = 1,...,rjz {Tj_,, T;) obsaz:n v n&kte-
rém intervalu J(t;). Oznadime-li o' ; = U((t,), o(¢(t;))), bude tedy o({T;-y, Tj>) =
< X';. Kruhy o, ..., A, tvofi fetéz. Nyni budeme definovat v ¢"; funkci G;.

Necht & = &(o(x), Fi,. ;). Ziejmé existuje j takové, zz | = Q. Protoz: ¢(a) €
€ Ay, je () € Q; a tedy zfejmé existuje skupina {jy, ..., j,} tak, Ze Fi_, = FJ “
v jistém U(¢(«)). Funkce F/ ; je ovizm definovdna v Q,, tedy z:jména v bod& ¢(t,).
Potom bud G, kanonickd funkce elementu &(¢(t,), FJ, . ,r) Piedpoklddejme, Zz jsou
definovény funkce Gy, ..., G,,_,, pfi¢emz G; je kanonickd funkce elementu o stfedu
o(t;)(j = 1,..., m — 1);definujme G,. Budz € K ,_; O A najtakové, zs A, Q.
Protoz: ze X', j: z€Q; a zfejmé existuje skupina {ji,...,j;} tak, ze G4 =
= Fi _;, vjistém U(z2). J., oviem ¢(t,) e Q; a tedy je definovdno Fi  i(o(t,))- Pak
bud G, kanonickd funkce elementu 6’(<p(t,,,) Fj, ;). Potom je {Gy,...,G,} fetéz
meromorfnich funkci a systém elementt & = &(¢(t), G)) pro te<T;_, Tj), j =

¥

= 1, ..., r, tvofi fet&z podél ¢. Je ziejmé, Ze kazdy element tohoto fetézu m4 tvar (7).

18. Lemma. Zddny element & € F nemd pokracdovdni podél kfivky ¢, pro niZ
p.b. ¢ = 5(&) a a;€ (@) pro nékteré j = 1,...,n

Dikaz. Necht ¢ je definovdna na (a, B). Pfedpoklddejme, Zz existuje fetéz
elementl podél ¢, jehoZ prvnim elementem je &, pfi€emzZ pro nékteré j je a; € {@).
Bud ¢, nejmenti &islo, pro n&Z je ¢(t,) rovno n&kterému a;. Oznaéme ¥, kanonickou
funkci elementu &%, X", kruh tohoto elementu. Zvolme t, € {«, t,) tak, aby element
(pi¥me ho v kanonickém tvaru) & = &(¢(t,), P,) byl pfimym pokraovdnim &*.
ProtoZe ¢ { {a, t;) je kfivka v Q, je podle lemmatu 17 fetéz podél této kiivky tvoien

172



elementy tvaru (7). Bud ', kruh elementu &". Zfejm& alespoii jedna z mnoZin
M=K ,nAynAHy, My = K, n Ky A je neprazdnd. Necht je to napfiklad
M,. Zizjm€ je ®; = F, . pro jistou skupinu a ddle je v M,

(8) @, =F

[P T

Podle poznamky 12 je F; ,; konformni zobrazzni K, na Int4, ,, pfiCemz
F;, ..(o(to)) je vrchol mnohothelnika 4;, ;. Z (8) a z lemmatu 13 dostdvdme spor.
Obdobné postupujeme v ptipadg, ze M, + 0.

19. Oznaleni. Je-li F* analytickd funkce, oznatime D(F*) (resp. H(F*))
definiéni obor F* (resp. obor hodnot F*). Ddle oznalime W mnoZinu vizch
vrcholt mnohothelniki z pokryti 2, které nejsou obsaZeny ve vnittku Zddného
mnohothelnika z £ ani uvnitf Zddné strany Zddného mnohouhelnika z 2.

20. Véta. & je analytickd funkcev S.VSechny elementy funkce & jsou holomorfni
a prosté. F je neomezené pokracovatelnd v Q. Je D(F) = Q a H(F) = E — W.

Diuikaz. Z lemmatu 16 a 17 plyne, Zz & je analytickd funkce. Z definice & a po-
zndmky 12 plyne druhé tvrzeni. Z lemmatu 17 plyne, Ze & je neomezzné€ pokracova-
telnd v Q, z lemmatu 18 plyne, zz2 D(#) = Q. Z pozndmky 12 a z prvniho tvrzeni
lemmatu 7 je vidét, Z: H(#) = E — W.

21. Poznamka. ProtoZe &(0, F) € &, je & analytickd funkce uréend konformnim
zobrazenim jednotkového kruhu na vnitfek mnohothelnika. ProtoZe je & neomezené
pokradovatelnd v K, md podle véty o monodromii v K, pouze jednoznacné vétve.
Je tedy, jinymi slovy, & analytickd funkce, jejiz jednou vétvi v K, je konformni
zobrazeni K, na vnitfek mnohothelnika 4,.

22. Lemma. Budte {iy, ..., i\}, {j,....ji} sudé skupiny; bud z e K,. Bud &, =
= &(z, Fi,..0), 62 = E(2,F;,. ;) K tomu, aby &, = &,, je nutné a staci, aby
A4 a splyvajici vrcholy byly téhoZ typu.

1eeeik
ifeie Aj1...j1 .
Diikaz. Ze podminka je nutnd, plyne z pozndmky 12. Nechf je podminka spln&na.
Podle pozndmky 12 jsou F;,_; a F;, ; konformni zobrazeni na tentyZ mnohouhel-
nik. Oznadme A’ = F; . (a;) (i = 1, ..., n). Z pozndmky 12 a pfedpokladu o typu
vrcholu plyne, Ze také F; }(a;) = A" ProtoZe n 2 3 a trojice {a,, a,, a;} je pf¥iro-
zen® uspofdddna vzhledem ke K a F;, _; je konformni zobrazeni, je trojice {A‘, A2,
A?} pfirozen¥ uspofdddna vzhledem k Int 4;, ;. Podle zndmé véty existuje prdvé
jedno homeomorfni zobrazeni @ kruhu K, na 4; ;. konformni na K, takové, Ze
®(a;) = A' (i = 1,2,3). Je tedy nutn& F, _; = F; ; na K;, tedy & = &,, coz

jsme méli dokdzat.
23. Véta. &F je presné co-znacnd.
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Dikaz. Podle véty 20 je & neomezené pokraovatelnd v Q, tedy je v Q bud
pfesné& p-znaénd pro né&jaké pfirozené p, nebo pfesn& co-znand. Stadi tedy ukdzat,
ze n&jaky bod z°Q je sttedem nekone&n& mnoha riiznych elementii. Zvolme z, € K ;.
Vizchny elementy & o sttedu z, jsou tvaru &(zo, Fy,. ;). kde {i,, ..., i;} je sudd
skupina. Kdyby existoval pouze konedny pocet riznych elementt & o stiedu z,,
existovalo by podle lemmatu 22 pouze kone¢né mnoho riiznych mnohothelnikii se
sudou skupinou. To by oviem byl spor s druhym tvrzenim v lemmatu 7.

24. Poznamka. ProtoZe & je neomezené pokracovatelnd v Q, nemd & v Q Zddné
singuldrni body. Z lemmatu 18 plyne, Ze a, ..., a, jsou (isolovanymi) singuldrnimi
body &#.

Zvolme jisté i a vySetfujme & v prstencovém okoli P(a;) bodu a; takovém, Ze
v ném je & neomezené pokrafovatelnd. Je zndmo, Ze klasifikace singuldrnich bodt
nezdvisi na blizsi volbé tohoto okoli.

Bud &, v&tev & v P(a;) urend elementem &(zo, F;, ;). Jak vime, pokraovdni
podél uzaviené k¥ivky v P(a;) zdvisi pouze na indexu bodu a; vzhledem k této kiivce.
Odtud a z nasich definic snadno vyplyvd, Ze plati: Bud &,(z, G) element F o stfedu
v P(a;) — T. Potom &, € & prav& kdyZ G = Fp;, i i, ..insip Kde igis je bud i
neboi — 1(s = 1,..., I). (Je zfzjmé, jak budeme modifikovat toto tvrzeni pro pfipad
i=1)

Bud nyni & | libovolnd vétev # v P(a,) urlend elementem &(z, F,, ;). Vétvi F,
ptitadime hvézdici £} typu i uréenou mnohouhelnikem 4, Z definice a z vyse
napsaného plyne: je-li z € P(a;), potom

1eeeiic’

&(z, F;. ;)eF <4 eR!.

1eeedl J1edi

Snadno zjistime toto: je-li #* hvézdice typu i, existuje vétev F* funkce F v P(a;),
které je pfifazena Z*.

25. Lemma. Bud & ; vétev & v P(a,-). BudR} hvézdice pFifazend F ; podle pozndm-
ky24(j = 1,2). Potom &F | = &, tehdy a jen tehdy, je-li R} = R?.

Dikaz. Je-lli &, = &,, pak z predpokladu & = &(z, F; ;) e F, plyne, Ze
& € F,. To oviem znamend, Ze 4, , € & n &7, ¢&ili, podle definice, #; = #7.

Je-li B} = #2, pak existuje 4, , e #; N R:, tedy &(z,F;, )e F, nF,(z€
€ P(a;) — T) a odtud plyhe, Ze F, = F,.

Lo

26. Lemma. Bud F | vétev F v P(a;). Potom je & , pfesné t(«;)-znacnd.

Dikaz. Bud z, € K, n P(a;). Stagi zfejm& dokdzat, Ze existuje pravé t(«;) riznych
elementdt funkce #; o stfedu z,. Poznamenejme, Ze z pfedpokladu 4;, ; €%,
4. 5.€R;, {iy, ..., i} arovn&Zz {j,, ..., j;} je sudd skupina, snadno plyne, Ze sply-
'vajici vrcholy téchto mnohouhelnikit jsou téhoZ typu. Podle lemmatu 22 md &,

174



stejny pocet riiznych elementi o stfedu z, jako %, riznych mnohouhelnika se sudou
skupinou, tedy podle 5 tento pocet je 7(a;), coZ jsme chtéli dokdzat.

27. Lemma. Bud M < E oblast neroztinajici S. Funkce g; bud holomorfni v M
anechfg; +0vM(i=1,2).Jeliv M

(©) 91 _ 92
g1 92
potom existuji a,b € E tak, e g, = ag, + bv M.

Dukaz. ProtoZe g; + 0 v M, je funkce gj[g; holomorfni v M a podle Cauchyovy
véty md v M primitivni funkci. Podle zndmé véty md g; v M jednoznacnou vétev
logaritmu u;, kterd je primitivni funkci k g7/g; v M (i = 1, 2). Vztah (9) Ize tedy psit:
(10) uy = uj.

Z (10) plyne podle zndmé véty, Ze existuje c € E tak, 7e u; — u, = cv M. Je g; =
= exp *u; v M a odtud snadno plyne, %¢ pro ze M je gi(z) = exp c g5(z). Z téze

véty plyne existence b € E takového, Ze pro z e M je g,(z) — exp ¢ g(z) = b. Nyni
poloZime a = exp c.

28. Lemma. Bud g holomorfniv U(co, ¢), (¢ > 0). Necht'g’ + 0 v P(c0, €) a nechr'g
nabyvd v oo své hodnoty jednondsobné. Potom je

tim £ _ g

zoo g (Z)
a funkce h, deflnovand podminkami h(z) = g"(z)/g'(z) pro z € P(, &), h(0) = 0,
je holomorfni v U(oo, ¢).

[}
Dukaz. V U(w0, ¢) Ize psit g(z) = Y b,z™", kde b; #+ 0, nebot g nabyvd v oo své
n=0

hodnoty jednondsobn&. Vypoltem zjistime, Ze existuje okoli U(w) a funkce h,
holomorfni v U(c0) takovd, Ze h,(o0) = 1 a Ze pro z e U(o0) — {0} je g"(z)[g'(z) =
= —2z7! hy(z). Odtud v3e snadno plyne.

29. Lemma. Bud {il, e ik} sudd skupina. Potom existuji a, b € E tak, %e v K,
plati

F

Diikaz. Oznaéme A’ vrchol typu i mnohothelnika 4;, ;. Podle pozndmky 12
je F,, .. homeomorfni zobrazeni K, na 4;, _,,, které je konformnivK,a F; ,(a,) =
= A'. Podle lemmatu 3 existuje linedrni zobrazeni ¢, (o(z) = az + b, takové, Ze
o(4o) = 4;,..;,, ptiemz ¢(4;) = A'. PoloZme G=¢+F, na K,. Potom je G
homeomorfni zobrazeni K, na 4;,. ;,, které je konformni v K, a G(a;) = 4*. Podob-

=aFo+b.

[T %
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né jako v dikazu lemmatu 22 zjistime, Ze F,
dokédzat.

= G = aF, + bv K,, coz jsme m&li

1eeelie

-

30. Poznamka. Oznadme &' derivaci analytické funkce & . Vime, Ze &' je analy-
tickd funkce (v §), a protoZe & je neomezené pokradovatelnd v 2, je &' neomezené
pokradovatelnd v Q. Ddle oznaéme & " derivaci analytické funkce &'. Protoze &’
(resp. #") je neomezen& pokradovatelnd v Q, jsou elementy F' (resp. F") o stie-
dech v Q tvaru &(z, f') (resp. &(z, f")), kde f je takovd funkce, Ze &(z, f) € #. Bud
&° = &(0, F4|Fp). Podil F'|#' md smysl, nebot podle véty 20 je 0¢ #'(E n Q).
Oznatme ¥ € F"|#' tu analytickou funkci, pro niz 8° € % a bud &, vétev ¥ v Q,
pro niz &° € ¥,. ProtoZe F" a také, jak snadno nahlédneme, i 1/#’ je neomezené
pokradovatelnd v Q, je analytickd funkce %, neomezené pokraCovatelnd v Q.

Snadno zjistime, Ze viechny elementy %, o stfedu v Q jsou tvaru &(z, f"[f’), kde f
je takovd funkce, Ze &(z, f) € #. (Pro z = oo znamend oviem f”[f’ funkci definova-
nou v oo limitou, kterd, jak plyne z véty 20 a lemmatu 28, existuje.) Protoze kazdy
element & je holomorfni a 0¢ F'(E n Q), je kaZzdy element funkce %, o stiedu
v E n Q holomorfnim elementem. RovnéZ elementy ¢, o stfedu co jsou holomorfni,
jak plyne z lemmatu 28.

Zabyvejme se zna¢nosti funkce %,. Bud & element funkce ¥, o stfedu 0. Potom
& = &0, F;, .[Fi. ;) kde {ij, ..., i} je sudd skupina. Podle lemmatu 29 je oviem
VK, F i|Fi. i = Fo[Foatedy & = &° Md tedy ¢, pouze jeden element o stie-
du 0, a protoZe je %, neomezen& pokraCovatelnd, je jednoznacnd a tedy meromorf-
ni v Q. ProtoZe vSechny elementy ¢, jsou holomorfni, je ¢, holomorfni.

Z jednoznaénosti ¢, plyne podle lemmatu 27 snadno mj. tento disledek: je-li
{iy, ..., i} lichd skupina, existuji a, b € E tak, Ze v K, plati

(11) F, ,.=aF +b.

Nakonec poznamenejme toto: bud ¢ linedrni zobrazeni, (p(z) = az + b, ¥, ana-
lyticka funkce v néjaké oblasti Q*. ProtoZe ¢ je meromorfni, obsahuje systém ¢ * &,
prdvé jednu analytickou funkci. Oznadime ji %, + b.

31. Véta. Bud Q* < Q oblast. Bud F; (i = 1,2) vétev F v Q*. Potom existuji
a, beE tak, ze
ﬁz = (19'.1 =+ b .

Dukaz. Alespoii jedna z mnoZin Q* n K, Q* n K, je neprdzdnd. Nechf je to napf.
Q* N K,. Bud &, element funkce &, (i = 1,2) o stfedu z € Q* N K,. Potom je
&, =8 F, ). & =8z, F; ;) kde {iy,...; i}, {j1, ..., ji} jsou sudé skupiny.
Z lemmatu 29 plyne, Ze existuji a, b € E tak, Ze v jistém U(z) je F;, ;, = aF, , + b.
Oznadme &3 = aF, + b. F, je analytickd funkce v Q*. ProtoZe &(z, F,, ;)€ F 4,
je &(z, aF,, , + b)e F,, tedy &, € F, N F,. Odtud nale tvrzeni plyne.

Pro ptipad, 7e 2* n K, = 0 je diikaz analogicky (pouzije se vztah (11)).
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32. Lemma. Pro z € K, plati
(12) &;(Q _ v “i___l_
Fy(z) &1z —a

Dikaz. Zjistili jsme, Zz funkce ¢, je holomorfni v Q a v K, je rovna Fy[F,. Dile
z lemmatu 28 plyne, Zz %,(o0) = 0. Podle pozndmky 14 existuje okoli U(a;) a funkce
@, holomorfni v U(a;) takovd, Ze pro z € K, n U(a;) je

Fo(z2) z—aq
a tedy, jak plyne z véty o jednozna&nosti, je pro z € U(a;) — {a;}

o
9,(2) =
Z —

1
+ &(2).
a;
Pro z ¥ a; poloZme
ooy — 1

Kz) = 9,(s) - X :

i=12 —ai

k(a;) = lim k(z) (tato limita existuje) (i = 1, ..., n). Potom je funkce k zfejmé& holo-

z—a;g

morfni v § a tedy podle ‘Liouvilleovy véty je konstantni; protoZe %,(0) = 0, je k
identicky rovna nule. Je tedy pro ze §

oo, — 1

9.(z) =% ;

i=1z — a

a protozz 9, | K, = F;|F;, plati (12).

33. Oznaceni. Ozna¢me R;, = {z; z = ta; t 2 1}. VE — Ry, existuji jednoznacné
vétve (o; — 1)-té mocniny. Symbol (z — a;)*~' znamend exp ((o; — 1) Log,, (z —
— a;)). Déle bud Q spojitd funkce v K,. Potom symbol [§ Q({) d{ znamend kfivkovy
integrdl funkce Q pfes linedrni k¥ivku y, pro niZ p.b. y = 0, k.b. ¥ = ze K.

34. Véta. Existuji ¢, d € E takové, Ze pro z € K, plati
(13)  Fo(z) = cfz(C C A T = @) e (= a4+ d
0
Dtukaz. Pro z € K, poloZzme
H(z) =£(q C AT (€ = ayet e
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Vypottem zjistime, Ze pro z € K, je

H(z) & a;—1
H(z) &1z —a;

-

Z lemmatu 32 plyne, Ze v K, je

Fo _H
F, H'

Nyni tvrzeni plyne z lemmatu 27.

35. Poznamka. Integrdlu na pravé stran& (13) se v konformnim zobrazeni (napf.
[4]) ¥ikd ‘Schwarz@v-Christoffeliiv integrdl (pro kruh). Poznamenejme, Ze vzorec (13)
plati také v pfipad¥, Ze misto F, piSeme F, a uvaZujeme z € K, (napt. [5]).

36. Véta. Jedinymi singuldrnimi body & jsou ay, ..., a,. Bod a; je obylejnym
kritickym singuldrnim bodem analytické funkce &F. & md v a; charakteristiku

{oo x t(a)} (i = 1,...,n).

Dikaz. Bud 1 < i < n a zvolme P(a;) tak, aby & byla neomezen& pokradovatel-
nd v P(a)). Z poznamky 24 vyplyva prvni tvrzeni. V téZz pozndmce jsme definovali
korespondenci mezi vétvemi & v P(a,-) a hvézdicemi typu i, kterd je, podle lemmatu
25, vzajemné jednoznaénd. Odtud a ze tfetiho tvrzeni v lemmatu 7 plyne, Ze & md
nekone&n& mnoho riznych vétvi v P(a;). Odtud a z lemmatu 26 plyne tvrzeni o charak-
teristice. ProtoZe t(a;) 2 2, je a; kritickym singuldrnim bodem a zbyvd tedy dokdzat,
Ze je to oby&ejny singuldrni bod. DokdZeme toto tvrzeni: Bud &, vétev &F v P(a;).
Bud £, hvézdice pfifazend &, podle pozndmky 24 a bud A jeji stied. Potom
limF,(z) = 4
z—ay

Necht 4,, , €&, {is, ..., i} je sudd. Vime, Ze Ay, ;. ;€ %;. Bud ¢ > 0. ProtoZe
F, . (resp. F 1)) je spojitd v bodg a, vzhledem ke K, (resp. K,), existuje & > 0
tak, Ze

Liteiks

F,,..(U(a, 8) nK;) = U4, ¢),
Fu,....n(U(a;, 6) n K,) c U(A, &) = U(4) .

Misto P(a;, ) piSme Py(a;). DokdZeme, Ze & (P(a;)) = U(A). Bud z, € Py(a)).
Mime dokdzat, Ze {# ,(z,)} = U(A). Necht nejprve z, € K;. Potom ¢ = F;_;(z)€
€ U(A). Bud &(z,, F) € # ;. Potom pro jistou sudou skupinu {j,, ..., j,} je F(z) =
=F, ;(2)=aF, ,(2)+ bvjistém U(z,) n K,, kde a, b e E; posledni rovnost
plyne z lemmatu 29. Stati dokdzat, Ze ac + be U(A).Je |ac + b — A| = |a(c — A +
+ Aa + b — A|. ProtoZe 4, , a 4, , patfi do téZe hvézdice, je F; ,(a)=

= F; (@) = 4, tedy ad + b = A. Je tedy |ac + b — A| = |a| |c — 4] < |a &
Daile je |a| = 1, nebot zfejm& 0 + |F; . (a) — F, .(ais1)| = |F)...;1(a) —

178




- Fj...-.ix(aiﬂ)' = Ial [Fi,...ik(ai) - Fl‘x...ik(ai+1)|' Je tedy lac + b — AI < &, neboli
|F(zo) — 4| < &, tedy F(zo) € U(a). Analogicky postupujeme v pipadg, Ze z, e
€ K, 0 Py(a;). (Misto lemmatu 29 pouZijeme vztah (11).)

Véta je dokdzdna.

37. Poznamka. V této pozndmce uZivejme terminologie z [6]. Je-lispecidln& kazdé «;
raciondlni, je kazdy bod a; algebraickym bodem. Funkce &% md potom koneény
pocet algebraickych bodi, pfesto vSak neni algebraickd, nebot je podle véty 23 co-
znaénd. Poznamenejme, Zz takovd situace nemuZe nastat u analytickych funkci, které
maji pouze dva singuldrni body (viz [6]).

38. Véta. 1. Analytickd funkce F = F (4o, F,) je prostd tehdy a jen tehdy,
kdyZ A, je bud obdélnik, nebo rovnostranny trojihelnik, nebo rovnoramenny
pravouhly trojithelnik, nebo pravouhly trojihelnik, jeho? jeden uhel je /3.

2. Prdvé v téchto pripadech je inversni analytickd funkce & _, meromorfni
(v E).

3. V pripadé, %e & _, je meromorfni, je 0 hromadnym bodem pdlit funkce F _,.

Dukaz. ad 1. Nejprve dokdZeme toto tvrzeni: Jestlize 2 neni sudé skoro disjunktni
pokryti, neni & prostd.

Necht 2 neni skoro disjunktni pokryti. Potom existuji 4;
takové, ze A; ., + 4; . ;, a Intd;, ; nlntd; ; + 0. Potom zfejmé existuje
woelnt 4, . n #(4;, ;) Existuje element & € F takovy, Ze h(&,) = wo
a s(&,) €S — T nebot w, € Int 4;,_;,. Déle existuje &, € F takovy, Ze h(&,) = w,
a 5(&,) € T nebot wy € H#(4;,. ;). Je ziejm& &, + &, a tedy F neni prostd.

JestliZze pokryti je skoro disjunktni a neni sudé, existuje hvézdice tvofend lichym
poétem riznych mnohouhelnikii. Odtud snadno plyne, Ze existuje sudd skupina
{iy, ..., i} a lichd skupina {j,, ..., j} tak, Ze 4;, , = 4,, ;, a tyto mnohothelniky
patfi do uvaZované hvézdice. Jestlize zvolime w, € Int 4; ;. existuji elementy
&1, &, funkce F takové, Ze h(&,) = h(&,) = w, a 5(&,) e K, s(&,) € K,. Potom
jeovéem &, + &, a &F neni prostd.

Z prdvé dokdzaného tvrzeni a z véty 8 plyne jedna implikace tvrzeni 1.

Abychom dokdzali druhou implikaci, staci ovéfit platnost tohoto tvrzeni: Je-li #
sudé skoro disjunktni pokryti, je & _; meromorfni (v E). Ze zdv&ru tohoto tvrzeni
plyne podle zndmé véty, Ze & je prostd a opét uzijeme vétu 8. Zarovei budeme mit
dokdzdnu jednu implikaci tvrzeni 2.

Podle vty 20 je H(#) = E — W. ProtoZe 2 je skoro disjunktni, je W mnoZina
vSech vrcholi vSech mnohothelniktt z 2, neboli mnoZina stfedt vSech hvézdic.
ProtoZe kaZdy element & je prosty, a protoZe v E — W neleZi vrchol Zddného mnoho-
thelnika, je kaZzdy bod z E — W reguldrnim bodem funkce & _;.

i €2, 4;,.;,€P

Dile budeme postupovat takto: dokdZeme, Ze ke kazdému A € W existuje P(A)
takové, Ze kazdd vétev ¥ funkce & _; v P(A) je jednoznaind, a ddle ukdZeme, Ze

179



existuje kone&nd lim %(w). Tim bude dokdzdno, Ze kazdy A € W je reguldrnim bodem
w—oA

F _, atedy & _, nemd v E singuldrni body, takZz je v E neomezzné pokradovatelnd

a podle véty monodromii jednozna&nd (a tedy meromorfni).

Pripomeiime j2§:&, Z= v uvaZovanych pfipadech je kazdd hvézdice p-zna¢nd, kde p
je nékteré z &isel 2, 3, 4, 6. Ddle: vétev funkce F prifazead takové hvézdici podle
poznamky 24 je podle lemmatu 26 pfesné p-znaénd.

Zvolme hvézdici #; typu i, A bud jeji stfed. Je tedy 4 € W. Vétev pfifazznd %, je
tedy vétvi &F v jistém P(a;). Hvézdice #; obsahujs 2p riznych mnohothelnikd
4% 41, ..., A*?~! a ozna&eni volme tak, 72 4° je mnohouhelnik se sudou skupinou.
Bud P(A) okoli bodu A takové, Ze neobsahujz Zddné vrcholy mnohothelnikd z 2.
Bud C kruzZnice o stfedu A takovd, Ze C = P(4) a bud wje(IntA)n C (j =
=0,...,2p — 1). Bud ¢ parametrizace C s témito vlastnostmi: ¢ je definovdna na
<o, B, () = @(B) = wo, ¢ je Jordanova kiivka. Pfedpoklddejme, Ze oznagzni mno-
hothelniki uvazované hvézdice je zvoleno tak, 7= je-li (1) = w;, je a =1, <
<t <..<t=4h

Bud &* element vétve ¥ funkce & _, v P(A) o stiedu ¢(a). Bud {6}/ fetéz elemen-
th % podél ¢. DokdZeme, %2 (6%)_, = (6”)_,. Odtud bude plynout, 7z & = &
a tedy podle zndmé v&ty bude funkce ¥ jednoznaind v P(A).

Oznaéme @,. kanonickou funkci elementu &* a pro t € («, f) poloZme

(1) = Pado(1) -

Je zndmo, 7z ¥ je kfivka v Q (viz [1]). Déle poloime ¢; = @ | {t;_y, t,>, ¥; =
=y |- tpabudz; = y(r) (j=1,...,2p — 1).

Necht (8%)-, = &(zo, Fi,..;,). Je zo€K,. MuiZeme pfedpoklddat, 7z 4' =
= Ay, .i.i-17 (nebof jinak bychom uvaZovali =¢). (Pro i = 1 piSeme ovizm n
misto i — 1). Protoze (Fi ';)_; je konformni zobrazzni oblasti Int (4° U 4') na
Qi_y, je <Y) =2y a kb ¢, =z, €K, a tedy (6)-, ;’ (21, Friyoiyi-11)-

1

Stejnou tvahou ovéfime, Z:

(‘5”)—1 - ém(zn F[il...ik,i—l]) ‘; éb(zaz, F[i....ik,i—l,i]) = ...
V1 2

V3

oo 5(22p—1, F[i,...ik...i—-l]) - ‘g?(zz,;, F[i,...ik..,i]) = (éw)—-l .
V2p-1 V2p
(Skupina u F v poslednim elementu md k + 2p €lent v hranaté zdvorce.)
ProtoZe vétev F v jistém P(a;) urlend elementem &(zo, F;, ;) je p-znatnd, je
(8)-1 = (8)-1.

Zbyvd dokdzat, Ze existuje lim %(w). Oznaéme gi=9|PA)nd -{4} (j=
w—A ’
=0,...,2p — 1). Snadno zjistime, Ze je lim g, (w) = a; a odtud jiz tvrzeni o limit&
w4

plyne.

180



Prvni ¢dst véty je dokdzdna.

ad 2. Jednu implikaci jsme jiz dokdzali. Je-li obrdcen& & _; meromorfni, je
jednoznaénd, a tedy je (# _,)_, = & prostd podle zndmé véty.

ad 3. ProtoZe kazdd funkce F;,_,, kde {iy, ..., i} je lichd skupina, je konformni
zobrazeni K, na Int 4;, ; a w0 e€K,, md & _, prdv€ jeden p6l v kazdém mnoho-
uhelniku s lichou skupinou. ProtoZe takovych mnohothelnik existuje nekone¢né
mnoho, je zifejmé bod co hromadnych bodem péla & _;.

Véta je dokdzdna.

39. Poznamka. Je pfirozené ptdt se, jak ,,vypadaji“ ve vySe popsanych Ctyfech
pfipadech meromorfni funkce, jez jsou inversnimi funkcemi k & . Tento problém je
pro pfipad konformniho zobrazeni horni poloroviny na vnitfek mnohouhelnika
fesen v [2].
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Summary

SCHWARZ-CHRISTOFFEL INTEGRALS
IvAN NETUKA, Praha

Let F transform conformally the open unit disc K in the Gaussian plane S onto the
interior of a polygon 4. The analytic element {0, F} determines certain analytic
function & in S. This paper deals with the investigation of the propertiss of .

Let us denote by F the homeomorphic extension of F to the closure of K, 4; and «;
the vertices and the interior angles of the n-gon 4, respectively, and a; = F_,(4,)
(i=1..,n),2=5-1{ay...,a,}.

The following assertions are proved.

The natural region of & is Q and & is arbitrarily continuable in Q. Every element
of & is holomorphic and invertible.

& is strictly oo-valued.
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If @* < Qisaregion and & ,, &, are branches of & in Q* then there are complex
numbers a, b such that

-

92=ag1+b.

The only critical points of & are ay, ..., a,. If P(a;) denotes an annular nzigh-
bourhood of the point a;, P(a;) = Q, then & has an infinite number of branches
in P(a;). Every such branch has a limit at a; and it is strictly t(e;)-valued, where
7(¢;) = oo provided «; is an irrational number; if «; is a rational number, «; = p/q in
lowest terms, then t(a;) = g.

In order that the inverse of the function & be a meromorphic function, it is neces-
sary and sufficient that 4 have one of the following shapes: a rectangle, an equilateral
triangle,.a triangle with the angles =, ix, }=, a triangle with the angles 3=, in, in.

In the case that the inverse function & _; is a meromorphic function then oo is
the point of accumulation of the poles of & _;.

The detailed description of all elements of & is given and the well-known Schwarz-
Christoffel formula is also derived.
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