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&asopis pro péstovini matematiky, ro&. 98 (1973), Praha

ELIPTICKE PARCIALNI DIFERENCIALNi ROVNICE
S DEGENEROVANYMI KOEFICIENTY

Jiikf CErRHA, Praha
(Doslo dne 21. ¢ervna 1971)

Préce se sklada ze dvou &asti. V prvni z nich se dokazuji véty o vnofeni pro Sobo-
levovy prostory s nezapornou spojitou vahou, ktera je nulova nejvyse v jednom bodg.
Téchto vét se ve druhé &asti pouZiva k diikazu existence zobecnénych feSeni, ve smyslu
distribuci, parcidlnich diferencidlnich rovnic eliptického typu s degenerovanymi
koeficienty.

VETY O VNORENI

Budiz dano pfirozené ¢islo N, omezena oblast Q < Ry s hranici 0Q, redlné Cislo
p = 1 acelé Cislo k = 0. Je-li ddna funkce w definovand, spojitd a nezaporna na
uzavéru Q oblasti Q, kladna uvnitf Q, pak symbolem &(Q) oznadime mnoZinu
funkci definovanych v , které tam maji spojité viechny derivace viech fadii a které
je mozZno i s témito derivacemi spojité rozsifit na uzavér oblasti Q. Banachiv prostor,
ktery vznikne jako uzavér mnoZiny &(Q) v normg

k 1/p
(1 by, oim = ([ w5, 3 Dt d0) ", we @),
Q J=0 |il=j
oznadime
welQ),
piipadné
Lp.W(Q) = W;&),(Q)

Prvky tohoto prostoru je mozno ztotoZnit s funkcemi u definovanymi skoro viude
v , které tam maji zobecn&né derivace (ve smyslu distribuci) D'u aZ do fadu k
v&etn& takové, Ze funkce |wD'u|? jsou integrovatelné v @, |i| = 0, 1, ..., k. Dale bud a
funkce definované na @, s > t > 0 relné &sla. Oznatime: |x| Eukleidovskou normu
bodu xeRy, T,={x:|x|<r}, K, =T,nQ, L ={x:|x|=r}, S,=LAQ,
pror>0U,={z:z=Ax,1<A<sr" '}, pro xeL, 0 <r <s. Pro funkce u
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s defini¢nim oborem v Ry budeme psat u(x) = u(S, r), kde S = x/r, r = |x|. Pisme-
no ¢, ¢, bude znaé&it kladnou konstantu, nezavislou na funkcich u, f. V riznych vyra-
zech miiZe znadit rizné konstanty. Zavedeme jeité tyto predpoklady

(2 0€0Q; U,cQ, jestlize O0<r<t, xe€8§,;

a bude spojitd konena nezaporna funkce v ©, a(S, r) neklesajici kladna funkce r
pro r > 0 a kazdé S.

Lemma. Existuje ¢ nezdvislé na r tak, %e pro u € £(2), 0 < r < t plati

)

Dikaz. Zvolme funkci ¢ € 9(T;) takovou, Ze ¢(x) = 1 pro xe T,, 0 L ¢ £ 1,
oznalme Y = 1 — ¢. Budu e &(Q), v = up, w = uy. Je

Lra(s, r) [u(S, r)| dS, < ¢ J a(x) (lu(X)I N Z au(x)

Ks—Kr

*|0v(S, o)
dg

a(S, 7) [o(S, 9| < a(S. ) J

av(S, o) d
0o

do < fa(S, 0)

QOdtud integraci pfes S, dostaneme

s

kde ¢ nezavisi na v, r. Obdobné nerovnost pro w je zfejma. Jejich uZitim dostavame
tvrzeni.

Véta 1. Bud b, spojitd nezdpornd neklesajici funkce v intervalu <0, ©), kladnd
v (0, ), b(x) = by(|x|), w bud spojitd nezdpornd v Q funkce, kladnd pro x + 0,

t —-(p—-1)/p
Q= '[ bo () <'[ w""/(”‘l’dﬂ) dr< o, jeli p>1,
0 K, ,

t
Q=Jbo(r)'1dr<w, w=1, jeli p=1.
O .

Pak
”u”Ll .n(n) é c"u”W“)p.wha(Q) > ue W;I‘Zba(g) *

Dikaz. Podle lemmatu je pro u € &(2)

du

ox,

j A5, (s, ] 45, 5 05°() [ wtabn (u +Y

K:~K, n=1

)dsz.
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Odtud, pfipadnym uZitim Hélderovy nerovnosti (pfi p > 1) a integraci dle r,
dostavame

”“”m K = CQ”“"WU),,M,W(K,)-

Odtud a z nerovnosti
]z, we-r0 = cfullww, ue-xo
plyne tvrzeni véty pro u € §() a limitnim pfechodem i pro ostatni u.
Véta 2. Za predpokladu véty 1 budte b,, neklesajici spojité nezdporné funkce

na intervalu <0, 00), a,(x) = b,(|x|), [6 bu(r)"'dr < oo, m=1,2,..,k—1,v=
= aa,a, ... a,_,bw. Pak

l#]|z, a2y S clullwao, oy 4 €W Q).

Dukaz. Véta se dokaZe postupnym uZitim véty 1 na derivace D'u.

DIFERENCIALNi ROVNICE
Podobné jako v [1] nebo [2] Ize dokazat

Véta 3. BudiZ L Banachiw prostor, M modul husty v L, B sesquilinedrni forma
na M, B(u,u) 2 c|u||}; ue M. Uvtofme a oznaéme Hy Hilbertiv prostor, ktery
vznikne jako uzdvér mnoZiny M v normé urcené skaldrnim soucinem (u, v),, =
= B(u, v); u,ve M. Formu B tak spojité roz$ifime na prostor Hy a plati

(i) existuje jediné linedrni spojité zobrazeni Z : Hg — L tak, %e Z(u) = u pro
ueM.

(ii) Je-li feL* (hvézdicka znaci dudlni prostor), existuje jediny prvek ue Hy
tak, Ze pro (rozsifenou) formu B plati B(v, u) = f(v), ve M. PFitom

|Zu]e = cluln, < el /]

Bud M modul spliiujici 2(Q) =« M < &(2), P, mnoZina polynomt stupné nejvyse
k — 1, a; ; omezené m&fitelné funkce v Q; |i], |j| = 1,2,..., k; a;; = a; ; pfi |i| =
= | j] (pruh zna&i komplexn& sdruZenou funkci). Zavedeme formalni diferencialni
operator

k
A=Y (-)" % D'Y a, ;D
m=0 lil=m |j|=m
a sesquilinearni formu
k —_—

(3) Bu,v)=| Y ¥ a;;D'uDvdQ; u,veM.

qm=0 li|=|j|=m
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Bud f € L} (Q). Reknu, %e u € Hy je feSenim rovnice

. Au = f,
kdyz
B(v,u) = f(v), veM,

kde forma B je roz§ifena ve smyslu véty 3.

Vita 4. Budi¥ za pFedpokladsi véty 2 f e L} (Q),
B(u, u) 2 clulfo, @, veM. .

Pak md rovnice Au = f prdvé jedno FeSeni v Hy. Toto FeSeni u leZi té¥ v L, ()
a plati

lullz, o < clullas = er]lflley,anm -

Véta 5. Nech? za predpokladi véty 2 je f e L} (Q), P, = M,

. 2/p

B(u, u) = c( vy lD’u]"dQ) , ueM,
o lil=k

B(Py, u) = 0, u € M. Pak md rovnice Au = f FeSeni v H, prdvé tehdy, kdy? f(P,) = O.

Je-li uy jedno FeSeni, pak mnoZina viech FeSeni N = {u:u = u, + v, ve P,}.

Necht FeSeni existuje. Pak v podprostoru Hy © P, existuje prdvé jedno FeSeni u

a plati

lull s < cl|f ”L:...'(n)-

Za uZite¢né rady a pfipominky je autor zavazadn prof. Dr. JINDRICHU NECASOVI,
DrSc.
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Summary

ELLIPTIC PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH DEGENERATE COEFFICIENTS

Jiki CERHA, Praha

An imbedding theorem for weighted Sobolev spaces is proved. Then it is used to
prove an existence theorem for generalized partial differential equations with at one
point degenerate coefficients.

Let p > 1, k a positive integer, 2 = Ry a bounded domain satisfying (2). Let
W{(Q) denote the weighted Sobolev space with the norm (1). Let b;;i =0, ..., k —
— 1; be some continuous positive non-decreasing functions on (0, ), {4 by(r)™! dr <
<o fori=1,...,k — 1. Let a, w be continuous nonnegative functions on ,
positive for x # 0. Let a(x) = a(r, S) be non-decreasing in r for all S, where r = ||,
S = x/[r. Let

t
j bo(r)~* (J’ w(x) Pt dx) dr<ow if p>1,
[} Ks— K,

t .
w=1 and Jbo(r)’ldr< o if p=1,
(4]
where K, = {xeQ:0<x <7}, r>0. Let v(x) = a(x) by(x) ... bp_y(x) w(x),
x € Q.
Then W(Q) < L, ,(Q) algebraically and topologically. Moreover, let

k
A=Y (=) 3 D' ¥ a;;D
m=0 lil=m  |jl=m
be a partial differential operator with bounded measurable coefficients, f an element
of the dual space L} ,(Q). We define the generalized solution of the equation Au = f
by means of the sesquilinear form (3). Let this form be W)(Q) — elliptic. Then there
exists a solution.
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