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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 89 (1964), Praha

NOVE DUKAZY NEKTERYCH VET Z TOPOLOGIE ROVINY

ILsa CerNY, Praha
(Doslo dne 23. ledna 1963)

Pfistupnym zplisobem se dokazuji nékteré hlubsi véty z topologie roviny,
potiebné nap¥. v teorii konformniho zobrazeni, jako je véta o dosaZitelnosti
bodu na hranici Jordanovy oblasti.

1. Je-li T < E, kde E je otevienid Gaussova rovina, homeomorfnim obrazem jed-
notkové kruZnice, nazveme T topologickou kruZnici. Uzavienou Gaussovu rovinu
oznadime pismenem S. Je-li T'topologicka kruZnice, je podle Jordanovy véty (viz napf.
[1], str. 358) - :

(1) S—T=IntTUExtT,

kde Int T (vnitfek T) a Ext T (vng&jsek T) jsou disjunktni oblasti,’) jejichZ spole¢nou
hranici je T; oblast Int T je pfitom omezend, oblast Ext T neomezena (obsahuje
bod o0).

Budeme fikat, Ze oblast Q je Jordanova, je-li H(Q) topologicka kruZnice. Tvrdime,
Ze pak je bud Q = Int H(Q) nebo Q = Ext H(Q). To plyne ziejmé& z trochu obecnéj-
$iho tvrzeni (které budeme v dal$im potfebovat):

Lemma 1. Je-li Ttopologickd kruZnice, @ otevFend mnoZina, pro niz je H(Q) = T,
je Q jednou z téchto tFi mnoZin: Int T, Ext T, Int T U Ext T.

Dikaz. Necht Q n Int T & 0; kdyby nebylo Int T < Q, mohli bychom najit
oblouk L < Int T, jehoZ podatedni bod a leZi v Q n Int T, kdeZto koncovy bod b
vintT — Q.

MnoZina L —  je uzaviena a neprazdna; existuje tedy prvni bod na L, ktery neleZi
v Q. Snadno nahlédnenie, Ze tento bod leZi na'H(Q); vzhledem k tomu, Ze tento bod
lezi také v Int 7, neni H(Q) = T.

Plati tedy implikace: Je-li Q oteviena mnoZina, proniZje H(Q) = T,Q nInt T & 0,
jeInt T< Q.

Podobné se dokaZe platnost analogické implikace, kde na misté Int T je Ext T.

1y Oblasti rozumime souvislou otevienou mnoZinu.
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UvaZime-li jest&, Ze Q jakoZto (neprazdnd) oteviend mnoZina, majici hranici T, je s T
disjunktni, tedy protina bud Int Tnebo Ext T, vidime, Ze naSe tvrzeni plati.
Z Jordanovy a Janiszewského véty plyne snadno toto tvrzeni (viz [1], str. 359):

Lemma 2. Jsou-li L; (j = 1, 2, 3) oblouky v E, majici spoleéné prdvé své kra]m
body, a oznaéime-li L= L, U L, U L,, je
#))] S — L= G,V G35V G,3,
kde G (1 £ j < k £ 3) jsou disjunktni Jordanovy oblasti, pro né je
3 H(Gy) = L; U L.

Poznamka 1. Diikaz lemmatu 2 nebudeme podrobné provadét; v§imnéme si v§ak

myslenky tohoto diikazu, tak jak je podan v [1]: KaZd4 z mnoZin Ly = L; U L,
(1 £j < k £ 3) je topologickou kruZnici, tak¥e podle Jordanovy véty
4 S —Lp=IntLj UExtLy.
Budte a, b spolené krajni body vSech obloukid Lj;je-lij + i+ k(al < j <k £ 3)
je souvisld mno¥ina L; = L; — {a, b} disjunktni s L, tak¥e je &asti pravé jedné
z oddglenych?) mnoZin Int L, Ext L (pfi¢emZ L, je s druhou z téchto mno¥n dis-
junktni).

V [1] se dokazuje, Ze za Gy je tfeba vzit tu z oblasti Int L, Ext Ly, ktera je dis-
junktni s L;. '

Z toho lze odvodit jest& dalsi dv& tvrzeni, kterd budeme v dal§im potfebovat:

Lemma 3. UZivime-li téhoZ oznadeni jako v lemmatu 2 a pozndmce 1, plati:

Jsou-li Q4, Q, disjunktni omezené Jordanovy oblasti, pro néz je

©)] H(Q,) = L3, H(Qz) = L3,
je
O] Q =IntL,5 = Gj3 ,‘ Q, =IntL;3 = Gy3

(takZe Q; jsou komponentami mnoZiny S — L). T¥eti komponentou této mnoZiny je
neomezend Jordanova oblast G,, = Ext Ly, (majici hranici L,,). Kromé toho je

@) IntL,—-L;=Q,UQ,.

Lemma 4. Je-li G Jordanova oblast, M oblouk, ktery aZ na své krajni body a, b
lefiv G, je G — M = G, U G,, kde G; jsou disjunktni Jordanovy oblasti. Jsou-li
N3, N, oblouky s krajnimi body a, b, pro né% je N, U N, = H(G), je pFi vhodném
ocislovdni H(G;) = N;U M pro j = 1,2.

Diikaz lemmatu 3. Podle lemmatu 1 jsou Q,, 2, nutng vnitiky topologickych
kruZnic L,s, Ly5; vzhledem k tomu, Z¢ Q; N Q, = 0, Jjsou viechny tfi mnoZiny

2) Rikéme, e mno¥iny X, ¥ jsou odd&lené, jeliX N Y =0 =X N 7.
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Q, nExt L5, Q, n Ext Ly, Ext L,; n Ext L;3 (jak snadno nahlédneme) neprazdné.
Z toho, co jsme v poznidmce 1 fekli o tom, jak je tfeba volit mnoZiny G, aby byla
splnéna tvrzeni lemmatu 2 (bud jako Int L; nebo Ext L), a z toho Ze, G jsou dis-
junktni mnoZiny, plyne platnost (6).

Vzhledem k tomu, Ze jedna z komponent mnoZiny S — L musi byt neomezena,
zbyva pro tfeti komponentu této mnoZiny jen volba G, = Ext L,,. ProtoZe (podle
toho, co jsme Fekli o volb¥ mnoZin G nahofe) je Gy, N Ly = Ext L;, n Ly = @, je
nutng L, < Int L;,. Odtud plyne (vzhledem k disjunktnosti oblasti G, a vzhledem
k rovnosti (2)), Ze Int L;, = S — Gy, = G;3 U G,3 U Ly . Rovnost (7) je snadnym
disledkem tohoto vztahu.

Dikaz lemmatu 4. Bud G nejdfive omezend Jordanova oblast, tedy G =
= Int H(G). PoloZme L, = Ny, L, = N,, Ly = M. Pak jsou splnény podminky
z lemmatu 2 a plati tedy i tvrzeni lemmatu 3, specialng vztah (7) a (3).

Vzhledem k tomu, Ze existuje homeomorfni zobrazeni S na S (napf. transformace
typu F(z) = 1:(z — z,)), které danou neomezenou Jordanovu oblast pfevadi v ome-
zenou oblast, a vzhledem k tomu, Ze naSe tvrzeni mé topologicky charakter, je tim
lemma dok4zano i v pfipadg, Ze G je neomezena.

2. Kfivkou nazveme jakékoliv spojité zobrazeni ¢ jakéhokoliv intervalu (o, 8>
do E. Jejim geometrickym obrazem nazyvime mnoZinu [¢] = ¢({&, B>). Body
(), ¢(B) nazveme krajnimi body k¥ivky ¢ (¢() je podatedni bod kfivky ¢, kratce
P- b. ¢, ¢(B) je jeji koncovy bod, k. b. @). '

Je-li (o) = @(p) a jsou-li parciélni zobrazeni ¢ | <«, f) a ¢ | («, B> prost4, fikdme,
Ze ¢ je Jordanova kfivka. Geometrickym obrazem Jordanovy kfivky je oviem topo-
logicka kruZnice; obriceng, ke kaZdé topologické kruZnici T existuje Jordanova
kfivka ¢ tak, Ze [¢] = T.

V teorii konformniho zobrazeni se potfebuji n€které hlubsi véty z topologie roviny,
jejichZ p¥imy diikaz lze v literatufe velmi t&Zko najit. Nap¥. k dikazu tvrzeni, Ze kon-
formni zobrazeni Jordanovy oblasti G na jednotl;covy kruh U lze roz§ifit na homeo-
morfni zobrazeni G na U, jsou pot¥ebné tyto tfi véty (srv. napf. s [2], str. 317):

Véta 1. Je-li G Jordanova oblast, existuje ke kaZdému bodu a € H(G) kfivka ¢ tak,
fea=k.b.¢ a %e [¢p] — {a} = G.

Véta 2. Jsou-li Ly, L, dva oblouky, jejichZ spoleénym koncovym bodem je bod a,
le¥ict na hranici Jordanovy oblasti G, a je-li Ly v L, — {a} = G, existuje pro
kazdé okoli U(a)®) bodu a k¥ivka ¢ tak, %e

p.-b.oeL;, kb.peL,, [p]cU(a)nG.

Véta 3. Je-li G Jordanova bblast a md-li posloupnost bodu a,€ G N E limitu
a € H(G), existuje kFivka ¢ tak, ¥e a = k. b. ¢, a,,€[¢] pro vSechna m a [¢] —
—{a} = G.

3) Okolim bodu rozumime v¥dy otevieny kruh o stfedu v tomto bodg.
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Nasim cilem je provést diikaz téchto vét; z hlubSich tvrzeni topologie roviny bu-
deme pfitom uZivat pouze vét, shrnutych v odst. 1. Ditkazy jsou zaloZeny na lemmati
6, k jehoZ dikazu potfebujeme lemma 5.

3. Lemma 5. Budte I'', I'’* oblouky, majici spolecné prdvé své krajni body; po-
lofmeI' = T'* U I'%. Budte L, (kden = 1,2, ... — koneénd nebo nekoneénd posloup-
nost) oblouky, spliiujici tyto podminky:

1) Krajni body a,, b, oblouku L, leZ{ na I''.

2) Zddné dva z obloukiz L, L, (m =+ n) nemaji oba krajni body spole¢né a ozna-
&ime-li L, = L, — {a,, b,}, je L, disjunktni s L,,

3) L, cIntT.

4) Pokud je obloukii L, nekoneéné mnoho, jejich primér d(L,) konverguje k nule.

Oznalme jesté C, oblouk, obsaZeny v I'', ktery m4 krajni body a,, b,; bud kone&n&
T,=C,uL,:

" Pak jsou T, topologické kruZnice, pro né? je Int T, < Int I', a mnoZina

©) Q=TIntT — Ut T,

je Jordanovou oblasti, jeji¥ hranice obsahuje oblouk I'*. MnoZina
9 R = r‘*vyintT,
je uzaviend. Konecné je

10) H(@) = (I'" — UC,)uI* U UL,,

pFiem# rovnost nastane tehdy, kdy? mnoZiny C, = C, — {a,, b,} jsou disjunktni.
" Ditkaz rozdélime na n&kolik &asti. a) Je patrné, Ze T, je topoiogické. kruZnice, pro
niZ podle lemmatu 4 plati vztah Int T, < Int I. UvéZime-li, Ze oblouky C,, L, a
r - C ma_u spolené prave své krajni body a,, b,, vidime, Ze podle lemmatu 3 je

(11) —(rvL)=IntT,vint(L,v( —C,))VExtI'

(p¥i GemZ Jordanovy oblasti vpravo jsou disjunktni).

b) Necht oblouki L, je nekoneéng mnoho, takze podle predpokladu 4jed(L,) — 0.
Je-li y prosta k¥ivka, definovana v {«, ), pro niz je [y] I'%, je y homeomorfnim
zobrazenim. Ze stejnom&rné spojitosti zobrazeni y_,*) na I'" a z podminky a, —
— b, — 0 (ktera plyne ze vztahu d(L,) — 0) vyplyva, Ze y_,(a,) — y-,(b,) — 0. Ze
stejnom&rné spojitosti y plyne tedy déle, Ze i primér obrazu (pfi zobrazeni y) intervalu
s krajnimi body y_4(a,), 7-1(b,), tj. primér oblouku C,, konverguje k nule.

Protoze d(T,) < d(L,) + d(C,), jeid(T,) = 0. Ze vztahu d(Int T,) = d(T,) vyplyva
konetné, Ze i d(Int T,) — 0.

4 - r » ’
) ¥—1 Jje zobrazeni inversni ke y.
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¢) DokaZme, Ze mnoZina (9) je uzaviena. Budte tedy z, € R libovolné body, majici
limitu z; mame dokdzat, Ze z € R. Jsou dvé moZnosti: A) existuje (koneéné) p tak, Ze

P
viechna z, leZi v (uzaviené) mnoZin& I'" U'(J Int T, — pak v této mnoZing (a tim
n=1

spiSe i v R) leZi oviem i bod z; B) neplati A, takZe existuji prosté posloupnosti index(i
n, a my tak, 7e z, € Int T, . Vzhledem k tomu, Ze podle b) je d(Int T,,,) — 0a Ze kazda
z mnoZin Int T,, protind uzavfenou mnoZinu I'', je pak zfejm& z = lim z, e I'".

708

G

Obr. 1.

d) Z c) ihned plyne, %e mno¥ina Q = IntI' — UInt T, = IntI" — (I'' U UInt T},
. n n

je oteviena.

¢) Pfedpokladem 2 je vylou&en p¥ipad, Ze dva oblouky L,,, L,, kde m # n, maji oba
krajni body spoleéné, tedy ptipad, Ze¢ C,, = C,. Zbyvaji tedy tyto tfi moZnosti:
A) Jeden z obloukt C,,, C, je pravou &4sti druhého; B) mnoZiny C,,, C,jsou disjunktni;
C) neplati ani A, ani B, tak¥e jeden z krajnich bodi oblouku C,, le¥i v C,, druhy
v I — C, (a plati ovSem také podminka, ktera vznikne, zaménime-li m s n). Roze-
berme podrobnéji jednotlivé pfipady:

Ad A): Bud napf. C,, & C,; pak leZi jeden z krajnich bodd oblouku C,,, napf. bod
an, na C,. Podle pfedpokladu 2) je L,, = Int I' — L, a podle lemmatu 4 je pfitom

Intl' = L,=IntT,vInt(L,u (I — C,)),
kde mnoiny vpravo jsou oddélené. Souvisla mno¥ina L, je tedy nutnd &sti pravé

jedné z'nich, a to té, jejiZ uzavér obsahuje cely oblouk L,,. ProtoZe viak bod a,, nepat¥i
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do m(L, - T -C)=Int(L,—('-C)vL,ul—-C, je nutné Ln,c
< Int T,.
Krajni body oblouku L,, leZi pfitom na T, takZe podle lemmatu 4 je

IntT,— L,=IntT,vInt(L,vL,u(C,—C,)),

odkud plyne inkluse Int T, < Int T,

Ad B): Nyni je C,, = I — C, a protoe C,, C, nemaji spole¢né oba krajni body,
leZi jeden z krajnich bodd oblouku C,, — nap¥. a,, — dokonce-v I’ — C,. Analogicky
jako v pfipad® A lze na zakladé toho ukézat, Z¢ Int T,, < Int (L, v (I' — C,)), takZe
Int T, a Int T, jsou disjunktni.

Ad C): Nyni zfejm& leXi jeden z krajnich bodi oblouku C,, na C,, z &ehoZ jako
v pfipadé A plyne, Ze Int T,, = Int T,, kdeZto druhy krajni bod patfi do I' — C,,
odkud 1ze jako v pfipadé B odvodit, Ze Int T,, a Int T, jsou disjunktni. To je zfejmé
spor, ktery ukazuje, Ze pfipad C nemiZe nastat.

Mame tedy tento thrnny vysledek: Pro ka¥dé dva indexy m = n je bud jedna
z mnoZin Int T,,, Int T, &4sti druhé (to nastane v tom pfipadé, Ze jeden z oblouki
Cn» C, je tasti druhého), nebo ob& mnoZiny jsou disjunktni (jsou-li C,, C, disjunktni).

f) Je-li obloukd L, nekoneXn& mnoho, je d(Int T;,) — 0, takZe ke kaZdému m
existuje jen kone&né mnoho indexil », pro néz je Int T, o Int T,,; to je ovSem trivialng
pravda i pro pfipad, kdy obloukd L, je jen kone¢n€ mnoho.

Z toho plyne, Ze ke kazdému m existuje index n(m) tak, Ze Int T,y = Int T;, a Ze
Int T, > Int T, jen pro k = n(m). Plati-li pro n&ktery index n implikace

It T, >t T,~ k= n,

“budeme psat: neN.

Jsou-li n,, n, € N dva navzajem rizné indexy, nemiZe byt zadné, zmnoZin Int T, ,
Int T,, &Asti druhé, takZe (podle toho, co jsme dokazali v bod e) tyto mnoZiny jsou
disjunktm’ MnoZiny C,,, C,, jsou v tom pfipadé také disjunktni.

Daélejepatrné, Z2e @ = IntI" — UInt T,=IntI' — JInt T, (nebof kazdazmnozm

neR
Int 7,, je obsaZena v nékteré z mnoim Int 7,, kde n e M).

Nasim cilem je dokazat, Ze  je Jordanova oblast; zatim jsme ukizali, Ze Q je
oteviena mnoZina. Vzhledem k tomu, co jsme nyni fekli, Ize zfejmé& bez Gjmy obec-
nosti pfedpokladat, Ze

(12) pro ka’dé dvaindexy m £ nje C,nC, = 0.

Jinak totiZ miZeme piejit od mnoZiny vSech piivodnich indexd k mnoZing 9.
UvaZme jesté, Ze pro kaZdé m existuje n e N tak, Ze C,, = C,. Odtud plyne, Ze
- UC, =TI — U C,. DokaZeme-li tedy rovnost
m neR
HQ) = (I'" - uc’_) urrv UL,,
za pfedpokladu (12), bude tim dokazéna také inkluse (10) v obecném pi¥ipadé.
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V dal§im tedy &infme pfedpoklad (12):

g) V &asti b) tohoto diikazu jsme zavedli kfivku y, definovanou v <o, >, Pro nis je
[y] = I'*. Budte ¢(a,), ¢(B,), kde a < &, < B, < B, krajni body oblouku C,; bez
Gjmy obecnosti Ize ptedpokladat, Ze a, = ¢(%,), b, = ¢(B,). Intervaly («,, B,) jsou
vzhledem k tomu, %e C, = y((«,, B,)), podle (12) disjunktni.

Bud A, prosta k¥ivka, definovana v <{a,, f,», pro niZ je

ln(an) = an > An(ﬁn) = b" 4 [2‘"] = Ln .

Tvrdime, Ze funkce w, definovand v intervalu <«, 8> podminkami

— /'ln(t) pro tG((X”, ﬁn)’ n = 1,2, cens
(13) o(t) = N (1) pro tela, B> — U(a,8,)

je spojita a prosta. )

DokaZme nejd¥ive spojitost funkce w. Je-li t, € (a,, B,) pro nékteré n, plyne
spojitost @ v bod& t, zprava ze spojitosti A, v bod& t, zprava. Je-li t, € <a, B —.
— U<, B,), jsou dvé moznosti: A) existuje A > 0 tak, Ze interval {to, to + A) je

n
disjunktni s U(e,, B,); pak je w(?) = y(t) v {ty, ty + A) a spojitost w v bod& ¢, zprava
plyne ze spojitosti y. B) Zadny interval tvaru <{t,, t, + A) neni disjunktni s U(,, 8,);

protoZe zaroveti o neni poSatednim bodem Z4dného z intervald (a,, B,), leZi v kaZdém
intervalu (t,, t, + A) nekonetn& mnoho intervald («,, 8,). Bud & > 0; pak existuje
A > 0 tak, Ze plati:

(14" tety, to + A) = [p(t) — y(to)l < e,
(14" Bp — oy < A=d(L,) < 3¢

(posledni implikace plyne z toho, Ze 8, — «, = 0 a d(L,) - 0).
Zvolme p tak, aby (,, B,) = (to, to + A). Je-li t € (1o, B,), je bud t ¢ U(x,, B,),
takZe podle (14)' je n

(15) lox(t) — o(to)l = Iy(t) = 9(to)l < 3¢,

nebo je t € (a,, By), naeZ nutn€ B, — a, < B, — t, < A, takZe podle (14)" a (15)
mame A
(16) (1) — o(to)] = [A4(t) — 7(to)| =

< |4t) = p(e)l + Ip(a,) — p(to)l < 3 + 36 =e.

Tim je dokazana spojitost funkce w v ka?dém bodd t, € {a, B) zprava; podobng se
dokaZe spojitost w v bodech t, € («, 8> zleva.

DokaZme, 7¢ w je prosta. Bud « < ' < t” < §; pak je bud ¢, t" € («,, B,) pro
vhodné n, nebo t' € (s B)s " € (@, B,), kde m + n jsou vhodné indexy, nebo jeden
z bodl ', " patii do n&kterého z intervald (a,, f,), kdeZto druhy lezi v mnoZin&

<a, B> = Ula,, B,), nebo konené ?4dny z bodi ', t” nepatfi do U(x,, B,).
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Podminka w(t") & w(t") plyne v prvnim pfipadg z toho, Ze 4, je prosta funkce, ve
druhém pfipadé z toho, Ze w(t') = A,(t) € L,ol)=2t)el,azeL,nL, =0,
ve tfetim p¥ipadé z podminky I'* N L, = 0, ve &tvrtém ptipadg z toho, Ze y je prosta
funkce.

h) V pfedchazejicim bod& jsme dokazali, Ze kfivka w (definovan4 v (13)) je prosta;
je zfejmé, Ze tato k¥ivka ma tytéZ krajni body jako oblouk I''. Vzhledem k tomu, Ze
[@] = I'* U UL, ze I'" ma s I'* spoletné jen krajni body a Ze I'> n UL, = 0, je [w]
oblouk, majici spole&né pravé své krajni body s obloukem I'2. MnoZina [w] U I'? je
tedy topologickou kruZnici.

Jak snadno nahlédneme, je

(17) [@] = (I'* - UC,) v UL,.

Z toho 'plyne, %e k dokongeni diikazu lemmatu 5 stadi jen ukézat, Ze
(18) HQ) =[] v TI?,

nebot podle lemmatu 1 z této podminky a z omezenosti a otevienosti mnoZiny Q
vyplyva rovnost Q = Int ([w] L I'?), takZe Q je Jordanovou oblasti.

i) NeZ pfikrogime k diikazu (18), ukaZme, Ze je-li obloukﬁ L, nekone&né mnoho, je

(19) ﬂ Unt T, = ﬂ UG = ﬂ U L.

n=1 k2n n=1 kZn n=1 k2n
 Abychom to nahlédli, uvaZme predevsxm e z inkluse L, U C, = Int T, plyne
‘podminka

(200 - 8 UC’,,LJF}0 UL,,c{qjo UInt:Tk={fi> UntT,.

n=1 kZn n=1 k2n n=1kzn n=1 kxn

. o0
Je-liobricend ze | | Int T;, protina okoli U(z, 36) pro kazdé § > 0 vSechny mno-
n=1k=n

Zmy UInt Ty (n = 1, 2,...). ProtoZe d(Int T;) — 0, existuje p tak, Ze pro k > p je
kzn
d(Int T,) < 5. Je-li ¢ > plibovolné &islo, plyne z podminky U(z, 38) n U Int T}, + ¢

kzn
existence indexu k = g, pro ktery je U(z, %5) A Int T; * 0. ProtoZe d(Int T;) < 36
pro toto k = g > p, je Int T;, = U(z, 33); takZe

CGUL, cIntT, c Uz, 35) = Uz, 8).

Kazdé okoli bodu z tedy protina (dokonce obsahuje) nekoneéng mnoho mnoZin C,
resp. L,; odtud plyne, Ze

zeN UGnN UL.

n=1 kzn n=1k=n

Tim je (vzhledem k (20)) rovnost (19) dokazéna.
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Jak snadno nahlédneme, je

(21) r' - e, =[o] -~ UL,.

Uvazime-li, Ze pro kaZdou posloupnost mnoZin je

2) UM UM un UM,
n= n=1kzn

(viz napf. [3], str. 21), vidime, Ze

(23) rr-yc,=@I* - UC)—n UG =

n=1 kzn
= ([e] = UL,) - 91 kg L, = [0] - UL,.

Poznamenejme koneéng, Ze (19) i (23) plati i v pfipadg, kdy oblouki L, je jen ko-
necné mnoho; k tomu sta¢i doplnit posloupnosti mnoZin L,, C,, atd. prdzdnymi mno-
Zinami na posloupnosti nekoneéné a uZit odvozenych vysledki.

j) Obratme se nyni k diikazu (18). MnoZina Q je &sti Int I'; pfitom je

(24) IntlI'=Qu ([ —YUlnt T,) v YInt T,,,
kde mnoZiny vpravo jsou disjunktni. Posledni s¢itanec lze napsat ve tvaru
(25) Ulnt T, = UInt T, v UC, u UL, ,

kde mnoZiny vpravo jsou opét disjunktni.
UvaZme, které mnoZiny rozkladi (24) a (25) jsou obsaZeny v Q. Jist& je @ = Q; je-li
zel — UInt T,, ma bod z okoli disjunktni s UInt »» takZe pro vSechna dost mala

U(z) je U(z) NQ=UZ)n(Intl — Ut T,) = U(z) nInt I + @, nebof ze I' =
= H(Int ). Tedy I' — UInt T, = Q. '

Jelli zeUlInt T, exisntuje U(z) obsaZené ve vhodném IntT, = S — Q, tak¥e
Ulnt T, n Q’l = ). ProtoZe kaZdy bod z e C, ma okoli
" Uz)cIntT,uC,VExtI'= S - Q
jetéz UC,n Q = 0.

Zb}’/\:é vySetfit E; je-li zéi,, < Int I, jsou viechna dost mal4 U(z) obsaZena

n

v IntI'. Proto¥e UL, = UL, v T, je ka?dé dost malé okoli U(z) disjunktni

m*n m*n
sUL,. Jeli U(z) nUInt T,, + 9 (pro uriité okoli bodu z), je U(z) nInt T,, + (2)
m¥n m#*n

pro vhodné m # n; souvisld mnoZina U(z) obsahuje tedy body z Int T, i body
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z Ext T,, (napf. bod z). Odtud plyne, Ze nutné U(z) N T,, # 0; volime-li U(z) tak
malé, ze U(z) n I'* = 0, je nutné U(z) n L,, & 0, coZ neni pravda pro dost mal
U(z).

Vsechna dost mald U(z) jsou tedy disjunktni s’ Int T,, a plati tedy pro né vztahy

m*n

U)nQ=Uz)n(IntI' — (UIntT,,vIntT,) =

m*n
=U(z) —-IntT,=U(Z)nExtT, £ 0,
nebot z € f,, = H(Ext T,). Tim je dokéazano, %e U L, = Q.
Vzhledem k uzavienosti mnoZiny Q odtud plyne, Ze také UI: = UL, = 0. Celkem

tedy mdme:Q = Q U (I' — Ulnt T,) v UL, , pfiéem¥ mnoZiny vpravo jsou disjunktni.

Z toho plyné, Ze
HQ=Q-Q=(-UntT,)v UL, =

=r2ur - Umt7,vuyL,vUC)] VUL, =
=r*u (! -yc)vUL, = I*v (o] - UL)v UL, = I'* v [0]

(uzili jsme p¥i tom vztahd (19) a (23)). Tim je lemma 5 dokazano.

4. Lemma 6. Bud G Jordanova oblast a necht U(a) je okoli bodu a € T = H(G),
pro néz je T — U_(zﬁ #* 0. Pak existuje prdvé jedna komponenta Q mnoZiny G N
n U(a), na jejiz hranici lezi bod a. Q je Jordanova oblast, jejiz hranice obsahuje
celou komponentu mnoZiny T n U(a), v niZ leZi bod a.

Dikaz. Bud M komponenta mnoZiny T n U(a), obsahujici bod a. Jak snadno
nahlédneme, je T; = M oblouk, jehoZ krajni body b, ¢ leZi na hranici C okoli U(a);
pfitom T; — {b, ¢} = M < U(a). Oznaéme T,, C,, C, oblouky s krajnimi body
byc,pronéZplati: T=T,; v T,, C=C; U C,.

Podle lemmatu 4 je
(26) U@ — T, = G, UG,,
kde G; jsou disjunktni Jordanovy oblasti, jejichZ hranicemi jsou topologické kruZnice
C;uT.

Bud ¢ prosta kiivka, definovand v {a, B), pro niZ je ¢(x) = b, [¢] = T>.

Budte (o, f7) komponenty mnoZiny ¢_,(G;) (kter4, jak snadno nahlédneme, je
oteviena v E,); pak jsou L, = ¢(<al, B>) oblouky, spliiujici tyto podminky:

1) Krajni body a} = ¢(e), b) = ¢(B}) oblouku I, le¥ina C;.

2) Zadné dva z obloukd I, I/, kde m % n, nemaji oba krajni body spoleiné

(nebot to by odporovalo skutetnosti, Ze I, U IJ, & T a Ze T je topologick4 kruZnice).
Oznagime-li I, = o((¢, B2)), je L, disjunktni s kazdym L], kde m + n.
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3) I cG;=Int(C;uTy).

4) Pokud je oblouki I, nekone&n& mnoho, je d(I) - 0. (To plyne ihned ze stejno-
mérné spojitosti funkce ¢, nebot je-li intervald (e, f7) nekone¥n® mnoho, je pi —
— o) > 0.)

Ozna&me jest& CJ oblouk, obsaZeny v C|, jeho krajni body jsou al, bj; bud T/ =
=Clull.
G

Podle lemmatu 5 je tedy mnoZina
(27) Q;=G,—UIntT] (j=1,2)

Jordanovou oblasti, jejiZ hranice obsahuje oblouk T;.

Ob& oblasti 2, jsou disjunktni s T, takZe ka?da z nich leZi bud v G nebo v S — G;
kromé& toho je 2 N Q, = 0.

H(Q;) jsou topologické kruZnice; bud Z; oblouk s krajnimi body b, ¢, pro né&z je
Z;v T, = H(Q;). Oblouky Z,, Z,, T; maji tedy spole¢né pravé své krajni body.
Vzhledem k tomu, Ze ©Q; jsou disjunktni omezené oblasti s hranicemi Z; U Ty, jsou to
podle lemmatu 3 komponenty mnoZiny S — (Z, U Z, L Ty), pfidem? tfeti kompo-

nentou této mnoZiny je neomezend oblast Ext (Z, U Z,). MnoZina T; — {b, c} je
&sti Int (Z, U Z,).
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Z toho plyne, Ze tim spiSe a € Int (Z, U Z,), a protoZe a € H(G) n H(S — G), pro-
tind Int(Z, U Z,) nutn& Gi S — G. Vzhledem k platnosti vztahu
(28) Int(Z,UZ,)~ T=Int(Z,UZ) — T, = Q U Q,
je jedna z oblasti Q; nutné &4sti G, druha &asti S — G.

Podle lemmatu 5 je '

(29) H(Q) = (C; — UC)u T, v UL ;

vzhledem k tomu, Z¢ C; A U(a) =0 a T, v UL, = T, je H(Q;) n (U(a) — T) = 0,
takZe Q; je nejen oblast obsaZend v U(a) — T, ale také mnoZina uzaviena v U(a) —
— T=(U(a) n G) v (U(a) — G), tedy komponenta této mnoZiny. ProtoZe jedna
z mnoZin Q; je &sti U(a) n G, je komponentou U(a) N G.

Z rovnosti
(30) QuUQR,u(Ty — {b,¢c}) =Int(Z, v Z,)

plyne, Ze 7adné komponenta K mnoZiny U(a) — T, riiznd od Q,, Q,, tedy disjunktni
s otevienou mnoZinou (30), nemiZe obsahovat bod a na své hranici. Tim je lemma 6

"~ dokéazano.

5. Diikaz véty 1. Bud G Jordanova oblast, a € H(G) libovolny bod. Jist& existuje
8 > 0 tak malé, ze H(G) — U(a, é) + 0.

Podle lemmatu 6 tedy existuje pravé jedna komponenta 2, mnoZiny U(a, 6/n) n
N G, na jejiZ hranici leZi bod a. ProtoZe pro m < n je Q, ¢asti nékteré komponenty
mnoZiny U(a, 6/m) n G > U(a, §/n) N G, protoZe a € Q, N Q, a protoZe Z4dna
‘komponenta mnoZiny U(a, §/m) n G, rizna od Q,,, neobsahuje bod a ve svém uza-
véru, je nutné Q,, > Q,. Tedy:
(31) Go Qo2 >...00Q,> ...

Zvolme libovolné body a, € Q,; pak existuje kfivka ¢,, definovand v intervalu

{(n = 1)/n, nj(n + 1)) tak, Ze
(pn((n - 1)/") = an > (Pn(n/(n + 1)) = an+1 5 [(pn] < ‘Qn .
Bud ‘
o (t) pro te{(n — 1)/n,n/(n + 1 n=12..),
o) = PO PO 160 = (a4 1) )
pro t = 1.

Jé ziejmé, Ze ¢ je spojita vintervalu €0, 1); protoZe d(Q,) — 0a o({(n — 1)/n, 1>)c
< Q,, je ¢ spojitd i v bodg 1 zleva.

Tim je dok4zano, Ze ¢ je k¥ivkou; tato k¥ivka spliiuje zfejmé& 74dané podminky.

6. Dikaz véty 2. Budte L; (j = 1, 2) oblouky, jejichZ spolenym krajnim bodem
je bod a € H(G), kde G je Jordanova oblast; nechf pfitom L, U L, — {a} = G.
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Bud L; = [,1 ,-], kde 4; je prosta kfivka, definovana v intervalu <0, 1, pro ni¥ je
A{1) = a. Bud U(a) libovolné okoli bodu a; zfejmé 1ze pfedpokladat, e U(a) je tak
malé, e H(G) — U(a) * 0. Pak lze uZit lemmatu 6: Existuje pravé jedna komponenta
Q mnoZiny U(a) N G, ktera obsahuje bod a na své hranici.

ProtoZe A; je spojitd, existuje & > 0 tak, Ze {1 = 6,1)) = U(a) pro j = 1, 2.
Odtud plyne, Ze souvislda mnoZina M; = 4,1 — §, 1)) je &asti U(a) N G, tedy &asti
nékteré komponenty mnoZiny U(a) n G. Vzhledem k tomu, Ze a € M, takZe tento
bod musi leZet také v uzavéru zminéné komponenty, je touto komponentou nutng €.
Mame tedy M; = Q (pro j = 1, 2). 4

Vzhledem k tomu, Ze Q je oblast, obsahujici body A,(1 — ), existuje jist& k¥ivka ¢
tak, Zep.b. ¢ = 4,(1 — 98), k.b.o=1,(1-96), [¢p]=Q<cU(a)nG.

7. Dikaz v&ty 3. Budte a,, € E body Jordanovy oblasti G a necht a,, = a € H(G).
Sestrojme jako v diikazu véty 1 oblasti Q, a poloZme kromé& toho Q, = G.

Vzhledem k tomu, Ze a,, — a a Ze Q,je (pro n = 1) jedinou komponentou mnoZiny
U(a, 8/n) n G, ktera obsahuje bod a na hranici, existuje ke ka?dému n index p(n) tak,
%e pro m 2 p(n) je a,, € Q,. PoloZme je3ts p(0) = 1, takZe implikace: ,,m 2 p(0) =
a, € Q,“ je téZ spravna. Bez tijmy obecnosti lze pfedpokladat, Ze indexy p(n) tvoii
rostouci posloupnost. '

ProtoZe 2, je oblast a body a,y, ..., Gpm+1) v 0 leZi, existuje kfivka ¢,, definova-
n4 v intervalu {n/(n + 1), (n + 1)/(n + 2)>, pro niZ plati: ’

n n+1
ap(n): LT ap(n+1) e[(Pn] < 'Qn s Pp m = ap(n) > Pn "+ 2 = ap(n+1) .

Podobné jako v dikazu véty 1 snadno nahlédneme, Ze

n n+1
(1) pro te R n=0,1,...),
<p(t)=<(P()p <n+1 n+2>(
a prot=1
je hledana kf¥ivka.
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Pesrome

HOBBIE JOKA3ATEJIbCTBA HEKOTOPBIX TEOPEM TOIIOJIOI'UU
IIJIOCKOCTHU

Wb YEPHBI, (Ilja Cerny), IMpara

B cTaThe HOKa3BIBAIOTCS HATJAAHBIM CIOCO60M Tpu 6oJee rirybokue TeopeMsl o
TONOJIOIMH ILUIOCKOCTH, KOTOPbIE HCIOJIB3YIOTCS, HAIPUMED, B TEOpHUH KOHGOPMHOIO
0TOOpaXeHHs. ¥ JOKa3aTeNbCTBO KOTOPHIX, HE ONMPAOLIeeCs Ha MEeJBIi PSI IPYTHX
TE€OPEM TOILOJIOTHH, COOCTBEHHO TOBOPS, B IMTEPAType He MMeeTcs. Jid Joka3aTeb-
CTBa 3THX TEOPEM B CTaThe HCIIONb3yeTCs (M3 Goliee BaXHBIX TEOPEM TOIOJOTHH
IIOCKOCTH) TOJBKO TeopeMa JKop/iaHa 1 HECKOJIEKO CBOWCTB T. Ha3. ©-KPHBBIX.

Y1068l MOXHO OBUIO NaTh (GOPMYIMPOBKY YNOMSHYTEIX TEOpeM, HeOOXOOHMO
BBECTH HEKOTOpPBIE IIOHATHS X 0003HAYeHHUS :

CumponoM S (wm xe E) 6yaem 0603HaYaTh 3aMKHYTYIO (KT Xe OTKDBITYIO)
mrockocTs I'aycca. Kaxmoe HenmpepbiBHOe oToOpaxenue ¢ uHTepBaia {a, f> < E,
B E MBI Ha30BeM Kpugoil; ecii 6yneT ¢(«) = ¢(f) u eciid YaCTHYHbIE OTOOPaKeHUSL
¢|<a, B), ¢|(a, B GYAYT IPOCTHIMH, TO MBI CKaXeM, 4TO ¢ — 2OpOaHosa Kpusas.
Ecma T < E nmeer Bun T = ¢({a, f)), Toe ¢ — XOpIAHOBA KPUBAsi, TO Mbl HA30BEM
T monosozuueckoii okpyscrHocmero. O6acTh Q < S, rpaHunei KOTOPOH CILYXHUT
TOIIOJIOTHIECKAS] OKPYKHOCTH, MBI HA30BEM H#COPOQHO801 004aCHbio0.

Ecmu T — Tomomuruueckas OKpyXHOCTh, TO 10 Teopeme XKopaaHa
S—T=Int TUExtT,

rxe Int T, Ext T — semepecexaronmecs obiacTu, obIeit rpaHuneil KOTOPBIX SBJISIET-
ca T; mpu sToM Int T orpanmderna, Ext T HeorpaHmdeHa.

T'naBHOM menpio paboTHL ABISETCS HOKA3aTENBCTBO CIEIYIOUIMX YTBEPXKIOCHMIHA:

Teopema 1. Ecau G — obaacme 2Kopoana, mo k moboii mouxe a € H(G) (epanuya G)
cywecmeyem xpusas @, onpedenennas, Hanpumep, 6 <0, 1>, d1a xomopoii ¢(1) = a,
0(0, 1)) = G.(,, Jocmuscumocms mouex Ha 2paHuye HcopoaHoeol obaacmu‘‘.)

Teopema 2. Ecau Ly, L, — 0yau (m.e. 20meomopgrvie obpaser unmepsasa {0, 1)),
o0 eil KOHYeEoil MOUKOT KOMOPLIX AGAAEMCA MOUKA A ACHCAWAS HA 2paHuye x#copoa-
Hoeoti obaacmu G, u ecau Ly U L, — {a} <= G, mo 011 kaxcdoii okpecmunocmu U(ay
MOUKU a cywjecmeyem Kpueas ¢, onpedesennasn, nanpumep, ¢ {0, 1>, 011 xomopoii:
e(0) e Ly, (1) e L,, ¢(0,1)) = U@ nG.

Teopema 3. Ecau G — obaacme Kopoana u ecau a, € G N E — npoussoavnelie mouxu,
cxodawuecs k mouke a € H(G), cywecmeyem xpusas ¢, onpedesennas ¢ {0, 1) makx,
umo a = ¢(1), a,, € (0, 1)) 044 écex m, ¢({0, 1)) = G.
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Joxa3aTexbCTBO 3TUX TEOPEM OIMPAETCS Ha BCIIOMOTATENLHYIO TEOPEMY, KO-
Topasi B paboTe Ha3BaHa JeMMOil 6:

Ecau G — obaacmy XKopoana, U(a) — oxpecmuocme mouku a € H(G), 014 xomopoii
H(G) — U(a) = 0, mo cywyecmeyem posHo o0Ha komnonerma Q mHoxcecmea G n U(a),
Ha 2panuye KOMOpOLi Aexcum mouka a. (Oma KoMRoHeHma ABAAEMCA HCOPOAHO8OIL
obaacmulo.)

IIpy DoXa3aTeNbCTBE JEMMBL 6 HIPAeT BaXKHYIO POJIb JIeMMa 5, B KOTOPOH OIHCaH
IPHHIMI, Ha KOTOPOM OCHOBAHO 3((EKTHBHOE IOCTPOEHHEe KOMIIOHEHTH! £, Korna
sapausl U(a) u H(G).

Jlemma 5. ITycme I'', I'? — dyau, obupumu moukamu Komopslx A6AAIOMCA KaK pas
ux konyesvie mouku; nyems I = I't U I'?. Iycme 0yau L, (n = 1,2, ..., — KoHeunas
unu 6eCKOHEUHAA NOCAEO08AMENLHOCING) YOOBACMBOPAIOM CAeOVIOUWUMU YCAOBUAMU:

1. Kpaiinue mouxu a,, b, oyau L, sexcam na I'*.

2. Huxaxue 0se uz 0yz L, L(m = n) He umerom obe Konyegvie mouku obwumu,
u ecau obosnauums L, = L, — {a,, b,}, mo L, He nepecexaemcs ¢ L,,.

3. L,cIntrl.

4. Ecau dy2 L, 6eckoHeuro MHO20, MO UX Quamemp CmpemMumca K HyAr.

O603Hauum ewe uepes C, dy2y, codepucawyroca ¢ I'', kpaiinumu mouxamu xomopoii
A6AANOMCA MOYKY a,, b,; nycms, naxoney, T, = C, U L,.

Tozoa T, cymb monoaozuueckue oOKpyscHocmu, 044 komopeix Int T, < Int I', u mro-

ocecmeo Q = Int I’ — | Int T, asnaemca obaacmero JKopdaHa, zpanuya komopoi
yoosaemesopsem coomHowtenuio: H(Q) = (I'' — UC,) v I'* v JL,; npu smom pa-

seHcmeo umeem mecmo mozda, kozda C, = C, — {a,, b,} He nepecexaiomcs.

Ot moJioxeHHs B JeMMe 6 IepelaeM K IOJO0XEHUIO B JIEMME 5 ClieyroIuM o0pa-
3om: O6o3raunm gepes T; 3aMEIKaHHE KOMIOHEHTHI MuOXecTa U(a) N H(G), co-
IepXXalllee TOYKY a; KOHIeBble TOYKH Ayru T; o6o3HawmMm uepes b, c. Ilyctes T,
Cy,C, — [Oyrd C KOHIEBBIMEH TOuKaMH b, ¢, mst xoropeix H(G) = Ty U Ty,
H(U(a)) = C; v C,. Torna U(a) — Ty = G; U G,, e G; — HellepeceKaromuecs
obnactu Xopnana, rpaHAIaMu KOTOpHIX cyxart C; U T;.

Ecmr L] — xommonents MaoxectBa G; N T, L — nx semvexanus, C) < C; =
IyTH ¢ TEMH e KOHIEHBBIMHE Toukamu 4To L), TS = C] U L/, To ogno u3 MHOXeCTB

Q;=G;—UIntT, (j=12)
n
SBILSIETCS. MICKOMOR KOMIIOHeHTON MHOXecTBa G N U(a) (a BTopoe sBIfeTCs efuH-

CTBEHHOM kommoHenToii MHOXectBa U(a) — G, .Ha rpaHmie KOTOPOTO JIEKHT
TOYKA Q).
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Summary

NEW PROOFS OF SOME THEOREMS IN THE TOPOLOGY
OF PLANE SETS OF POINTS

ILsa CERNY, Praha

In the paper there are given proofs of three theorems concerning the topology of
plane sets of points, useful e.g. in the theory of conformal mapping; proofs of these
theorems known in literature are preceded by series of other theorems. The present
paper uses, of the deeper properties of plane topology, only the Jordan curve theorem
and some properties of the so-called ®-curves.

Some notation and terminology will precede the formulation of the theorems.

S will denote the closed, and E the open, Gauss plane. A continuous map ¢ of
{a, By = E, into E will be called a curve; if ¢(x) = ¢(8) and both partial mappings
¢ | <, B), ¢ |(x, B> are one-to-one, we will say that ¢ is a Jordan curve. A set
T < E of the form T = ¢({a, B>) with ¢ a Jordan curve will be termed a topological
circle. A region Q < S will be called a Jordan region if its boundary is a topological
circle.

If Tis a topological circle, then the Jordan curve theorem states that

S—T=IntTUExtT

where Int T, Ext T are disjoint regions both with T as boﬁndary; Int T is bounded
and Ext T unbounded.
The main objective of the paper are the proofs of the following theorems:

Theorem 1. If G is a Jordan region, then to each point a € H(G) (= boundary of G)
_ thereis a curve ¢ defined, say, on {0, 1>, with ¢(1) = a and ¢(<0, 1)) = G (,,acces-
sibility of points on the boundary of a Jordan region).

Theorem 2. Let Ll,‘L2 be arcs (i.e. homeomorphic images of <0, 1)) with a com-
mon end-point a on the boundary of a Jordan region G, and such that L, U L, —
— {a} = G. Then to each neighbourhood U(a) of a there is a curve ¢, say defined

on <0, 1, with ¢(0) € Ly, ¢(1) € L,, (0, 1)) = U(a) n G.

Theorem 3. If G is a Jordan region and a,e€ G n E points converging to an
a € H(G), then there is a curve ¢ on {0, 1> with a = ¢(1), a,, € ¢(<0, 1) for all m,
(€0, 1)) = G.

The proofs of these theorems are based on the following auxiliary theorem
(lemma 6 in the text): )

If G is a Jordan region and U(a) a neighbourhood of a e H(G) with H(G) —
— U(a) #+ 0, then there is precisely one component Q of G n U(a) whose boundary
contains a. (This component is a Jordan region.)
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This latter theorem depends essentially on lemma 5, containing the principle which
permits the effective construction of the component € if the U(a) and H(G) are given.

Lemma 5. Let I'', I'? be arcs with only the end-points in common; set I’ = I'* U
U I'2. Assume that there is a (finite or infinite) sequence of arcs L, with the following
properties:

1. The end-points a,, b, of L, are on I'*.

2. If m # n then L,, L, do not have both end-points in common, and if L,=L, -
— {a,, b,} then L, is disjoint with L,,

3.1, cIntrl.

4. If the sequence of L, is infinite, then their diameters tend to 0.

Finally let C, be the subarc of I'* with end-points a,, b, and set T, = C, U L,.
Then each T, is a topological circle with Int T, = Int I'; the set

Q=IntI' — YInt T,

is a Jordan region, and its boundary satisfies H(Q) < (I'* — UC,) v I'* v UL, ,
with equality if the sets C, = C, — {a,, b,} are disjoint.

The situation described in lemma 5 may be obtained from that of lemma 6 as fol-
lows: Let T, be the closure of that component of U(a) n H(G) which contains a; let
b, ¢ be the end-points of the arc T;. Let T,, C;, C, be arcs with end-points b, ¢ such
that H(G) = T, U T,, H({U(a)) = C, v C,. Then U(a) — Ty = G, U G, with the G;
disjoint Jordan regions whose boundaries are C; v Tj.

If LJ are all the components of G; N T, L} their closures, CJ = C; arcs with the
same end-points as L, T/ = CJ U L] then one of the sets

Q=G —UIntT} (j=1,2)

is the required component of G n U(a) (and the other is the unique component of
U(a) — G whose boundary contains a).
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