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éasopis pro pé&stovini matematiky, roc. 89 (1964), Praha

O POCTU TRID SILNE EKVIVALENTNICH
INCIDENCNICH MATIC

BoHusLAvV MISEk, Stochov-Honice

(Doslo dne 19. ledna 1963)

V ¢&lanku se fe$i poCet incidenénich matic typu (m, n), z nichZ jednu nelze
pievést v druhou permutacemi fadka a sloupci.

Definice 1. Budte m, n pFirozend Cisla. Matici o m Fddcich a n sloupcich, jejiz
pruky jsou 0 a 1, nazveme incidenéni matici typu (m, n). KaZdé dvé incidenéni ma-
tice tého# typu, z nichZ jednu lze vytvorFit z druhé permutacemi Fddkii a sloupci, na-
zveme silné ekvivalentnimi. .

Termin ,,siln4 ekvivalence incidenénich matic* razi K. Culik v pojednani [1], str.
229, z n&hoZ vychazi dloha 14 téhoZ autora z ro€. 82 (1957) tohoto Easopisu; jejim
&astenym feSenim je tato prace. (Viz poznadmku I na str. 217.) UZitim tohoto pojmu se
zfejmé rozpadne mnoZina vSech incidenénich matic daného typu v disjunktni tfidy
siln€ ekvivalentnich matic. V naSem ¢&lanku pdjde o zjiSténi podtu t&chto tfid pro dany
typ (m, n). Podame nejprve obecné feSeni tohoto poctu, dale specializace obecného
vzorce pro m = 1, 2, 3, 4 a libovolné n (spolu s tabulkou uvadgjici podet t&chto t¥id
prom,n =1,2,3,4,5,6,7, 8), kone&n& pro-nazorny prehled uvedeme vsechny inci-
denéni matice typu (3,3), jeZ nejsou siln& ekvivalentni, ve formé& soustavy tzv. repre-
zentantd t¥id a ukdYeme zérovefi, jak stanovit takovy piehled v obecném piipads.
Viem témto uvaham a vypoltim pfedesleme nékolik pomocnych vét zaloZenych
vesmé&s na pojmu matice redukované. ' ’

Definice 2. BudiZ ddna incidenéni matice M typu (m, n). K i-tému sloupci ma-
tice M pfifadme dyadické ¢&islo iqiy ... iy, jeho# Eislice iy, iy, ..., i, jsou O nebo 1
v tom pofadi, v jakém se vyskytuji v Fddcich tohoto sloupce. Pak nazveme redukova-
nou matici typu (m, n) incidenéni matici tohoto typu, v niz pro kazdé dva sloupce,
i-ty a j-ty, platf iyiy ... 0 < jijo-er jm Jestlife i < j. v - '

BudiZ v celém dal§im vykladé p permutace m ¥adki redukované matice typu (m, n).
Jsou-li X, Y redukované matice typu (m, n), pak necht z4pis p(X) = Y zna&i, %e na
mnoZin& ¥a4dkd matice X byla provedena permutate p, na ‘mnoZné sloupci této ma-
tice pak vhodna permutace ¢’ tak, Ze vysledkem obou permutaci p, ¢’ je redukovana
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matice Y; fekneme krétce, Ze pprevad1X v Y. Permutaci p uZitou takto na X je zrejmé
Y urena jednoznacng.

BudiZ d4na redukované matice M typu (m, 2™), jejiZ sloupce tvofi vSechny variace
m-té t¥idy s opakovanim z prvki 0 a 1; oznaime tyto variace vy, v,, Vs, «.., Vzm. Necht
ay, a,, as, ..., dzm jsou celd nezaporné Cisla. Pak viude v dalSim vyklade oznaéme
symbolem g permutaci, kterou na mnoZin& {v,, v,, vs, ..., U=} indukuje permutace
p mnoZiny fidkt matice M, symbolem g permutaci, kterou na potadi (a,, a,, a3, .. .,
a,m) indukuje permutace g, pfitadime-li k v, &islo a; (k = 1,2, 3,...,2"). Plati-li
a; + a, + as + ... + azm = n, resp. znali-li g, pocet stejnych sloupcﬁ U (k =
=12..,2"v redukovane matici N typu (m, n), mluvime o vlastni posloupnosu
a,, a,, as, ..., Aym, T€Sp. O Vlastni posloupnosti matice N.

1. pomocna v¥ta. Budi? ddna redukovand matice M typu (m, n) s vlastni posloup-
nosti aj, as, as, ..., Aym. Pak plati p(M) = M tehdy a jen tehdy, jestlize g(a;) =
=a;—>a;=a;(,j=123,..,2")

Diikaz je ziejmy.

2. pomocna véta. BudiZ T tFida silné ekvivalentnich redukovanych matic tj’pt{
(m, n), M e T: Existuje-li prdvé h riznjch permutaci p,, p,, ..., Dy, 0 nichZ plati
pd{M) =M (i =1,2,..., h), pak se T sklddd z m!|h riiznych matic. IR

Diikaz. Je-li = permutace, o niZ plati 7(M) = N, plati zfejm& o h navzijem riznych
permutacich np,, np,, ..., np;, a jen o t&chto permutacich, n p(M) =N (i = 1,2,
..., b), kde oviem N e T. Plati-li n; p{M) = Ny, n, p{M) = N,, kde Ny, N, jsou
riizné matice z T, nemii¥e zfejmé& platit pro Zidnou dvojici i, j rovnost 7, p; = 7, 1}1
(i,j = 1,2, ..., h). UZijeme-li na radky redukované matice M viech m! permutang,
plyne odtud ihned véta. .

Pro dal3f tivahy budou podstatné rozklady (o), resp. (&) &isel m, resp. n tvaru

(W=oay +20 + ...+ met, =m, o
€) =8¢ +25+ ...+ 2%m=n, ,

kde a;, & (= 1,2,...,m; k =1,2,...,2") jsou celd nezdporna. M4-li permutace
p o; j-Clennych cykld (j = 1, 2, ..., m), fekneme, Ze p je typu (o). Je-li «; polet &isel j
v rozkladu m = m; + m, + ... + m,, kde viechna m; jsou pfirozend, fekneme, Ze
rozklad &isla m je typu (). Je-li permutace p typu (o), pak m4 p zfejmé& cykly o délkach
my, My .oy M,

3. pomocna véta. Budte M, N riizné silné ekvivalentni redukované matice typu
(m, n). Existuje-li prdvé ¢ riznych permutaci py, p,, ..., p, typu (&), o nichZ plati -

pM) = M, existuje prdvé ¢ riiznych permutaci p}, p3, ..., p,, typu (%), o nichZ plati
PN)=N(=12..,9) .

Dikaz. Je-lin permutace o ni% plati 7(M) = N, pak plati o ¢ navzijem rﬁznych
permutacich p; = npn~! pYN) = N (i = 1,2, ..., ¢). ProtoZe p; je typu (c), je také
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p; typu («). Pfedpoklad, Ze existuje permutace Dp+1 typu (a) riizné ode viech permu-
taci p3, P, ..., Py, Pro mniz plati p, . (N) = N, vede zfejm& ke sporu s tim, Ze p,,
P2, -+-» D, jsOu viechny permutace uvedenych vlastnosti.

4. pomocna véta. BudiZ T tfida silné ekvivalentnich redukovanych matic typu
(m, n). Budte p, p’ permutace typu (o). Jsou-li My, M, ..., M, vSechny riizné matice
z T, o nichZ plati p(M,) = M,, pak existuje prdvé o ruzn_ych matic Ny, N3y ..., N,
z T tak, e plati P'(N) = N; (i = 1, 2,..., 0).

Diikaz. PongvadZ p’ je téhoZ typu (o) Jako D, lze ¥adky matic My, M,, ..., M, pte-
&islovat tak, aby se j-&lenny cyklus permutace p pie&islovanim zobrazil na j-Elenny
cyklus permutace p’ (j = 1,2, ..., m). To znamend, Ze existuje permutace = tak, Ze’
platip’ = npn~?; pfitom n(M;) = N,;(i = 1,2, ..., 0),kde Ny, N,, ..., N, jsou zfejm&
navzajem rizné. Vzhledem k symetrii vlastnosti, jeZ maji permutace p, p’, neexistuje
jist€ Z4dna dalii matice N, ., z T tak, aby platilo p'(N,+1) = Ng41.

5. pomocna véta. Budi¥ ddna permutace p typu (o). Oznacme c;(«) podet k-¢lennych
cykli permutace q. Stanovme funkci vi(h) pro p¥irozend k, h takto:

1) vi(h) = 0 pro kth; vi(h) = vi(k) pro k|h;
)  vi(B) 4 2vy(h) + ... + hvy(h) =

Polozime-li vi(k) = v, a oznalime-li nejmensi spoleény ndsobek &isel By, Ba, -.., s
symbolem [By, B, ..., Bs), pak plati pro pFirozené k, je-li rozklad &isla m = my +
+ my + ... + m, typu (&),

3) ‘ (@) =0 pro ki[my, my,...,m.],

1 r
(4) Ck(a) = E Z Hldivdl pI'O kl[m]_, Myy euey m,.] N

kde se s¢itd pFes vSechny usporddané r-tice pFirozenych &isel dy, d,, ..., d,, pro néz
plati [dy, d,, ..., d,] = k, pfi éem# d|m; (i = 1,2,...,7).

Dikaz provedeme indukci podle r. BudiZ r = 1, tedy m = m,, takZe pro rozklad
(o) plati: ¢y = @y = ... = a&,,_; = 0, a,, = 1. Je-li variace v &lenem k-cyklu permu-
tace ¢, mame .

) @) =v, ¢d@)+v (=12,...k—-1).

Pongvad ¢™(v) = v, plati jisté k|m. Pak z (5) plyne, e v se skldda z m/k stejnych
k-&isli, jeZ nazveme stejnymi k-cykly variace v, danych sledem &islic 0 a 1 stojicich ve
variaci v na mistech x, p(x), ..., p*"1(x) (x = 1, p*(1), p*(1), ..., p""%(1)). Polo-
¥ime-li () = p(m), plati tedy p(m) = p(k) pro k|m, kdezto pu(m)= 0 pro
kym. Z definice funkce p(m) plyne: py(m) + 2uy(m) + ... + m p,(m) = 2™ Podle
(1), (2) je tedy p(m) totozna s vi(m) a véta pro r = 1 plati. Pfedpoklddejme nyni, Ze
(3), (4) plati s indexem r — 1. O¥arkujme jednou, resp. dvakrat vSechny symboly
D, 4, %, k, ¢i(«), v, vztahuji-li se k redukovanym maticim typu (m’, n), resp. typu

213



(m", n), kde m" = my + niy + .+ m,_;, m" = m,. Pak plati podle pfedpokladu
pro pfirozené k' : : ‘

(6) ck,(a’) =0 pro Kk¥[mym,..,m,._ >
). o o) = Z Hd Va4, PTO k I[my, may ..y m—y]

kde ‘sé s¢ita pres v§ech'ny uspofédané (r — 1)-tice pfirozenych &isel dy, d,, , dr-1,
pro néZ plati [dy, ds, ..., d,_;] = K, p¥i &emZ d;|m; (i = 1,2, ..., r — 1). Déle plati
podle shora dokazaného pro pfirozené k” ' '
® cida”) = 0 pro k"fm,, cp(«") = v pro k'|m,.

Z podminek (5) a z tychZ podminek jednou, resp. dvakrat oarkovanych plyne (za
analogickych pfedpokladd) k.= [k', k"]. PoloZime-li
©) s k'k =kk,

‘ - [k, K] k.
poji se ve variacich v, jeZ jsou Eleny' k-cyklu permutace g, libovolna variace v’, jeZ je
Slenem k'-cyklu permutace g', s k”/d = k/k’ &leny stejnych k"-cykl variace v”. Tedy
po&et k-cykli permutace g s pevnymi k', k" dostaneme, znasobime-li soudin () .

cyAo") faktorem 6. Plati tudiz:

(10) ‘ a(0) = 38 ) (o),
kde se s¢ita pres v§echny dvojice pnrozenych gisel k', k", pro n&7 plati [k', k"] = k.
UZzijeme-li nyni (6), (7), (8), (9) a poloZime-li k" = d,, plyne z (10) snadno (3) i (4).

6. pomocna v&ta. Budif p permutace typu (o). Necht ¢ () je pocet k-¢lennych
cykli permutace q. BudiZ X mnoZina vSech rozkladii (§). Oznacime-li P(x) pocet
vSech redukovanych matic M typu (m, n), které spliuji rovnost p(M) = M, pak plati

: o) = G+ al@ -1
an Fe) (¢>Ze:xk1=—[1 ( & )

Diikaz, Vzhledem k tomu, Ze je mezi redukovanou matici M typu (m, n) a jeji
vlastni posloupnosti vzajemng jednoznatny vztah, vyplyva z pomocné véty 1, Ze P(«) je
podet vSech rozkladd &isla n ve 2™ celych nezépom}’}ch sCitancl ay, as, as, ..., Am
s ohledem na jejich pofadi a zachovavajicich soustavu rovnosti mezi viemi leny kaz-
dého cyklu permutace g. Permutace g, § maji zfejmé tentyZ pocet k-Clennych cykli.
Je-li tedy k&, dané celé nezdporné &islo, je moZno je rozloZit v ¢(«) k-tic stejnych
celych nezdpornych s¢itanch, vytvafejicich c,(«) k-cykli permutace g, s ohledem na
portadi k-tic, pravé tolika zptisoby, kolika je mono rozlozit & v ¢, () takovych s&i-
tancd. UvaZime-li, e rozklad &isla &, je nezivisly na rozkladu &isla &, pro h =+ k,

plyne vzorec (11) jhned z vyrazu (ﬂ * }; B 1> pro podet rozkladd &isla f v y celych

nezapornych séitanct s ohledem na jejich pofadi.
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7. pomocné véta. Nechr A znadi mnoZinu vsech rozkladi (o), C(a) pocet vSech
permutaci typu (o), P(e) pocet vsech redukovanych matic M typu (m, n), které spliujt
rovnost p(M) = M, kde p je permutace typu (&). Pak plati: Ve vyrazu

(12) Y, Cl@) P(2)

(x)eAd
je z kaZdé tFidy silné ekvivalentnich redukovanych matic typu (m;n) obsaZeno
prdvé m! matic.

Dakaz. Budiz T tfida siln8 ekvivalentnich redukovanych matic typu (m, n),
M e T, p permutace typu (c). Oznagime h, resp. ¢(a) po&et viech permutaci , 0 nich?
plati (M) = M, resp. podet t&h permutaci 7 z h uvedenych, jeZ jsou typu (o). Pak
plati pfedev§im .

(13) Y o()=h.

(x)ed
Podle pomocnych v&t 2 a 3 udava @(a) = (m![h) . p(a) soudet viech ¢(«)-tic permutaci
typu (a), z nichZ kaZ?d4 prevadi jednu matici z T'v ni samu. S druhé strany plati podle
pomacné véty 4 a vzhledem k definici C(x) vztah &(«) = ¢ C(«), kde o udava, kolikrat
se v squdtu fb(oz) opakuje permutace p, tj. kolik riznych matic z T'pfevadi p v n€ samy.
Vé vyraze (12) je tedy obsaZeno pravé tolik matic z T, kolik &ini ¥ o C(2), tj. podle (13)
(x)ed .

> o C0) = T 0 = ¥ " o) = m!.

(2)ed (x)ed ()4

Véta. Budif A, resp. X mnoZina vSech rozkladi (o), resp. (§). Necht c) jsou
definovdna vzorci (3), (4). Oznaclime-li S(m, n) pocet t¥id silné ekvivalentnich inci-
denénich matic typu (m, n), pak plati pro pFirozend m, n

(14) Smnm) = ¥ 1 Y (* e,

@ed gl oyl Lo, 170,22 . m™ (Hexk=1 &

Dikaz. MiZeme se zfejm& omezit na redukované matice typu (m, n). Podle po-
mocné véty 7 plati

Simm) = —— ¥ () P() .
m! (@)eA
UtZijeme-li nyni (11) a zndmého vzorce pro podet permutaci typu (a), tj. permutaci
0 o; j-8lennych cyklech (j =1,2,...,m), C(x) = m!/(a;! 0p! ... a,! 171272 .. m*),
dostaneme ihned (14).
Uvedeme nyni specializace vzorce (14) pro m = 1, 2, 3, 4 a libovolné n. (Ve vSech
uvedenych vzorcich necht se v Z s¢ita pres viechna celd nezdporna x, y, poloZime-li

(p)=0pr0p<q.)
q
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12 n—-2x+l,

2 1

7+lzn—2x+3 x+l+_l_zn—3x+1 x+1,
2 3 1 3 1 1

S(4’n)=-_l__(n+15>+lz(n—2x+7)(x+3)+
24 15 4 7 3

1

8

1

/

zn-—2x+3 x+5+12 n—3x+3 x+3+
3 5 3 3 3
+_Zn-2x—4y+1 y+2\
4 1 2

Definice 3. BudiZ ddna tfida T silné ekvivalentnich redukovanych matic typu
(m, n). Ctéme vlastnt posloupnosti téchto matic jako éisla (n + 1)-adické soustavy
o &islicich 0,1, 2, ..., n. Pak.nazveme tu matici z T, jejiZ (n + 1)-adické &islo je
maximdlini, reprezentantem tFidy T.

Jako ptiklad uvedme soustavu reprezentantd typu (3, 3) sestavenou podle sestupné
posloupnosti piislusnych (n + 1)-adickych &isel:

000\ /000\ /000\ /001\ /000\ /000\ /00O
000){000){001)(001}{000}(001}{001
000/ \001/ \001/ \001/ \011/ \010/ \011

001\ /001\ /000\ /O01\ /001\ /O11\ /000
001)({001){011)(010]{011){011){000
010/ \011/\011/\011/ \011/ \011/ \111
000\ /000\ /O001\ /001 000) 001\ /001

001){001)({001}(001)(011}({010}{010
110/ \111/\110/ \111/ \101/ \100/ \101

001\ /000\ /001) /OO01\ /OO1\ /O11)\ /O11
011){011){010)j011}(0O11}(011])(011

101/ \111/ \111/ \110/ \111/ \100/ \101

011\ /000\ /OO01\ /001\ /O11\ /O11\ /011
O11j{111j{r1ojfr1rjy1o1jy101j(111

111/ \111/ \111/ \111/-\110/ \111/ \111

111
111
111
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Poznamka 1. Cislo S(m, n) udava potet ¢,(m/n) z tlohy 14 (autor K. CuLfK) na
str. 457, ro¢. 82 (1957) tohoto &asopisu.

Poznémka 2. T¥idy siln€ ekvivalentnich inciden¢nich matic je moZno poéitat také
podle jiného vzorce, jenZ pochéazi od HARARYHO [2]. Vzorec (14) jakoZ i vzorec Hara-
rydv je moZno odvodit z obecného vzorce Pélyova [3]. Toto odvozeni spolu s diskusi
obou vzorci je provedeno v [4]. -

POCET TRID SILNE EKVIVALENTNICH INCIDENCNICH MATIC TYPU (m, n)

n
x 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 7 13 22 34 50 70 95
3 4 13 36 87 190 386 734 1324
4 5| 22 87 317 1053 3250 9343 25207
5 6 | 34 190 1053 5624 28 576 136 758 613 894
6 71 50 386 3250 28 576 251 610 2141733 17 256 831
7 8| 70 734 9343 | 136758 2141733 33 642 660 508 147 108
8 9 | 95 | 1324 | 25207 | 613894 | 17 256 831 508 147 108 14 685 630 688
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Pe3rome

O YHCJIE KIIACCOB CMJIBHO 5KBUBAJIEHTHBIX MATPU
VMHIIMJEHTHOCTHU : '

BOI'YCJIAB MUIIEK (Bohuslav MiSek), Croxos-I"ornue

Kassle (Be MATPHIBL AEMUAECHTHOCTH (¢ aMeMenTamMu 0 ¥ 1) Tuma (m, n), oHy u3
KOTOPHIX MOXHO 06pa30BaTh U3 JPYroi NepecTAaHOBKAME CTPOK H CTOJIOIOB, Ha3bi-
BaeM cuavHo sxeusasenmuvimu (o K. Uymuky). B pabore Haxomures yucno S(m, n)
KJTACCOB CIIBHO 3KBHBAJICHTHBIX MATPHI HEIMICHTHOCTH THIA (M, 1) B COCTABJISETCS
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tabauna BemwanH S(m, n) mia m,n = 1,2, ..., 8. TIaBHBI pPe3yJbTAT CONEPKUT
ClIeNyIoMas TeopeMa:

Teopema. IIycmp (o) tiau () — pazaoxncenue ¢uda m = oy + 20, + ... + ma, uau
n=~& + 28 + ... + 2", 20e a;, & — yeavle neompuyamenshvie (j = 1,2, ..., m;
k=1,2,...,2™). Obosnauum uepes A uau X muoncecmeo ecex (o) uau (§). IIycmo
¢ () onpedenerwr no gopmyaam (3), (4). Tozoa cnpasedauso

1 2L+ o) — 1)
Ll ( & '

" sem ) = O
@ed oyl oo 0, 117, 2% Lo m™ (Hex k=1

Summary

ON THE NUMBER OF CLASSES OF STRONGLY
EQUIVALENT INCIDENCE MATRICES

BonusLAv MiSEK, Stochov-Honice

Two m by n matrices of zeros and ones which can be sent into each other by permu-
tations of their rows and columns are called strongly equivalent (according to -
K. CuLik) incidence matrices of type (m, n). In the paper the number S(m, n) of strong
equivalence classes of m by n incidence matrices is given, together with the table of
values of S(m, n) for m, n = 1,2, ..., 8. The main result is contained in the following
theorem:

Theorem. Let (o) and (§) be partitions of type m = o; + 20, + ... + ma,, and
n=2¢& + 2 + ... + 2", respectively, where «;, & are non-negative integers
(j=1,2...,m; k=1,2,...,2™). Denote by A and X the set of all () and (§)
respectively. Let c,(o) be defined by (3), (4). Then

Smm) = % : (5,

@ed ooyl oo, 19027 . om™™ (Gex k=1 &
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