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Casopis pro péstovéni matematiky, rok. 92 (1967), Praha

POZNAMKA O HUSTOTE AKO MNOZINOVEJ FUNKCII

BeLOSLAV RIECAN, Bratislava

(Doslo 27. jila 1965, prepracované 8. februdra 1966)

V prdci [1] vySetroval N. F. G. MARTIN vlastnosti Lebesgueovej hustoty v danom
bode na priamke ako mnoZinovej funkcie. V tejto pozndmke st roz§irené Martinove
vysledky v dvoch smeroch: 1. Pre symetricki hustotu lim m(E n c(x, r))[m(c(x, r)),

r-0+

kde c(x, r) je sféra v metrickom priestore so stredom v x a polomerom r. 2. Lebesgueo-
vu hustotu merateInych podmnoZin euklidovského priestoru fubovolnej dimenzie.

Dakujem prof. J. MARIKOVI za cenné pripomienky, ktoré prispeli k zlepSeniu
vysledkov.

1. Definicie a oznadenia. X je abstraktny priestor, & ¢-algebra podmnoZin X, X,
T systémy podmnoZin X, X < &, m je kone€ne aditivna nezdpornd funkcia na &,
kone¢nd a kladnd na J¢'.

Definicia 1. Postupnost {E,} podmnoZin X konverguje (vzhladom k ), ak k Iu-
bovolnému Te 7 existuje N tak, Ze pre vietky n > N je E, = T. Pre Iubovolné
E € o oznaéme znakom D(E) suprémum mnoZiny

lim m(E 0 E,) : {E,} konverguje, E, e X},
n— o m(E,,)

znakom D(E) jej infimum. Stdle budeme predpokladaf, Ze existuje aspon jedna kon-
vergentnd postupnost.

Definicia 2. Znakom 2 budeme znatit systém vietkych E € of pre ktoré D(E) =
= D(E). Ak E € 9, povieme, Y¢ E m4 hustotu rovni &slu D(E) = D(E) = D(E).

Definicia 3. Znakom .# budeme znalif systém vietkych A e o/ spiiiajicich pre
Iubovolné E € o rovnost D(E) = D(E n A) + D(E — A).

Priklad 1. Nech X je metricky priestor, o systém vietkych borelovskych mnoZin,
beX, X = J je systém vietkych uzavretych gal so stredom v b. V tomto pripade
nazveme D(E) symetrickou hustotou mnoZiny E v bode b.
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Priklad 2. Nech X je euklidovsky priestor, of systém vSetkych lebesgueovsky
meratelnych mnoZin, b € X, X systém vietkych ohrani¢enych intervalov do uzdverov
ktorych patri b,  je systém vietkych otvorenych mnoZin. Takto obdrZanu hustotu
budeme nazyvaf Lebesgueovou.

2. VSeobecné tvrdenia. Lema 1. A € 9 vtedy a len vtedy, ked D(A) + D(X — A) =
= 1.

Dékaz. Ak Ae 9, tak, ako Iahko nahliadneme, X — A€ 9 a plati D(4) +
+ D(X — A) = D(4) + D(X — 4) = D(X) = 1. K do6kazu opadnej implikdcie si
sta&i uvedomit vztah D(4 U B) < D(4) + D(B). Ak je potom B = X — A4, D(A) +
+ D(B) = 1, je D(4) + D(B) = 1 = D(X) = D(A U B) a teda D(A) = D(4).

Lema 2. D je nezdpornd, subaditivna funkcia definovand na systéme <.

Dékaz. Prvé tvrdenie je zrejmé. Ak 4, A;e A (i=1,2,...,n), A = U 4, tak
n i=1

m(J n A)[m(J) < Z m(J N A;)|m(J) pre vietky J € o', teda D(4) < Z D(A,)

Lema 3. # < 9.

Dokaz. Nech 4 € #, poloime E = X. Zrejme 1 = D(X) = D(X — A) + D(A4),
teda podla lemy 1 je A € 2.

Lema 4. .# obsahuje systém vietkych A € 9, pre ktoré je D(A) = 1, alebo D(4) =
= 0,

Dokaz. Ak D(4) =0, tak D(E n A) = 0 pre vietky E e o, teda D(E) =
> D(E — A) = D(E — A) + D(E ~ A) 2 D(E). Ak je D(4) = 1, tak D(X — A) =
= 0 a plati D(E) = D(E — (X — A)) + D(E n (X — A)) = D(E n A) + D(E — A).

3. Symetrick4 hustota. V daliom pre kaZdé r > 0 je C(r) e &, 0 < m(C(r)), priom
hm m(C(r)) Oapre0 < r < sje C(r) = C(s). Polofme 7 = A" = {C(r) : r > 0}.
Zre]me D(E) = hm sup m(E n C(r))[m(C(r)), D(E) = liminf ..., D(E) = lim ..., ak

td limita ex1stu_|e

V celom 3. odstavci budeme predpokladaf prave uvedenu $pecidlnu volbu systé-
mov X', J. Viimnime si, Ze k dokazu nasledujiicej lemy stadi predpokladat subadi-
tivnost mnoZinovej funkcie m.

Lema 5. Nech A;e o (i = 1,2,..., k). Potom existujt také mno%iny A;c o, %e
k S
Ajc A, D(4) = D(4) (i = 1,2,..., k), D(U 4}) = max D(4,).
i=1 i
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Daékaz. ZvoIme Iubovolné &isla af, b} (i = 1,2, ..., k) tak, aby a} > b! > al >
> b2 > ... > a% > b%.Nech n > 1 a predpokladajme, 7 sme u% definovali a’ pre
i<n, j=1,2,..., k Urtmeteraz aj (j = 1,2,..., k) tak, aby platilo

bY_ >al>bl>at>b:>...>d>b >0,
m(A,nC(a)) _1 o
W > D(4,) . (i=12..,k),
_m(C(a,)) i m(C(b,) ,* m(C(a'“)) .

m(C(bn-1)) =1 m(c(@)) " & m(c(b))

Tym sme definovali a}, b} (i =1,2,..., k) pre vietky n. PoloZme A} = A4;n
N (”[;JI(C(a,',) —C(b)) (i=1,2,..,k). Pre kazdé n je zrejmé C(b;)u (4;n
N C(a})) o 4, 1 C(a}). Je teda

m(A4; 0 C(ay)) o 5 M40 C(al)) m(C(b,i,\).
, m(C(a)) —  m(C(a)  m(C(ay))
Odtial vyplyva, ¥¢ D(A4]) = D(A,), teda D(4]) = D(4,)) (i = 1,2, ..., k).

Pre kazdé r > 0 polozme teraz f(r) = m(( {kJ A}) n C(r))[m(C(r)). Ak je 0 <
<r < by, je zrejme A n C(r) = C(a},,) pre j<iadjn C(r) < C(a)) pre
]>1Ak_|etedab'<r<b“(z=23 . k), je
md 0 C0) i mClake) | & m(C(ad) _

m(C(r)) =t m(C(b,)) i=r+1m(C(b,))

< m(4; N C(")) m(Caz+1)) | ' m(C(a}: 1))

- m(C(r) m(C(b)) ;=2 m(C(bi31))

L m(C(a))) _ m(A4; n (C(r) 1 1
+J 2 +1 m(C(b}™1)) = m(C(r)) . +1 n
Pre bl <r s bt _,je
m(Al N C(r) | « m(Ca)) _ m(4, n C(r) , & m(C(al)

T2 ") T Emco) = mcr) s mc )

m4, 0 C(r) 1 o
< m(C(r)) +_ n

Odtiat vyplyva hned, ie D( U A}) = hmsup fr) = max D(A,). Pretoze D(4;) = D(4}),

fi) =

plati rovnosf.
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Veta 1. .# je systém prdve tych E € o pre ktoré je D(E) = 0, alebo D(E) = 1.

Dokaz. Vzhladom na lemy 3 a 4 sta&i dokdzaf toto tvrdenie: Ak 0 < D(4) < 1,
tak existuje mnoZina E € &, pre ktori D(E) < D(E n A) + D(E — A).

PoloZme A, = A, A, = X — A, E = A} U A), kde A}, A st mnoZiny z lemy 5.
Podla predpokladu je D(4,) > 0, D(4,) > 0, teda podla lemy 5 je D(E — A) +
+ D(E n A) = D(4}) + D(A3) > max (D(4,), D(4,)) = D(E).

Dosledok. Nech X je metricky priestor, b e X, C(r) uzavretd gula so stredom v b
a polomerom r, m je miera na systéme vSetkych borelovskych mnoZin, kladnd
a koneénd na systéme gul. Nech M je systém tych A € o, ktoré pre kaidé E € of
splhiaji rovnost D(E) = D(E n A) + D(E — A), priéom D(M) je hornd symetrickd
hustota mnoZiny M v bode b. Potom .4 je systém prdve tych E € of pre ktoré existu-
je symetrickd hustota D(E) a je rovnd 0, alebo 1.

4. Lebesgueova hustota. X je metricky priestor, C(r) je uzavretd gula o polomere r
so stredom v bode be X, 7 = {C(r) : 7 > 0}, o je systém mnoZin. Dalej je dand
mno%na R < X, ktord spolu so systémom ¢ spliia nasledujiice podmienky: Pre
ka’dé E € ', pre ktoré m(E n R) > 0 (resp. m(E — R) > 0), je E N Re X (resp.
E — Re X). Ku kazdému r > 0 existuju E, Fe X tak, Z¢ EU F = C(r), E = R,
FcX—R

Lema 6. Nech existuje D(M). Potom D(M n R) = D(M) = D(M — R).

Doékaz. Podla predpokladu existuju E,e X tak, Ze E, - b, E, = R. Odtial
Tahko vyplyva, Z¢ D(M) < D(M n R); zrejme tu plati rovnost. Podobne sa dokdze
vztah D(M — R) = D(M).

Lema 7. Pre kazdé M e o je D(M) = max (B(M ~ R), D(M — R)).

Ddkaz. Zrejme max (D(M n R), D(M — R)) < D(M). Predpokladajme, Ze v pre-
doSlom vztahu plati ostrd nerovnost; odvodime spor. Existuje Cislo ¢, pre ktoré
max (D(M n R), D(M — R)) < ¢ < D(M). Existuje r > 0 Ze pre vietky E € X" pre
ktoré E = C(r) je m(M n R n E) < ¢ m(E). Majme také E. Ak je m(E n R) > 0,
je podla predpokladu En Re X atedam(M nEn R) = m((M nR) n(EnR))<
< ¢ m(E n R); tdto nerovnost je zrejmd, ak plati m(E n R) = 0. Podobne sa dokdZe
vzfah m(M n (E = R)) < ¢ m(E — R). Je teda m(M n E) < ¢ m(E), tak¥e D(M) <
< ¢, ¢o je spor.

Lema 8. Nech 0 < D(4) < 1. Polofme E = (A — R)uv (R — A). Potom
D(E n A) + D(E — A) > D(E). :

Dokaz. Podla lemy 6 je D(E n A) = D(A — R) = D(4), D(E — A) = D(R —
~A)=D(X — A)nR) = D(X — A) =1 — D(A), tak¥e D(E ~ A) + D(E —
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— A) = 1. Podla lemy 7 je D(E) = max (D(E n R), D(E — R)) = max (D(R — 4),
D(4 - R)) max (1 — D(4), D(4)) < 1.

Veta 2, A je systém prdve tych mnoZin E e o, pre ktoré je D(E) = 0, alebo
D(E) = 1.

Dékaz. Vyplyva z liem 3, 4 a 8.

Désledok. Nech D(E) resp. D(E) je Lebesgueova hustota resp. hornd hustota mno-
%iny E v bode b, # systém mnoZin E € of, ktoré spliiaji rovnost D(F) = D(F n E) +

+ D(F ~ E) pri lubovolnom F € sf. Potom # je systém prdve tjch E € of, ktorych
Lebesgueova hustota existuje a rovnd sa 0, alebo 1.

Dokaz. Vezmime systém X vSetkych ohrani€enych intervalov do uzdverov
ktorych patri b = (b,, ..., b,). Dalej poloZme R = {x = (x,, ..., X,) : X, = b}
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Pe3lome

3AMETKA O IIZIOTHOCTH KAK O ®VHKIIMA MHOXECTBA

BEJIOCJIAB PEYAH, (Beloslav Rie¢an), BpaTucinasa

H. ®. T, MapTus u3y4ai HEKOTOpEIE CBOCTBA IUIOTHOCTH Ha OpsIMO KaK GyHKITUK
MHOXecTBa. B HacTosuel cTaThe pacnpocTPaHAIOTCS Pe3yIbTaThl MapTHHA IO JBYM
HATIPaBJICHAAM: LIS CHMMETPHYECKOH MIOTHOCTH (TeopeMma 1) K [t ILTOTHOCTH
JleGera B eBRIMZOBOM IPOCTPAHCTBE JMI0G0H pa3mepHOCTH (TeopeMa 2).

Summary

NOTE ON THE DENSITY AS A SET FUNCTION

BELOSLAV RIECAN, Bratislava

N. F. G. Martin has studied some properties of Lebesgue density on the line as
a set function. In this article Martin’s results are extended in two directions; for
symmetric density,(thedrem 1) and for Lebesgue density in Euclidean space of any
dimension (theorem 2).
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