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&asopis pro p&stovéni matematiky, rot. 92 (1967), Praha

MIERY V KARTEZSKYCH SUCINOCH

Icor KLUVANEK, KoSice

(Doslo 20. ledna 1966)

V niektorych suvislostiach je zaujimavd nasledujica otdzka.

Dané sii merateIné priestory (X, &) a (Y, ) a funkcia A na systéme 2 vietkych
mnoZin tvaru E x F, Ee ¥, F e 7. Predpokladdme, 7¢ A(E x F) pri kaZdom
pevnom F € 7 je spoletne aditivna na & ako funkcia E a pri kazdom E € & je spo-
detne aditivna na ~ ako funkcia F. Otdzka je, & je A spodetne aditivna na 2 ako
funkcia E x F.

V tomto &ldnku je dand kladnd odpoved na tuto otdzku pre pripad, Ze sa jednd
o systémy &, I bairovskych mnoZin v lokdlne kompaktnych priestoroch X, Y a za
dal8ich predpokladov o reguldrnosti pre pripad borelovskych mnoZin.

Terminolégia z teérie miery je v stlade s [1].

V dalom X a Y st lokdlne kompaktné Hausdorffove priestory, Z = X x Y.
Dalej #,, resp. & znali systém vietkych bairovskych, resp. borelovskych mnoZin v X.
Podobny vyznammd I ,aJ vYaW,a ¥ vZ.

Oznaéme
2 ={ExF:Ee¥%,FeJ,}, 2={ExF:Ee%,FeJ}.

Ak 1 je nejakd funkcia na 2,, pre fubovoIni E € &, znak g4 bude znamenaf
funkciu na 7 definovanii rovnostou zA(F) = A(E x F).

Podobne pre F € 7, ozna&ime Ar funkciu na &, pre ktort A(E) = A(E x F).
Podobné definicie prijimame i pre funkciu A na 2.

ESte oznadime R, resp. £ najmensi okruh mnoZin, obsahujici 2,, resp. 2. Je
zndme [1; Theorem 33 E], Ze R, resp. & pozostdva zo vietkych mnoZin tvaru

k
(1) G=UE x F,,
i=1

kde {E; x F} je kone¢ny systém navzdjom disjunktnych mnoZin z 2,, resp. 2.
Ak A je aditivna funkcia na 2,, resp. 2, potom no &,, resp. # existuje prdve
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jedna aditivna funkcia v takd, Ze vsa zhoduje s A na 2,, resp. 2. Funcia v je definovand
rovnosfou

k
2 WG) =Y ME; x F),
. i=1
pre ka¥d% mnofinu G vyjadreni v tvare (1) [1; Exercise 8.5].

Veta 1. Nech A je funkcia na 2, s vlastnostami:

(i) Hodnoty A st nezdporné redlne ¢isla alebo oo, pricom AC x D) < o pre
Tubovolné kompaktné Ce &%y, D € T ;.

(ii) Pre kaZdé E € &, je g o-aditivna na 7.

(iii) Pre kaZdé F € T, je Ay o-aditivna na &,,.

Potom je A o-aditivna na 2,.

bﬁkaz. Lahko sa zisti, Ze A na 2, je aditivna funkcia [1; Theorem 33 D, Exercise
75} a teda i funkcia v definovand rovnostou (2) na %, je aditivna .

DokdZeme tvrdenie:

(A) Pre kaXdi mnoZinu G e R, taki, %e (G) < o, a ¢ > 0 existuje kompaktnd
mno%ina C € ®, a otvorend mnoina Ue R, tak,2¢ Cc G Uav(U — C) <.
Ak je W(G) = o, pre kadé ¢islo K existuje kompakind mnoZina C € R, tak, Ze
C < GawC)>K.

Je zndme [1; Theorem 52G], Ze kaZdd miera na &, a J, je reguldrna, &iZe plati
(A), ak nahradime %, znakom &,, pripadne . (Pre ohraniené mnoZiny z &,
pripadne J, vyplyva (A) priamo z definicie reguldrnosti [1; § 52], pre neohraniené
zo skutotnosti, Ze kaZdd bairovskd mnoZina je satom postupnosti ohranienych
bairovskych mnoZin.)

Predpokladajme najskor, 22 G =E x Fe 2y, ¥WG) < 0. Z reguldrnosti iy
vyplyva, Ze existuje kompaktnd mnoZina C, € &, a otvorend mnoZina U, € &, tak,
¥¢ C, c Ec U, a AU, — C,) = A(U, — C,) x F) < ¢3. Dalej z reguldrnos-
ti y,A vyplyva existencia otvorenej mnoZiny U, € 7, takej, Z¢ F <« U, a AU, x
x (U, — F)) < ¢[3. Kone¥ne z reguldrnosti ¢,A vyplyva existencia takej kom-
paktnej mno¥iny C, € 5, Ze C, = F-a (C; x (F — C,)) < ¢/3.

MnoZina C; x C, je kompaktind a patri do ®,, mnoZina U, x U, je otvorend
a patrl do R, dalej C; x C, = G U, x U, a W(U, x Uy) — (Cy x Cp)) =
=AMUy x (U, - F) +H{U, - C)) x F)+ AC, x (U, — F)) <e.

Ak teraz G je Iubovolnd mnoZina tvaru (1), ¥(G) < o, pre lazdé i = 1,2,..., k
ndjdeme kompaktnii mno¥inu C’ e #, a otvorenti mno¥inu U® 69?., tak, aby
bolo C = E‘ x Fy = U® a (U® — C) < ¢fk. Potom bude C = U cw kom-

i=1

paktnd, U = UU“’otvorené CcGcUCUeRavWU-C)<e.

=1
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Cast tvrdenia (A) tykajicu sa pripadu W(G) = oo dokd%eme podobnym postupom
z definicie reguldrnosti ako ast pre pripad w(G) < co.

Z vlastnosti (A) a z aditivnosti v na %, vyplyva ¢-aditivnost na #. To je obsahom
vety Alexandrovovej dokdzanej napr. v [2; 111.5.13] pre pripad, Ze Z je kompaktny
priestor. Ale dokaz z [2] si vyZaduje iba trividlne Gpravy, aby sa hodil i na nd3 lo-
kdlne kompaktny pripad.

Désledok 1. Ak A je funkcia spliiajiica predpoklady vety 1, na W', existuje jedind
miera po a na W jedind reguldrna miera y takd, ¥e pre E x Fe 2, je f(E x F) =
= po(E x F) = AE x F).

Doékaz. Funkcia v je jediné aditivne roziifenie 1 na #,. Dokdzali sme g-aditivnost
funkcie v na %,. Z klasickych viet vyplyva (pozri [1; Theorem 13A]), Ze na s-okruhu
vytvorenom £, existuje jedind miera p,, ktord sa zhoduje s v na #,. Tento s-okruh
je viak #, [1; Theorem 51E]. Dalej bairovskd miera y, na #", sa d4 rozsirif jedinym
spdsobom na reguldrnu borelovskd mieru y na # [1; Theorem 54D].

Ddsledok 2. Nech A je funkcia na 2 s vlastnostami

(i) Hodnoty A si nezdporné redlné éfsla alebo oo, pricom A(C x D) < o pre
kompaktné Ce ¥, De T .

(ii) Pre kazdé E € & je g aditivna a reguldrna na 7.

(iii) Pre kaZdé F € T je A aditivna a reguldrna na &.

Potom je A o-aditivna na 2 a na W existuje jedind requldrna miera u, ktord sa
zhoduje s A na 2. M

Dokaz. KedZe podla Alexandrovovej vety z reguldrnosti a aditivnosti vyplyva
o-aditivnost, ziZenie na 2, (parciélna funkcia) 4, funkcie 4 spliia predpoklady vety.
Podla dosledku 1 existuje teda jedind reguldrna miera u na %", ktord sa zhoduje s 4,
na 2,.

Nech E € &, je Tubovolnd mnozZina. Ak pre Fe I poloilme o(F) = E x F),
Tahko sa zisti, Ze ¢ je reguldrna miera na 7, dalej pre F € &, je p(E x F) = Ao(E x
x F) = ME x F), &iZe o(F) = zA(F), F € 7. KedZe reguldrne miery na 7, ktoré
splyvaji na 7, st totozné [1; Theorem 52H], je o(F) = yA(F) pre F € 7, &o zna-
mend, 7¢ W(E x F) = A(E x F)prte Eec %o, Fe 7.

Teraz pre IubovoInu mnoZinu F € 4 uvafujeme o funkcii t definovanej na &
rovnosfou 7(E) = u(E x F), E € &. Zasa je labké zistif, %e 7 je reguldrna na & a Ze
1(E) = A{(E) pre E € &#,. Odtial u¥ z jednoznadnosti reguldrnej borelovskej miery
dostaneme, Ze y(E x F) = A(E x F)preE€ ¥, Fe 7.

Pred vyslovenim nasledujiicej vety pripomenieme, Ze komplexnd g-aditivna funkcia
je reguldrna, ak jej varidcia je reguldrna.

Veta 2. Nech A je funkcia na 2, s vlastnostami:

(i) Hodnoty A st komplexné ¢isla a prislusnd funkcia v definovand vztahom (2)
je na R, ohranicend.
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(ii) Pre kazdé E € %, je gA o-aditivna na 7.
(iii) Pre kadé F € T, je Ay o-aditivna na &,

Potom je A o-aditivna na 2, a na ‘W', existuje o-aditivna funkcia p,, ktord sa
na 2, zhoduje s A a na W jedind reguldrna o-aditivna funkcia p, ktord sa na 2,
zhoduje s A.

Ddkaz. PretoZe v je ohraniend a aditivna na %£,, md na %, ohranient varidciu M,
ktord je tieZ aditivna [2; III. 1.6]. UkédZeme, Ze pre parcidlnu funkciu z funkcie |v|
branii na 2, (tuto parcidlnu funkciu znadime zasa |v|) sa splnia predpoklady vety 1.

Predpoklad (i) je zrejme splneny.

UkdZeme, Ze sa splnia i predpoklady (ii) a (iii). Budeme v dal¥om predpokladat,
%e ide o redlnu funkciu A (tedy i v), pretofe mdZeme odbavif redlnu a imagindrnu
Cast zvl4st.

Néch E € &, je lubovolnd mnoZina. Nech {F o} j€ postupnost disjunktnych mnoZin
z2J,anech F={F,

n=1
KedZe |v] je nezépomeia aditivna, prem = 1,2, ...je |v| (E x F) 2 Z || (E x F,),
odkial |v|(E x F) 2 Z M (E x F,). Z druhej strany, nech & > 0 Je IubovoIné
Existuje G € &, tak, ieG cE x Fal|y|(E x F) — & < |W(G)|. Nech G = UE' x F}
n=1

s disjunktnymi E} x F,e 2,. Potom plati
P8 x )= o < | S4B x F)| s 3 |4E; x F)| =
= 3 JiE: x (O F) nFDl = 3| 5 480 % (Fu o )| <
<Z ZIA(E' x (Fan F))| < ZM(E x F,).

Vzhladom na to, Ze & je TubovoIné, mame |v|(E x F) = Z |v| (E x F,). Tym je
n=1

overeny predpoklad (ii). Predpklad (iii) sa overi podobne.

Podla désledku 1 existuje jedind reguldrna miera |u| na %, ktord sa na %, shoduje

s |v|. KedZe |v| je ohraniZend, je i |u| ohranitend.

Zo systému ¥ urobfme metricky priestor tak, %e polo¥ime ¢(G;, G;) = |u| (G, —
- G;) + |4 (G2 - G,), pre G,,G,e# (a samozrejme stotoZnime Gy, G, ak
Q(Gb Gz) = 0) .

Z nerovnosti [W(G)| < |v| (G) = |u| (G) vyplyva, % v je rovnomerne spojitd na
podpriestore priestoru #°, ktory predstavuje systém &,. Dalej je zndme, Ze &, je
hustd vo %", [1; Theorem 13D] a tie% vo % (v skutoZnosti ako mnoZiny v metrickom
priestore % a %', splyvaj). D4 sa teda v roziirif a to jedinym spdsobom na spojiti
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funkciu p definovani na #°. Z jej spojitosti sa fahko odvodi, Ze je g-aditivna a re-
guldrna.

Dédsledok 3. Nech A je komplexnd funkcia na 2 s vlastnostami:

(i) Prislusnd funkcia v je na & ohranicend.
(ii) Pre ka*dé E € & je gA na I aditivna a reguldrna.
(iii) Pre ka%dé F € T je Ap na & aditivna a reguldrna.
Potom je A g-aditivna na 2 a na ‘W existuje jedind reguldrna c-aditivna funkcia p,
ktord sa shoduje s A na 2.

Dodkaz je podobny ako pre dosledok 2, preto podrobnosti vynechdme.
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Pesome

MEPBI B ITPOM3BEJEHUAX ITPOCTPAHCTB

UI'OPb KIIVBAHEK (Igor Kluvédnek), Komune

ITycts X, Y — nokaJbHO KOMIAKTHBIE XaycHopdoBble NMPOCTPAHCTBA H HYCTh
Z =X x Y. Nanee, nyctb 2 cucreMa Bcex MHOXeCcTB G = E x F rae E < X,
F < Y 6opeeBcKe MHOXECTBA.

Ecmv A Taxas dynxuus Ha 2uto E —» A(E x F) siBnsieTcs peryssipHoi 6opeseBckoit
Mepoii B X nis mo6oro Gopenesckoro F <« Yu F — AE x F) sBiseTcs peryisapHOR
6openeBckoit Mepoit B X g so6oro 6openeBckoro Muoxecrsa E < X, To pyHk-
M A 0-agaTHBHA HA 42 M MOXeT OBITH IPOJOJIKEHA IO peryjapHoi GopeneBckoit
MepHl B Z.

AHaJIOTHIHOE YTBEPXICHHE HMEET MECTO NP HEKOTODOM YCJIOBHM TOXE IS
bysxumy A He 06bA3aTEIPHO HEOTPHIATEILHOM, '
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Summary

MEASURES IN PRODUCT-SPACES

Icor KLUVANEK, KoSice

-

Let X and Y be locally compact Hausdorff spaces and let Z = X x Y. Let 2 be
the system of all sets G = E x F, where E < X, F = Yare Borel sets.

Let A be a real-valued function on 2 such that, for every Borel set F = Y, E —
- ).(E X F) is a regular Borel measure in X and, for every Borel set E = X, F —
— AE x F) is a regular Borel measure in Y. Then 4 is ¢-additive on 2 and can be
extended to a regular Borel measure in Z. '

Under a certain condition an analogous statement is true without the supposition
that A is positive.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T23:28:10+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




