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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 92 (1967), Praha 

MIERY V KARTÉZSKÝCH SÚČINOCH 

IGOR KLUVÁNEK, Košice 

(Došlo 20. ledna 1966) 

V niektorých súvislostiach je zaujímavá nasledujúca otázka. 
Dané sú meratelné priestory (X, Sř) a (y, Sf) a funkcia X na systéme J všetkých 

množin tvaru E x F9 EeSř9 FG!T. Předpokládáme, že X(E x F) pri každom 
pevnom F e ST je spočetné aditívna na Sř ako funkcia E a pri každom E e -Ŝ  je spo­
četné aditívna na -íT ako funkcia F. Otázka je, či je X spočetné aditívna na J ako 
funkcia E x F. 

V tomto článku je daná kladná odpověď na tuto otázku pre případ, že sa jedná 
o systémy Sř, $~ bairovských množin v lokálně kompaktných priestoroch X, Y a za 
dalších predpokladov o regulárnosti pre případ borelovských množin. 

Terminológia z teorie miery je v súlade s [1]. 
V ďalšom X a Y sú lokálně kompaktně HausdorfFove priestory, Z = í x Y. 

Ďalej čř09 resp. Sř značí systém všetkých bairovských, resp. borelovských množin v X. 
Podobný význam má ST0 a ST v y a W0 a 1V v Z. 

Označme 

J 0 = {£ x F:EeSř09FG#~0}9 J = {£ x F:EeSř9 F e . T } . 

Ak A je nějaká funkcia na J 0 , pre lubovoínú EeSř0 znak #1 bude zijamenať 
funkciu na &"0 definovánu rovnosťou £A(JF) = Mfi x F). 

Podobné pre F e ^"0 označíme AF funkciu na Sř09 pre ktorú Xř(É) » A(£ x F). 

Podobné definície přijímáme i pre funkciu X na J . 
Este označíme 0tO9 resp. ^ najmenší okruh množin, obsahujúci J 0 , resp. J . Je 

známe [1; Theorem 33 E], že $ 0 , resp. 0t pozostáva zo všetkých množin tvaru 

(1) G^UEtxFi9 

kde {Ei x Fř} je konečný systém navzájom disjunktných množin z J 0 , resp. J . 
Ak A je aditívna funkcia na J 0 , resp. J , potom no ^ 0 , resp. 0t existuje právě 
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jedna aditívna funkcia v taká, že v sa zhoduje s X na £0, resp. Si. Funcia v je definovaná 
rovnosťou 

(2) v(G) = Í A ( E i x F ř ) , 
Í = I 

pre kaŽdú množinu G vyjádřenu v tvare (1) [1; Exercise 8.5]. 

Veta 1. Nech X je funkcia na J 0 s vlastnosťami: 
(i) Hodnoty X sú nezáporné reálné čísla alebo co, pričom X(C x D) < co pre 

lubovolné kompaktně C e £ř0, D e &"0. 
(ii) Pre každé E&Sř0 je EX o-aditívna na ď"0. 

(iii) Pre každé F e&"0 je XF o-aditívna na $ř0. 
Potom je X o-aditívna na Ě0. 

Dókaz. Eahko sa zistí, že X na J 0 je aditívna funkcia [1; Theorem 33 D, Exercise 
75} a teda i funkcia v definovaná rovnosťou (2) na 0to je aditívna . 

Dokážeme tvrdenie: 
(A) Pre každú množinu GsM0 takú, že v(G) < co, a s > 0 existuje kompaktná 

množina C&0to a otvorená množina U e0to tak, že C c G c U a v(U — C) < e. 
Ak je v(G) = oo, pre každé číslo K existuje kompaktná množina C e f 0 tak, že 
C c G a v(C) > K. 

Je známe [1; Theorem 52G], že každá miera na £f0 a 3T0 je regulárna, čiže platí 
(A), ak nahradíme M0 znakom Sf0, připadne 3~0. (Pre ohraničené množiny z $f0 

připadne &~0 vyplývá (A) priamo z definície regulárnosti [1; § 52], pre neohraničené 
zo skutočnosti, že každá bairovská množina je súčtom postupnosti ohraničených 
bairovských množin.) 

Predpokladajme najskór, že G = E x F e M0, v(G) < oo. Z regulárnosti XF 

vyplývá, Že existuje kompaktná množina Q e ^ a otvorená množina Ut e Sř0 tak, 
Že C% c E c Ut a Xj^Px - Ct) = X((Ut - Cx) x F) < e/3. Ďalej z regulárnos­
tí VlX vyplývá existencia otvorenej množiny U2eď"0 takej, že F c U2 a X(Ut x 
x (t/2 — F)) < e/3. Konečné z regulárnosti ClA vyplývá existencia takej kom-

paktnej množiny C2 e ď"úf že C 2 c F < a A(Ct x (F - C2)) < g/3. 
Množina Ct x C2 je kompaktná a patří do ář0, množina t/t x t/2 je otvorená 

a patří do át0, ďalej Ct x C2 c G c l/t x t/2 a v^t^ x t/2) - (C t x C2)) = 
* X{Ut x (tT2 - F)) + kkUx - Ct) x F) + A(Ci x (U2 - F)) < s. 

Ak teraz G je lubovolná množina tvaru (1), v(G) < oo, pre laždé i = 1, 2^.., fc 
najdeme kompaktnú množinu C ( i ) eář 0 a otvorenú množinu l/ ( i )€ář0 tak, aby 

fc 

bolo C { , ) c ^ x ^ c t/( í) a v(t/(i) - C(l)) < e/fc. Potom bude C =- U C ( i ) kom-

paktná, U * U 0*° otvorená, C c (í c t/; C, U e ář0 a v(t/ - C) < e. 
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Časť tvrdenia (A) týkajúcu sa případu v(G) = oo dokážeme podobným postupom 
z definície regulárnosti ako časť pre případ v(G) < oo. 

Z vlastnosti (A) a z aditívnosti v na št0 vyplývá ď-aditívnosť na 9t. To je obsahom 
vety Alexandrovovej dokázanej napr. v [2; III.5.13] pre případ, že Z je kompaktný 
priestor. Ale dókaz z [2] si vyžaduje iba triviálně úpravy, aby sa hodil i na náš lo­
kálně kompaktný případ. 

Dósledok 1. Ak Xjefunkcia spíňajúca předpoklady vety 1, na iT0 existuje jediná 
miera fi0 a na W jediná regulárna miera JÁ taká, že pre E x F e ĚQje fi(E x F) = 
= fi0(E x F) = X(E x F). 

Dókaz. Funkcia v je jediné aditivně rozšířenie X na 9l0. Dokázali sme <r-aditívnosť 
funkcie v na ffl0. Z klasických viet vyplývá (pozři [1; Theorem 13 A]), že na cr-okruhu 
vytvorenom 0to existuje jediná miera /i0, ktorá sa zhoduje s v na 0to. Tento a-okruh 
je však iť0 [1; Theorem 51E]. Ďalej bairovská miera fi0 na W0 sa dá rozšíriť jediným 
spósobom na regulárnu borelovskú mieru y, na iV* [1; Theorem 54D], 

Dósledok 2. Nech X je funkcia na Sis vlastnosťami 
(i) Hodnoty X sú nezáporné reálné čísla alebo oo, pričom X(C x D) < oo pre 

kompaktné CeSf, Deď'. 
(ii) Pre každé EeSř je EX aditívna a regulárna na 3T. 

(iii) Pre každé F & 2T je XF aditivna a regulárna na Sř. 
Potom je X o-aditívna na Ě a na W existuje jediná regulárna miera pí, ktorá sa 

zhoduje s Xna 2,. 
Dókaz. Keďže podlá Alexandrovovej vety z regulárnosti a aditívnosti vyplývá 

(T-aditívnosť, zúženie na M0 (parciálna funkcia) X0 funkcie X spífia předpoklady vety. 
Podlá dósledku 1 existuje teda jediná regulárna miera fi na #", ktorá sa zhoduje s X0 

na Ě0. 
Nech EšSř0 je lubovolná množina. Ak pre F e 5 " položíme o(F) = p.(E x F), 

Iahko sa zistí, že o je regulárna miera na 3~y ďalej pre F 6 Sř0 je ju(£ x F) = X0(E x 
x F) = X(E x F), čiže o(F) = EX(F), F e F0. Keďže regulárně miery na «̂~, ktoré 
splývajú na ď"0, sú totožné [1; Theorem 52H], je a(F) = EX(F) pre F 6 f, čo zna­
mená, že fi(E x F) = X(E x F) pre £ e ^ 0 , F e / . 

Teraz pre lubovolnú množinu Fe«5T uvažujeme o funkcii t definovanej na Sř 
rovnosťou T(£) = \i(E x F), £ e á .̂ Zasa je lahké zistiť, Že x je regulárna na Sř a že 
T(£) -SB AF(£) pre £ e y 0 - Odtial už z jednoznačnosti regulárnej borelovskej miery 
dostaneme, že pi(E x F) = A(£ x F) pre £ € Sř, F 6 ,T. 

Před vyslovením nasledujúcej vety pripomenieme, že komplexná <r-aditívna funkcia 
je regulárna, ak jej variácia je regulárna. 

Veta 2. Nech Xjefunkcia na J 0 s vlastnosťami: 
(i) Hodnoty X sú komplexné čisla a příslušná funkcia v definovaná vzťahom (2) 

je na 3t0 ohraničená. 
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(ii) Pre každé E e Sř0 je SX o~aditívna na 3T0. 
(iii) Pre každéFe5"0 jeXF o-aditívna na íř0. 
Potom je X o-aditívna na M0 a na W0 existuje o-aditívna funkcia n09 ktorá sa 

na Ě0 zhoduje s X a na HT jediná reguláma o-aditívna funkcia \x9 ktorá sa na M0 

zhoduje s k> 

Dókaz. Pretože v je ohraničená a aditívna na 0tO9 má na M0 ohraničenu variáciu |vj, 
ktorá je tiež aditívna [2; III. 1.6]. Ukážeme, že pre parciálnu funkciu z funkcie |v| 
branú na J 0 (tuto parciálnu funkciu značíme zasa |v|) sa splnia předpoklady vety 1. 

Předpoklad (i) je zrejme splněný. 
Ukážeme, že sa splnia i předpoklady (ii) a (iii). Budeme v ďalšom předpokládat, 

Že ide o reálnu funkciu X (tedy i v), pretože mdžeme odbaviť reálnu a imaginárnu 
časť zvlášť. 

Ňech E 6 íf0 je lubovolná množina. Nech {Fn} je postupnost' disjunktných množin 
00 

z f 0 a nech F * U Fn. 

KedŽe |v| je nezáporná a aditívna, pre m = 1, 2,... je |v| (E x F) gi £ |v| (E x Fn)9 
oo | » - - = 1 

odkial |v| (E x F) J> J) |vj (E x Fn). Z druhé} strany, nech e > 0 je lubovolné. 
»=-l k 

ExistujeGei0tak,žeG c E x Fa|vj (E x F) - e < |v(G)|. NechG = U #í * F[ 
n«i 

s disjunktnými E\ x F\ e J0 . Potom platí 

|v|(£ x F) - z < liw x F;)| si\w x r,)| -
I2-! f « l 

-ÍW-5Í x ( (U^nFO^i l f :^ ; x (F„r.F0)| < 
n-»l n=-l i=-l n-sl 

á f ŽW-S; x (F,,nF;))| <Í|v|(£ x F.). 
« « l i « l n=-l 

Vzhladom na to, že g je lubovolné, máme |v| (E x F) = £ |v| (£ x F,,). Tým je 
»--i 

ověřený předpoklad (ii). Predpklad (iii) sa overí podobné. 
Podlá dósledku 1 existuje jediná regulárna miera \n\ na iť9 ktorá sa na 9t0 shoduje 

s |v|. Kedže jvj je ohraničená, je i |#| ohraničená. 
Zo systému iť urobíme metrický priestor tak, že položíme Q(GÍ9 G2) = |/i| (G% — 

- Ga) 4- |/*| (G2 - G|), pre G l f G% € iT (a samozřejmé stotožníme G^ G2, ak 
^(Gt, G2) - 0). V 

Z nerovnosti |v(G)| <J |v| (G) « |/i| (G) vyplývá, že v je rovnoměrné spojitá na 
podpriestore priestoru iF, ktorý představuje systém 0to. Ďalej je známe, že 0to je 
hustá vo Hr0 [1; Theorem 13D] a tiež vo iťiy skutečnosti ako množiny v metrickom 
priestoře HT a i F 0 splývajů). Dá sa teda v rozšírif a to jediným spdsobom na spojitú 
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funkciu \L definovánu na iť. Z jej spojitosti sa lahko odvodí, že je <r-aditívna a re-
gulárna. 

Ddsledok 3. Nech Xje komplexná funkcia na J s vlastnosťami: 

(i) Příslušná funkcia v je na M ohraničená. 
(ii) Pre každé EG Sř je EX na &~ aditivna a regulárna. 

(iii) Pre každé F s & je XF na £ř aditivna a regulárna. 
Potom je X a-aditivna na Ěanaiť existuje jediná regulárna a-aditívna funkcia JI, 

ktorá sa shoduje s Xna Ě. 

Dokaž je podobný ako pre ddsledok 2, preto podrobnosti vynecháme. 
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Резюме 

МЕРЫ В ПРОИЗВЕДЕНИЯХ ПРОСТРАНСТВ 

ИГОРЬ КЛУВАНЕК (1вог Юш^ек), Кошице 

Пусть X, У — локально компактные хаусдорфовые пространства и пусть 
2 = X х У. Далее, пусть Я система всех множеств О = Е х Р где Е с Х9 

Р с: У борелевские множества. 
Если X такая функция на & что Е -• Х(Е х Р) является регулярной борелевской 

мерой в X для любого борелевского Р с УжР -> Х(Е х Р) является регулярной 
борелевской мерой в X для любого борелевского множества Е с X, то функ­
ция X (т-аддтивна на й и может быть продолжена до регулярной борелевской 
меры в 2. 

Аналогичное утверждение имеет место при некотором условии тоже для 
функции X не обьязательно неотрицательной. 
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Summary 

MEASURES IN PRODUCT-SPACES 

IGOR KLUVANEK, KoSice 

Let X and Y be locally compact HausdorfT spaces and let Z = X x Y. Let J be 
the system of all sets G == E x F, where £ c I , F c 7 are Borel sets. 

Let A be a real-valued function on J such that, for every Borel set F c Y, F -» 
-*• A(E x F) is a regular Borel measure in X and, for every Borel set E cz X, F -> 
-+ A(£ x F) is a regular Borel measure in 7. Then X is <r-additive on J and can be 
extended to a regular Borel measure in Z. 

Under a certain condition an analogous statement is true without the supposition 
that X is positive. 
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