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Casopls pro pistovini matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

ISOTONNI ROZSIREN{ ISOTONNICH ZOBRAZENI{

Teo STURM, Praha

(Doslo 1. unora 1966)

Zékladem ¢ldnku je diplomovd prdce, kterou jsem konal v letech 1958 —1959
u prof. NovoTNEHO DrSc; chtél bych mu pod&kovat i touto cestou za jeho tehdejsi
pomoc.

1. POMOCNE KONSTRUKCE A VETY

B bud mno#ina uspotddand relaci <, bud A = B '), bud x, y € B. Reknéme, %e x, y
nejsou oddéleny A, existuje-li kone¥nd posloupnost {x;}}., prvkii z B takovd, Ze je
Xo =X, X, = y, pro kazdé i = 0,...,n — 1 je x;non | x,,, (symbol || znag relaci
nesrovnatelnosti pfisluinou relaci <) a 74dné a € A neleZi mezi x;, X, ?). Nejsou-h
x, y oddéleny A, piSme xAy.

Relace A je zfejmé ekvivalenci na B — A a vytvafi tedy na B — A rozklad, ktery
ozna¥ime B,. Pro x € B — A necht symbol S(x) zna&i ten prvek rozkladu B,, do
kterého x patfi. K rozkladu B, dosp&eme i jinak, pro libovolnou mnoZinu E <
< B — A poloZme

DR(E) =
= {x l x € B — A; existuje y e E tak, %e je x < y a 74dné a € A nelei mezi x, y},
HJ(E) =
= {x | x€B — A; existuje y e E tak, ¥e je y < x a 74dné a € A nelei mezi x, y}.

Pro n 2 0 celé polozme déle

D3**%(E) = H3[DY(E)] DI*¥(E) = DY[DI*Y(E)]
H2u+ l(E) DA[HZu(E)] Hin+ Z(E) HA[H2n+ I(E)]

Takto jsou pro kaZdé n = 0 celé a kaZdou E c B — A definovdny mnoZiny

1) Inkluse A = B v nafem pojeti zahrnuje i pfipad mno%inové rovnosti A = B. -

2) Prvek x € B le#i mezi prvky y, z € B pravé kdy% platf y< x < z nebo z < x < y (viz
BmrkHOFF [1], kde jsou uvedeny i Eetné jiné zde pouZivané pojmy).
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H)(E), D}(E) za pfedpokladu oviem, e jsou dokdzdny inkluse H)E)c B . A,
+ o
A(E) = B — 4; to se viak snadno nahlédne indukci. PoloZme S(E) = U H}(E),
+ n=0
S(E) = U DA(E).
n=
Pro x € B — A mnoZiny Hj({x}), Di({x}), S({x}), S({x}) znadme struén¥ H}(x),

A(x); 5(x), S(x)-

Lemma 1. Bud x € B — A, pak je §(x) = S(x) = S(x).

Diikaz. Je-li y € HJ(x), je zfejm& y € S(x); necht pro n = 0 celé plati inkluse

A(x) = S(x). Bud y e Hy*'(x), pak existuje z € Hj(x) takové, Ze plati y non || z
a mezi y, z neleZi Zddny prvek z A4, tedy je yAz. Dle indukéniho pfedpokladu ale je
xAz a tedy plati xAy. Pro kaZdé n = O proto plati inkluse H3(x) = S(x) a tedy
i inkluse S§(x) = S(x). Necht je naopak y e S(x), pak existuje kone&nd posloupnost
{x:}}=0 takovd, Ze je xo = x, x, = y, proi =0, ...,n — 1 je x; non " X;+1 @ mezi
X;» X; 41 neleZi Zddny prvek z A. Indukci snadno ukdZeme platnost vztahu x; € H3/(x)
pro kazdé i =0,...,n a specidln& tedy y e H3"(x) = 5(x). Plati proto i inkluse
opa¢nd. Druhd rovnost se ukdZe analogicky.

Lemma 2. Nech? E je mnoZina. KaZdému x € E bud pFifazena mnoZina Qo(x), B
bud prvé ze vSech ordindlnich Cisel o spliiujicich nerovnosti card Qq(x) < N, pro
kazdé x e E, card E £ NX,. y = wgyy bud ordindlni &islo, pro katdé x e E bud
definovdna posloupnost mno¥in {Q(x)},<, takovd, ¥e pro ka%dé x € E plati .

a) je-liv+ 1 <y, pak je Q,+1(x) = Q,(x),

b) je-li & <y, & limitni, pak je Qx) = N Q,(x).

Pak plati tato tvrzeni: T A

1. Pro kaZdé x € E a libovolnd ordindlni &isla £,v,v < & < y je Qx) = Q,(x).

2. Existuje ordindlni &islo A < wp.y takové, %e pro kaidé x e E je Qy(x) =
= Q;4+4(%) _

Diukaz. ad 1. Bud v + 1 < y, pak dle a. plati Q,.(x) = Q,(x). Bud £ > 0 ordi-
ndlni &slo takové, %e je v + & < y a necht pro viechna n < ¢ ordindlni &isla plati
inkluse Q,4,(x) & Q,(x); je-li £ limitni, je limitni i v + ¢ a pak dle b. je Q,+¢(x) =
=N ng(x) = Qv(x)' Jelli {=n+1, je Qv-l-{(x) = Q(v+,,)+1(x) = Qv+q(x) <

n<v+

< Q,(x) jednak dle a., jednak dle induk&niho pfedpokladu. Indukci jsme takto
ukdzali, Ze pro kazdé & > 0 takové, e je v + & < 9, a x € E libovolné je Q,.¢(x) =
< Q,(x). Tvrzeni 1. tedy plati, nebof ke kaZdému #, v < 1 < y existuje prdv€ jedno ¢
takové, Ze v + £ = .

ad 2. Necht pro ka¥dé v < wj,, existuje prvek x = x(v)eE takovy, Ze je
Q[x(M)] = @u+1[x(")] # 0, z ka¥dé Q,[x(v)] — @y+1[*(¥)] vybereme pak po
jednom prvku, ktery ozna&ime y(x, v). Z tvrzeni 1. plyne, Ze jsou-li pron <v <7y
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prvky  y(x, 1), y(x, v) definovdny, pak jsou rizné. Pro x € E poloZme P(x) =
= U {y(x,v)}, kde {y(x,v)} znamend prdzdnou mnoZinu neni-li y(x,v)

v<aop+1
definovdn a mno¥inu obsahujici prdv& jen prvek y(x,v), je-li y(x,v) definovdn.

Zfejm¥ je P(x) < Qy(x) a plat1 proto card P(x) < Ny; tedy je Z card P(x) £ Y,

xeE

card Q(,(x) SN =N8,Z druhé strany ale je Y card P(x) = Z card U {¥(x,v)} =

xeE v<opg+1

=) card {y(x, v)} 2 Y cad {y[x(v) v]} = N4y, nebot je{ y[x(v) v]} £0.

xeE,v<awpg+1 v<apg+i

To je ale spor, existuje tedy A < w;..; takové, Ze pro kaZdé x e E je Q;(x) — Q;+,(x) =
= 0, z &ehoZ plyne (spolu s uZitim pfedpokladu a.) tvrzeni 2.

2. NUTNA PODMINKA i’RO EXISTENCI ISOTONNfHO ROZSIRENI

Viude ddl budou symboly A, B, C znadit mnoZiny, pro které plati 4 = B, < je
relace uspofdddni B, X je relace uspofdddni C. Symbol [] ‘znad jako obvykle relaci
nesrovnatelnosti; z textu vZdy vyplyne, znadi-li relaci nesrovnatelnosti v B nebo v C.
f bude ozna¥eni isotonniho zobrazeni 4 do C, zobrazeni f nazveme isotonnim
roz§ifenim zobrazeni f z A na B, je-li f isotonni zobrazeni B do C takové, Ze parcidlni
zobrazeni f, je totoZné s f.

Lemma 3. X bud mnoZina, pro kaZdé ve X bud a, e B,. Necht pro katdé ve X
existuje zobrazeni f,, které je isotonnim rozsifenim f z A na AV a,, necht pro
n,veX, n+ v plati a, * a,. Polo¥me g(x) = f(x) pro xe 4; jeliveX axea,,
polo¥me g(x) = f,(x). Pak g je zobrazeni A U | a, do C, které je isotonnim rozsi-

fenim zobrazenifz Ana AU \) a,. veX
veX

Dikaz. Sjednoceni 4 U U a4, je disjunktni®) a proto g je jednozna¢n¥ definovdno-
veX

Zfejmé je parcidlni zobrazeni g 4 totoZné s f, zbyvd ukdzat isotonii g.

Bud x,ye Au U a,, x £y, pak jsou moZné prdv¥ tyto pfipady: x, y € 4; pak
veX

je g(x) = f(x) 2 f(») = g(»), jak plyne z isotonie f. xe 4, ve X, yea,; pak je
9(x) = f(x) 2 () = 9(»), jak plyne z pfedpokladu, Ze zobrazeni f, je isotonnim
roziifenim fzAna A v a,.n € X, x € a,, y € A; tento piipad se fesi stejné jako p¥ipad
pfedchozi. n, ve X, n *+ v, x € a,, y € a,; pak musi mezi x, y existovat a € 4 (jinak
by bylo xAy) a tedy je g(x) = £,(x) < f,(a) = f(a) = f,(a) = £,(»), jak plyne z toho,
¥e zobrazeni f,(f,) je isotonnim roziifenim fzAnaAuva,(Ava,).veX, xea,,
y € a,; pak je g(x) = £,(x) < f(y) = 9(»), jak plyne z isotonie f,.

Ve viech moZnych piipadech tedy z ptedpokladu x, ye A U U a,, x <y, plyne

nerovnost g(x) < 9(») a g je tedy isotonni zobrazeni 4 U U a, do C

3) tj. libovolné dva rdzné prvky systému mnozin-{4, a,}vex jsou disjunktni, a pro kadé
veXje A =+ a,.
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. Véta 1. Zobrazen{ f, které je isotonnim rozstfenim f z A na B, existuje prdvé kdys
pro kaZdé a, € B, existuje alespori jedno zobrazen[ Sy které je isotonnim rozire-
nimfzAnaAwv a,.

Ditkaz. Postaditelnost podminky plyne z lemmatu 3, jeji nutnost pak z toho, Ze
pro ka?dé a, € B, parcidlni zobrazeni f,,,, je isotonnim roz$ifenim f z A na 4 U a,.

Pro x € B definujeme X,(x) = 4 n Dy(x), X,(x) = A n Hy(x); na systému viech
podmnoZin v C definujeme relaci X takto: je-li D = C, E < C, pak je D < E prdvé
kdyZ existuje u € D, v € E tak, Ze plati u < v.

Definice 1. Bud x € B — A, pak poloZme

Po(x) = {u|ueC; yeXx), zeXz(x)nf(y)Suﬁf(z)}
pro X,(x) + 0 + X,(x),

Py(x) ={u|ueC; yeX(x) =>f(y) S u }
pro X,(x) + 0 = X,(x),
Py(x) = {u |uec; ze X,(x) = u X f(2)}

pro X,(x) =0 * X,(x),
Py(x) = C pro X,(x) =0 = X,(x).%)

Bud ¢ ordindlni &islo, pro ka?dé y € B — 4 bud mnoZina Py(y) definovéna, pak pro
x € B — A poloZme

Py, (%) = {u| ue Pyx); y e D(x), z € H(x) = P{y) = {u} X P(2)} .
Je-li ¢ limitni a je-li pro kaZdé # < ¢ mnoZina P,(x) definovdna, poloZme Py(x) =
= () P,(x). Pro x € A a ¢ libovolné ordindlni &islo klademe Py(x) = {f(x)}.

n<¢

Lemma 4. Zobrazeni f bud isotonnim rozsifenim f z A na B. Pak pro ka%dé x € B
a & libovolné ordindlni Cislo je f(x) € Py(x).

Dikaz. Pro x € 4 je tvrzeni zfejmé. Bud x e B — 4, y € X,(x), z € X,(x), pak je
J() =F(») 2J(x) 2 7(2) = f(z) a tedy je f(x) e Po(x). Necht tvrzeni plati pro
viechna x € B — 4 a pro £ = 0 dané ordindlni &islo, pak pro y e DJ(x), z € HJ(x)
libovolnd je f(y) € P(y), (2) € Py(z), z isotonie f plyne f(y) < F(x) < (z) a tedy je
Pyy) < {f(x)} <X Py(z); dle definice Py, (x) je F(x) € Py ,(x). Je-li ¢ limitni a je-li
J(x) € P,(x) pro viechna n < &, je i f(x) € N P,(x) = P(x).

n<g

4) (Dalezitd pozndmka). o’ bud nejmensi ze vech ordinélnich &isel B, pro které jsou splnény
nerovnosti
card Py(x) S &I, pro ka?dé xe B— 4,

card (B— A) S N,

O viech ordindlnich islech v dalsich textu vystupujicich pfedpokliddme, Ze jsou menSineZ w,- 4+ 3
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Lemma 5. Bud x € B, &, 1 budte ordindlni ¢isla, & < 1. Pak je P,(x) © P{x) < C.
‘Ditkaz. Z definice plyne, Je je P, ,(x) = Py(x) a je-li & limitni, jePy(x) < n P,(x)

pro kaZdé x € B a ¢ libovolné ordindlni &islo. Lemma je pak bezprostfedmm dﬁsled-
kem lemmatu 2 (inkluse Py(x) = C vyplyvd ze zfejmé inkluse Py(x) = C a z prvni
inkluse v tvraeni lemmatu).

Lemma 6. Bud x € B libovolné a ¢ = 0 bud ordindlni &islo. Budte u, w € Py(x)
a ve C takové, e u X v X w. Pak v e Pyx).

Dikaz. Tvrzeni plati pro xe 4. Bud xe€ B — 4, y € X,(x), z € X,(x), pak je
f(») 2u=xv=wxf(z) a tedy je ve Py(x). Nechfprox e B — Aa ¢ = 0 plati, %e
tvrzeni je sprdvné pro viechna n < &, bud ¢ limitni. Z lemmatu 5 plyne, 7e je u, w e
€ P,(x) pro kaZdé n < ¢ a tedy z induk&niho pfedpokladu vyplyvé, Ze je i v € P,(x);
je pak ve n‘ P,(x) = Pyx). Bud & = n + 1, dle lemmatu 5 je u,we P,(x) a dle

n<

induk¥niho pfedpokladu je v € P,(x). Bud y € D(x), z € H3(x), pak ze vztahu u, w €
€ P, 4(x) plyne existence a € P,(y), b € P,(z) takovych, Ze je a Su v =w=b
a tedy je P,(y) < {v} < P,(2). Je proto v € P,(x).

Lemma 7. C bud svaz resp. ¢ — svaz, resp. uplny svaz. Pak pro kafdé xe Ba ¢
libovolné ordindlni &islo je Py(x) podsvaz resp. ¢ — podsvaz, resp. tiplny podsvaz v C.

- Dtkaz. Pro x € 4 je tvrzeni zfejmé, bud x € B — A. Bud u, v e Py(x), pak pro
kaZdy prvek y € Xp(x) je u S (), v S f(y) atedyjeiu v v Z f(y), u n v Z f(y).
Opadné nerovnosti pro z € X,(x) se odvodi stejn& a proto plati implikace u, v €
€ Py(x) = u U v, u N v € Py(x). Necht pro dané & = 0 tvrzeni plati pro kazdé x € B,
bud u, v e P;,4(x). Pak je u,ve Px) a dle indukéniho pfedpokladu je i u U v,
u N vePyx). Je u, vePyiy(x) a proto pro y e.DY(x) existuji a, b e Pyy) takové,
e je a < u, b < v. Dle indukéniho pfedpokladu je a N b e Pyy) a ziejm& je a n
Nnb=u,anb=Xvtedyjei anb=xunv=uuvuv Tedy pro ye Di(x) plati
PYy) = {u n v}, P{y) X {u U v}. Opatné vztahy odvodime pro z € Hy(x) a tedy je
u U, unve Py y(x) Jeli § limitni a je-li pro kaZdé n < ¢ P,(x) podsvaz v C, je
zfejm¥ i Py(x) = n P,(x) podsvaz v C. (@ povaZujeme téZ za podsvaz v C.) Podobn&

se lemma dokiie pro dal¥i dva pi‘ipady

Pfedpoklad, e C je svaz, resp. ¢ — svaz, resp. uplny svaz jsme potfebovali pouze
proto, abychom tvrzeni dokdzali pro Py(x). Stejn& jako v diikazu lemmatu 7 postu-
pujeme pfi dikazu tvrzeni:

a bud dany pruek systému B, a ) Py(y) bud svaz, resp 6 — svaz, resp. uplny svaz;

. yea
pro kaidé xea bud Py(x) podsvaz, resp. ¢ — podsvaz, resp. uplny podsvaz
v U Py(y). Pak pro ka2dé { 2 0 je Pyx) podsvaz resp. ¢ — podsvaz, resp. uplny

podsvaz vU Po(y)
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Lemma 8. Existuje-li ordindlnt ¢islo v takové, Ze pro kaXdé x, x € @ € By, platf
P,(x) = P,+1(x), pak pro kaZdé ordindint &islo & = v a ka¥dé x € A U @ je Py(x) =
= P(x).

Dukaz. Jeli £ = v, existuje prdvé jedno n = O takové, Ze je v + n = £. Pro
x € A a & libovolné je rovnost trividlng spln&na. Necht pro dané n = 0 a pro kazdé
xea plati P,,,(x) = P,(x), pak je

Pyipes(x) = {u|ueP(x); y € DI(x), z € HY(x) = P,1,(y) X {u} X Pin(2)} =
= {u|ueP[x), ye DI(x), ze H(x) = P,(y) X {u} X P(2)} = P,+4(x) = P(x)

jednak dle induk&niho pfedpokladu, jednak dle pfedpokladu lemmatu (dle lemmatu 1

je H(x) = S(x) = @, D(x) = S(x) = @). Je-li  limitni a plati-li rovnost P, ,(x) =

= P/(x)prokaZdén’ < n,je P,.,(x) = N Pfx)=][ 9 P(x)] n [< D+ P(x)]=
asv v<a<v+n

a<v+n

= P,(x) n P(x) = P,(x) jednak dle lemmatu 5, jednak dle indukéniho predpokladu.

Lemma 9. Bud a € B,. N, bud prvy ze v§ech reguldrnich alefi, pro ktery plati
nerovnost card Po(x) < N, pro kaZdé x e a. Pak pro kaXdé x € @ plati P, (x) =
= Py, +1(x).

Dikaz. Bud xed, ueP,[(x), yeD3(x). Ozna¥me U(y,u) = {v|ve Py(y);
v <X u}, zfejm& je card U(y, u) < N,. Je-li ve U(y,u) takové, Ze je vePyy) —
= Pgi(y) (¢ < @), polozme g(v) = £. Ozna¥me G definini obor funkce g; je
G < U(y, u) a tedy je card G < N,. g(G) je podmnoZinou ve W, tiseku ordindlnich
&isel mengich neZ w, a je card g(G) < ¥,. N, je reguldrni a tedy je reguldrni i w,
a g(G) neni proto konfindlni s W,_; to znamend, Ze existuje ¢ < w, takové, Ze pro
kazdé n e g(G) je n < &. Kdyby bylo U(y, u) = G, pak by bylo U(y, u) n P{y) = 0
a platilo by u ¢ P;,4(x) o P, (x), coZ je spor. Existuje tedy v € U(y, u) N Pg(y) a dle
definice ¢ pak musi byt v € P,(y) pro kaZdé n < w,, tedy je i ve ) P,(y) = P, (»).

N<og
Je proto P, (y) X {u}; pro ze HJ(x) se stejnd dokdZe opatnd relace a tedy, je
ueP, (). Z toho a z lemmatu 5 dostdvdme rovnost P, (x) = P, 44(X).

Lemma 10. Nechr ¢ je ordindlni &slo, bud x € @ € By, bud P{(x) = 0. Pak pro kaZdé
ye€aje Pey,(y) =0.

Diukaz. Bud y e DY(x), pak je x € Hy(y) a z P¢(x) = 0 plyne P;.,(y) = 0. Necht
pro yeDj(x) plati Pyy,.y(y) =90, bud yeD}*'(x). Pak existuje ze[Hg(y) v
U DI(y)] n Dj(x); dle indukéniho pfedpokladu je Pginis(z) =0 a tedy plati
iP¢+,,+ z(y) = (. Dle lemmat 1 a 5 tedy tvrzeni plati.

Lemma 11. Bud @ € B,, £ = 0 ordindlni éislo. Nechf plati
a. je-li x € a libovolné, je P{x) + 0,

b. je-li x€d, y e HJ(x), x # y, u € Pyx), ve P(y), jeunon | v.
Pak pro kaXdé x €a je Pyx) = Py, (x).
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‘Dikaz. Bud x € , u € P¢(x), budiZ y € HJ(x) libovolné. Necht existuje ve P{y)
tak, % je v < u. Je-li ae X,(y), je f(a) X v < u (nebof je v € P(y) € Po(y)), je-li
be X,(y), je té% b e X,(x) (nebof je x < y) a tedy je u = f(b). Tedy je u € Py(y),
necht pro n < ¢ je u € P(y). Je-li z € DY(y), existuje w € P,(z) takové, Ze je w =<
= v Z uatedy je P,(z) X {u}; je-li z € HY(y), je bud z € H{(x) a pak je {u} < P,(z),
nebo z ¢ HJ(x) a pak existuje ¢ € 4 takové, Ze je x < ¢ < z, pak oviem pro kazdé
w € P,(z) je # < wa z neprdzdnosti P,(z) plyne op&t {u} X P,(z). V kaZdém p¥ipadé je
ue P, (y). Je-li n < ¢limitni a prokaZdén’ < njeueP,(y), jetakéu e N P,(y) =

: n'<n
= P,(y). Z pfedpokladu existence v € P¢(y) takového, %e v < u plyne tedy u € P¢(y)
a tedy je {u} < Py(y). Neexistuje-li takové v, plyne z ptedpokladi a., b. op&t {u} X
= P{y); pro z e DJ(x) se opaind relace dokdZe analogicky a tedy je u € Py ,(x),

Lemma 12. Bud a e B,, necht pro kaZdé xea existuje v C sup f[X,(x)],
inf f[X,(x)]. Pak pro ka*dé x e @ je Po(x) = Py(x) a plat

Po(x) = {u|ueC,sup f[Xi(x)] = u Zinf f[X,(x)]} + 0.

Diikaz. Zfejm¥ plati inkluse {u|ueC; supf[X,(x)] 2 v X inff[X,(x)]} =
< Po(x), bud u € Py(x). Pak pro kazdé y € X,(x) je f(y) < u a tedy sup f[X,(x)] Z u,
podobn& vyplyne nerovnost u < inf f[ X5(x)] a plati tedy i inkluse opa&nd. Z relaci
sup f[X(x)] € Po(x), inf f[X;(x)] € Po(x) plyne Po(x) + 0. Bud uePy(x), ye
€ H}(x). Jex < yaprotojei X,(y) = X,(x), z toho plyne inf f[ X,(x)] < inf f[X,(»)]
a tedy plati {u} < Po(y). Podobn& se dokdZe opa¥nd relace pro z € DJ(x); proto je
Po(x) = Py(x).

Z lemmat 2 a 9 vyplyvd, Ze pro dand f a @ € B, existuje takové ordindlni &slo ¢,
¥e pro ka¥dé x € @ je Pg(x) = P;,,(x). Z lemmatu 8 pak oviem plyne od takového ¢
staciondrnost viech posloupnosti {P,(X)},<, (¢ < 1) pro ka¥dé x e a; prvé takové &
ozna¥me A (m&li bychom vlastn& psdt Az, oviem véta 1 ndm dovoluje omezovat se
jen na mnoZinu 4 U @). V n¥kterych specidlnich p¥ipadech je 1 = 0, napf. je-li C
fet&zec a Po(x) + 0 pro kaZdé x e a (lemma 11) nebo A nebo C tplny svaz (lemma 12).
V obecném pfipad& nelze odhady lemmat 2 a 9 uZ zlepsit, plati totiZ toto tvrzeni:

1. N, bud prvy alef, pro ktery plati nerovnosti card Po(x) < X, pro kaZdé x € a,
card @ £ N,. Pak A miiZe nabyt kterékoliv hodnoty mensi nef w, ;.

2. X, bud prvy reguldrni alef, pro ktery plati nerovnosti card Py(x) < N, pro
ka%dé xea. Je-licarda = N,, mife byt i A = w,. -

3. Pruy alef pro ktery platf nerovnosti card Py(x) < N, pro kaZdé x € a bud ire-
guldrniN,. JestliZe je card @ < N,, mii¥e A nabyt kterékoliv hodnoty mensi ne? o, 1,
je-licard @ > N,, pak mife byt i A = w,,,.

Dtkazy t&hto tvrzeni se provedou konstrukci, platnost tvrzeni 1 ukaime na
specidlnim pfipadu a = 0, 1 = @, + 1; zobecn&ni &ni potiZe jen formdlni. Na obr. 1
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je Hassetiv diagram mnoZiny B, na obr. 2 je Hasseliv diagram mnoZiny C, prvky
mnoZin A a f(A4) oznaéme vyrazngji a navzdjem si odpovidajici prvky v 4 a v f(4)
popiSme stejnymi pismeny (4 = {4,,43,43,44,45,46,47,45,45}).

Nechejme k uvédZeni &tendfi, Ze je Po(M) = {M,, My, ..., M, }, Po(K) = {Ky, ...
coos Koo}s Po(L) = {Ly, «.es Log}s Po(J) = {J1s -+ Jorp Jorpy+1} 2 Zeje A = @ + 1.

Obr. 1. Obr. 2.

Tvrzeni 2 a 3 dokdZeme opét konstrukci B a C, kterou dostaneme vhodnym skld-
ddnim zdkladnich konstrukci z diikkazu tvrzeni 1.

3. SPECIALN{ PRIPADY

V této &dsti studujeme, kdy je neprdzdnost mnoZin P,(x) pro kaZdé x, x € d € B,,
podminkou dostadujici pro existenci zobrazeni f, které je isotonnim rozsifenim
zobrazeni f z A na A U @ — dle lemmatu 4 je to podminka nutnd.

Viude v dal$im textu symbol A znadi to ordindlni &islo, které je dle zdvé&ru pfed-
chozi &dsti pfifazeno mnoZindm @ a C a zobrazeni f. Bud X < C; existuje-li v X
prvek nejvétii (nejmensi) oznadme jej max X (min X).

Véta 2. Bud a € B,, pro kaZdé x € a necht plati

(1) bud existuje prvek max P,(y) pro ka*dé y e Hg(x) n @ nebo existuje min P,(y)
pro kaZdé y e DY(x) N a.

Pak existuje zobrazeni J, které je isotonnim rozsfFenim fzAnaAva.
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Dikaz. Bud x e3; splituje-li x prvou &dst podminky (1), poloZmef(x) = max P;(x),
nespliiuje-li ji, pak dle druhé &dsti (1) existuje min P;(x) a definujeme f(x) = min P,(x).
Pro x € A poloZme f(x) = f(x), tedy f4 = f a zbyv4 ukdzat isotonii f. Budte x, y e
€dva, xSy lelixed, yea, jef(y) e Py(y) = Po(y) a tedy je f(x) = f(x) <X
=< 7(y), ptipad x €, y € 4 je analogicky; je-li x, y € 4, je f(x) = f(x) L f(») =F(»),
nebot f je isotonni. Bud x, y €, pro x bud splnéna prvd &ist podminky (1). Je-li
y € H}(x), pak dle definice 4 existuje u € P,(y) takové, Ze je f(x) < u. JeZto prvd
&st (1) je spln¥na pro x, je splnéna i pro y a tedy je f(y) = max P,(y) = u = f(x).
JestliZe y ¢ Hi(x), pak existuje a € A tak, %e je x < a < y a ze vztaht f (x) € Po(x),
1) € Po(y) plyme () = £(a) = 7).

Plati-li prvé &ist (1) pouze pro y a pro x nikoliv, nebo neplati-li ani pro y, je diikaz
nerovnosti f(x) = f(») stejny. 7 je tedy isotonni zobrazeni.

Korolér 1. f bud isotonnf zobrazeni A do C, C bud uplny svaz a B libovolnd uspo-
Fddand nadmnofina A. Pak vZdy existuje zobrazeni f, které je isotonnim rozsire-
nim fz A na B.

Dikaz. Disledek lemmatu 12 a véty 2.

Korolér 2. Vzhledem k uspofdddni < bud A iplny podsvaz v (uspofddané mno-
%iné) B. Pak vZdy existuje zobrazeni f, které je isotonnim rozsifenim f z A na B.

Diikaz. Disledek lemmatu 12 a véty 2.

Véta 3. Bud a € B,, necht je P,(z) + 0 alespori pro jedno zea. Pro & = A bud
splnéna podminka b. lemmatu 11. Pak existuje zobrazeni f, které je isotonnim
roz$iFenim zobrazenif z A na A U a.

Dikaz. Z definice 4, z lemmatu 10 a z pfedpokladu P,(z) # 0 plyne neprdzdnost
Pl(x) pro ka¥dé x ed. Prvky mnoZiny 4 U G srovnejme v prostou posloupnost
{%,}y<qs Volme u, € P;(Xo) libovolng, definujme M, jako mnoZinu viech x € A U a,
pro které je u, € P,(x) a pro kaZdé x € M, poloZme f(x) = u,. Bud y < o, nechf pro
ka¥dé v < y je sestrojena M, a f(x) definovdno pro ka?dé x € M,. Neni-li A v a —
— U M, prdzdnd, bud x, prvy prvek této mnoZiny vzhledem k dobrému uspofdddni

v<y .
A U a v posloupnost {x,},<,; volme u, € P,(x,) libovolng. Definujme M, = {x | x e
€(Ava)— UM, u,ePyx)} a pro kaidé xe M, poloime f(x) = u,. Ziejm&
v<y

existuje B < a takové, Ze pro kaZdé v < fje M, definovdnaaplatidva = UM, —
v<p

sjednoceni vpravo ‘je zfejm& disjunktni. Ka¥dému xe 4 U a je tak pfifazen
prvek f(x) € P,(x); z posledniho vyplyvd, Ze pro x € 4 je f(x) = f(x). Bud x,y e
€ A U 3, x < y. Pak existuji ordindlni &isla p, v < « takovd, Ze plati x = x,, y = x,,
x, € M, x, e M,. Je-li § = n, je f(x,) = u; = f(x,); necht je & + 5. Vztah & <
znamend, e u; ¢ Py(x,); predpokidddme-li P,(x,) = {4}, dostdvdme z definice 2
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a lemmatu 6 u; € P,(x,). Za pfedpokladu ¢ < 7 je tedy relace P,(x,) < {u,} vylouge-
na a pouZitim pfedpokladu b. dostdvdme relaci f(x,) = u; < u, = f(x,) V p¥ipadd
n < & se vztah u; < u, dokdZe analogicky.

Korolar 3. C bud Fetézec. Pak podminkou nutnou a postacujici k existenci zobra-
zeni f, které je isotonnim roz§ifenim f z A na A U @, je neprdzdnost mnoZin Py(x)
pro kaZdé x € a.

Dikaz vyplyvd z lemmatu 11 a véty 3.

Z dikazu véty 3 vyplyvd: zvolime-li xed a ue P,,(x), pak za podminek véty 3
existuje f takové, Ze je f(x) = u — v ditkazu volime x = Xo, u = u,,.

Véta 4. Bud a € B,. Necht a spliiuje podminku klesajicich Fetéicﬁ, necht pro ka¥dé
x €d je Py(x) + 0 a plati .

(2) b bud prvd ze vsech mohutnosti podmno%in v D3(x) — {x}, které jsou s D§(x) —
— {x} konfindIni®). Pak pro ka*dou mnoZinu U < P,(x), pro kterou jecard U <
< b, existuje proek u € P,(x) spliujict nerovnost v < u pro kazdéve U.

Pak existuje zobrazent f, které je isotonnim rozsifentm zobrazenff z Ana A U a.

Diikaz. M, bud mnoZina vSech minimdlnich prvkl v @, nechf pro kazdé v < n
jsou mnoZiny M, definovdny. Neni-li @ — U M, prdzdnd, bude M, znadit mnoZinu

viech jejich minimdlnich prvki. (Je splnéna podmmka klesajicich fetézcii a tedy je
M, + 0.) Je-li card @ < N,, pak existuje y < w, 4, takové, Ze pro kazdé v < y je M,

deﬁnovéna, a = U M, a sjednoceni vpravo je ziejm& disjunktni. Rovn&% je zfejmé,
v<y

Ze libovolné dva ruzné prvky z téZe mnoZiny M, jsou nesrovnatelné. Pro x € M,
volme f(x) € P,(x) libovolng, bud < y a necht pro ka?dé v < n a x € M, libovolné
je F(x)€P,(x) definovdno. Bud ye M, libovolné; mezi v§emi podmnoZinami
v DY(y) — {y} které jsou s DJ(y) — {y} konfindlni uvaZme ty, které maji nejmensi
mohutnost b(y) a z téh vybereme jednu, kterou ozna&ime M(y). Je-li x e M(y)
< DY(y) — {»}, je x < y a proto neni x € M, pro ¥ddné & 2 n. Jest tedy M(y) =
< U M,, a proto je f(x) € P;(x) definovdno pro ka?dé x € M(). Z definice P, plyne,

v<n
Ze pro kaZdé f(x) € P,(x) existuje prvek u(x) Pl(y) tak, Ze je f(x) =< u(x); pro kazdé
x € M(y) zvolme prévé jeden u(x) e P;(y) a u je pak zobrazeni M(y) do P;(). Jest
card M(y) = b(y) a tedy je card u[ M(y)] < B(y). Dle (2) existuji prvky v, které jsou
za viemi prvky z u[ M(y)]; jeden znich zvolme a ozna¥me f(y). Takto je f definovéno
pro kaZzdé x € @, pro x € A polozme f(x) = f(x). f je isotonni zobrazeni na M, necht
pro n < y plati, Ze f je isotonni zobrazenina J M,. Bud y € M,, x < y, pak je nutné

v<pg

5) D bud podmnozinou v B; fekneme, %e¢ D je konfindini s B, jestliZe pro ka¥dé x € B existuje
alespoii jedno y € D tak, aby byla splnéna relace x < y (v pon&kud jiném vyznamu viz napi‘
Birkhoff [1], str. 13 ruského piekladu).

321



x €U M,. Necht je x € D}(y), pak je bud x € M(y) — a pak je dle definice f f(x) <

v<n
= J(¥) — nebo x ¢ M(y). M(y) je konfindlni s D3(y) — {y} a proto existuje z € M(y),
x < z < y. Dle induk&niho pfedpokladu je f(x) < f(z) a z definice f plyne f(z) <
= 7(»), tedy je opét f(x) 2 f(y). Je-li x¢D3(y), pak existuje ae A tak, Ze je
x < a < y aproto pro kaZdé r € P,(x), s € P,(y) plati r < s, specidln& je f(x) < 7(»).
Tedy f je isotonni i na U M,. Jeito je a = U M‘,, je f isotonni na a. Pro kazdé

xeAdvaije f(x)e Pl(x) c Po(x) a z definice P0 plyne, %e f je isotonni zobrazeni i na
A v @, které na A zfejm& zachovdvi f, tj. pro kaZdé x € 4 plati rovnost f(x) = f(x).
Snadno Ize vyslovit i vétu dudlni.®)
Je-li x, y ed, pak nazveme posloupnost {x} -1 Xy — posloupnosti, plati-li
a.proi=0,...,njex;edax,=x,y=x,
b. {x;}7=0 je prostd nebo {x;}}., je prostd a xo, = x,,
c. x, pokryv4 nebo je pokryto x,, , pro kazdé i = 0,...,n — 17).

Lemma 13.Vae B, bud splnéna padmz’ﬁka !

(3) Jjeli xea, yeHJ(x), pak existuje konecny maximdlini Fetézec s nejvétsim
prvkem y a nejmens$im x.

Pak pro libovolné prvky x, y €a existuje xy-posloupnost.

+ o0
Dikaz. Dle lemmatu 1 je @ = U Hi(x). Pro y e H}(x) je fet¥zec ze (3) xy-po-
ji=0

sloupnosti; necht pro kazdé z e H{(x) existuje xz-posloupnost. Bud y € H{*'(x) —
— Hi(x), pak existuje z e [H3(y) U DX(y)] n HA(x) a dle (3) a induk&niho ptedpo-
kladu existuji yz- a xz-posloupnost. Jejich vhodnym sloZenim dostaneme xy-po-
sloupnost.

Lemma 14. V a € B, bud splnéna podminka

(4) pro Zddné x € a neexistuje xx-poslou pnc;st s vice neZ dvéma riznymi proky.
Pak pro libovolné prvky x, y ed, x % y, existuje nejuy$ jedna xy-posloupnost.

Dtkaz. Bud x + y, x, y €d, nechf {x,}7wo, {¥i}i=0 jsou dv& riizné xy-posloup-
nosti. Bud j prvé pfirozené &slo, pro které je x;.; #+ y;44 — takové j zfejm& existuje
aje 0 £ j < min(m,n). V {x;}7.;;, bud k prvy index, pro ktery x, € {y;}i-;, ! bud
prvy index, pro ktery y, = x;. Jest j + 1 < k, | < min(m, n) a ob& &sla existuji.

%) O duélnosti viz Birkhoff {1], § 4 kap. L. V nalem pfipadé to znamené, Ze ve vét& 4 nahradime
podminku klesajicich fetézett podminkou fetézcl rostoucich (Birkhoff [1], kap. III, § 4) a konfina~
litu ,koninicidlnosti*: D < B je 8 B koninicidini pravé kdyZ pro ka%dé x € B existuje alespoil
jedno y € D tak, Ze je spinéna relace y S x.

7) x, y budte prvky z B; fekneme, Ze x pokryvé y (té%: y je pokryto x) pravé kdy% platf relace
¥ < xa pro 24dné z € B neplati soutasné relace y < z < x.
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Pak {x;}i.;, {yi}i=; jsou x;x- @ y;y;-posloupnosti a xj, ..., X, Yi—1s +++ ¥; j& X;%;
posloupnost alespoii trojprvkovd, obsahuje totiZ tfi riizné prvky Xj, X;41 a Yj+1.

" V&a 5. Bud a € B,, v G budte splnény podminky (3) a (4) a pro ka%dé x € a bud
P;(x) % 0. Pak existuje zobrazeni f, které je isotonnim rozsiFenim f z A na A v a.

Diikaz. Budte x, y € @, x + y libovolné prvky, pak dle lemmat 13 a 14 existuje
pravé jedna xy-posloupnost {X;}7-o; polofme n = n(x, y) a definujme jestg n(x, x) =
= 0. Zvolme x €a a u € P,(x) a poloZme f(x) = u. Bud k = 0 celé a nechf pro kaZdé
zea, z % x, pro které je n(x, z) < k, je f(z) definovdno tak, Ze plati f(z) € P(z);
bud yea, y + x, n(x,y) = k + 1. Bud {x;}}2} pfislutnd xy-posloupnost, pak
{x.}s-0 je xx;-posloupnost a f(x;) € P;(x;) je definovdno. x, pokryvd nebo je pokry-
to y, bud x; < y. Pak x, € DZ(y) a dle definice 4 existuji takové prvky v € P,(y), Ze
je (i) = v; jeden z nich vyberme a oznatme f(y). Podobn& definujeme f(), je-li
Y < X,. Z jedine€nosti xy-posloupnosti plyne, Ze f(y) definujeme prdvé& jednou a f
mdme takto definovdno na celé mnoZin& a. Pro x € 4 poloZme f(x) = f(x).Bud y, z e
€d,y < z. Jeli y ¢ DJ(z), pak existuje a € A tak, Ze je y < a < z, a je oviem f(y) =
= f(a) Z f(z); bud y e DJ(z). Pak dle (3) a lemmatu 14 je jedind yz-posloupnost
{y:}7=o maximdlni konedny Ffet¥zec majici y jako nejmen3i a z jako nejv&tsi prvek.
Bud ny = min {n(x, y;)},=o, ..., m> Pak dle lemmatu 14 existuje prdv& jedno y,
pro které je ny, = n(x, y;). Z definice f pak plyne, Ze je f(y)) <X ... Z f(y.) = (2),
F@)z...=f(yo) =F(y). Pro yea, ze Anebo y € 4, zea nebo y, z e A vyplyvd
nerovnost f(y) < f(z) snadno z inklusi P,(y) = Py(¥), Pi(2) < Py(2). '

Korolér 4. Je-li a konecny Fetézec a P,(x) + O pro kaZdé x e a, pak existuje zobra-
zeni f, které je isotonnim rozstfenim f z Ana A U a.

Diikaz plyne bezprostfedné z véty 5, lze jej ale snadno vyvodit i z véty 4.
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- Nakonec je§té uka¥me, Ze splnéni nerovnosti P,(x) + @ pro ka?dé x € a nenf pro
existenci f obecné podminkou postadujici:

1, Na obr. 3 je Hasseliv diagram mnoZiny B, na obr. 4 je Hasseiiv diagram mnoZiny C.
~ Prvky mnp¥in A a f(A4) ozna¥me vyrazn&ji a navzdjem si odpovidajici prvky v A
" a f(A) ozna¥me stejnymi pismeny. (A = {4,,4,,43,44,45,4¢,4;,45,45}.) Necht

Stendf uvd¥i sdm, Ze A = 0, Po(B)) = {B,;, B;;} proi = 1, 2, 3, 4 a Ze f neexistu-
je. Pro tento ptipad je charakteristické, Ze neni spln&na podminka (4).

&k } 0 A‘b"

Obr. 5. Obr. 6.

2. Neni-li spln¥na podminka (3), miiZe nastat tento p¥ipad: na obr. 5 je ,,Hasseiv
diagram‘* mnoZiny B, na obr. 6 je Hassellv diagram mnoZiny C. Prvky mnoZin 4
a f(A) op¥ ozna¥ime vyrazn&ji a popiSeme je stejnymi pismeny. (4 = {4;, 4, ...,
coos Aogy Amgs1}) Ctendt uvd¥i, % je A =0, Po(B;) = {By, By, ...} kde je
i=12,..., o a Ze f neexistuje.
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Pe3omMme

U30TOHHOE PACHIMPEHUE U30TOHHBIX W30BPAXEHHUIA

TEO IITYPM (Teo Sturm), ITpara

Ilpu moMon onpeneieHHOH TpaHCUHUTHON MHOXKECTBEHHON KOHCTPYKIVH BBI-
BOIMTCS YCIOBHME, HEOOXOOMMOE IUIsl CYyIIECTBOBAHWS H30TOHHOTO PACLIMPEHHS.
B manpHe#eM OpHBOIUTCS TOKA3aTeIbCTBO, YTO 3TO YCIOBHE IUJIA CYLIECTBOBaAHUSA
HM30TOHHOT'O PAaCHIMPEHMS B HEKOTOPBIX BaXXHBIX CJIyYasiX SBJIACTCA TAKXKe JOCTATOY-
HBIM (HampuMep, B TOM CiIy4ae Korja MHOXECTBO, coJepxalunee 06aacTh H3MCHEHHA
0TOOpaXeHNs, SBJISETCS LENbIO WIM Xe DOJHOM CTPYKTYPOif; 5TO YCJIOBHE IOCTa-
TOYHO JjaXke TOTrZa, KOTJa MHOXECTBO IPO06GPa30B YIOBICTBOPSET ONMPEICICHHBIM
O6IIMM YCIIOBHAM, IPHHATBIM B TEODHM YIHOPSAIOYEHHEIX MHOXKECTB, MJIH XK€ YCIO-
BHSM KOMOMHAaTOPHYECKOTO Xapakrepa). .

Zusammenfassung
ISOTONE ERWEITERUNG DER ISOTONEN ABBILDUNGEN:

TEo STURM, Praha .

Mit Hilfe einer transfiniten Mengenkonstruktion leitet man die fiir die Existenz
der isotonen Erweiterung notwendige Bedingung ab. Weiter wird ein Beweis gegeben,
dass diese Bedingung fiir die Existenz der isotonen Erweiterung in einigen wichtigeren
Fillen auch als hinreichend anzusehen ist (wenn z. B. die die Menge von Bildern
enthaltende Menge eine Kette oder ein vollsténdxgcr Verband ist; wenn die Menge
von Urbildern einigen allgemeinen Bedingungen geniigt, die in der Theorie der
geordneten Mengen iiblich oder vom kombinatorischen Charakter smd).
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