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Casopis pro p&stovini matematiky, ro€. 85 (1960), Praha

NOTE SUR LES ESPACES COMPACTS DES MESURES
DE PROBABILITE

PeETR MANDL, Praha
(Regu le 26 septembre 1958)

Dans ce travail la compacticité dans la topologie faible de ’espace
des mesures de probabilité de Baire sur un espace topologique dé-
nombrablement compact est démontrée. Une assertion analogue est
prouvée pour les mesures de Borel. On donne une application de ces
théorémes & I'introduction des mesures dans les produits cartésiens.

J. H. Brav [1] a étudié des espaces topologiques dont éléments sont les me-
sures réguliéres de Borel sur un espace donné topologique X et a posé la question
si I’on peut généraliser le théoréme de N. Kryrov et N. BocoLioUuBOV [4] que
Pespace des mesures de probabilité sur un espace métrique compact est com-
pact. La démonstration d’un théoréme général de ce genre dans le travail [3] est
incorrecte.

Dans le travail présent on démontre la compacticité de 1’espace des mesures
de probabilité de Baire sur un espace topologique dénombrablement compact
et la compacticité de ’espace des mesures de prob. de Borel réguliéres, si l’espace
considéré est de plus normal.

Introduisons d’abord les notions fondamentales. (Voir par ex. [5].) Si X est
un espace topologique, on appelle les ensembles de Baire (de Borel) les élements
de la plus petite g-algébre Zy(X) (#.(X)) contenant le systéme %, (X) des
ensembles de la forme {z : g(x) > 0} ol ¢ est une fonction sur X continue (con-
tenant le systéme %,(X) des ensembles ouverts de X). Dénotons ensuite par
Fo(X) (F,(X)) le systéme de tous les X — G, G e %y(X) (G e %,(X)), par F(X)
le systéme de toutes les fonctions continues, nonnégatives et bornées sur X.
Soit encore Z,(X) le systéme de toutes les mesures de prob. sur #(X), Z,(X)
le systéme de toutes les mesures de prob. réguliéres sur #,(X).

Sur ’ensemble Z(X) nous définissons la topologie W, sous laquelle le sys-
téme complet des entourages de la mesure P, est formé par les intersections
finies des entourages fondamentals 4

W(Py, f,8) = {Pe Py(X): |[fAP — [fdPy| < &}
ot fe #(X), e > 0. “
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Nous démontrons d’abord deux propriétés de 'espace (Zy(X), W).
Théoréme 1. (Z\(X), W) est un espace de Hausdorf.

Démonstration. Soit P; == P,. Il existe un G'e Zy(X) tel que P,(G) +
=+ P,(@). Si
G={z:f(z) >0}, fe LX) et g,=min (nf,1).
on a ' .
N—>c0
Il existe ainsi un NV tel que
|fgwdP, — [gn dP,y| = &> 0,
&

d’ol1 pour é < 3 , -

W(Pls I 6) n W(P29 Ins 6) =0.
Théoréme 2. La topologie W est identique avec la topologie O définie par les
entourages fondamentals O(Py, F, e) = {P e Z((X) : P(F) < Py(F) + ¢}, on
FeZF\(X), e >0.

Démonstration. 1. Pour chaque O(P,, F, ¢) il existe un W(P,, f, ) tel que
O(Py, F, &) > W(Py, f, 8). Soit F = {xeX :gx) =0}, ge L(X). Si by=1—
— min (ng, 1) on a pour P ¢ Zy(X)

[h,dP = P(F) et lim [h,dP = P(F).
N—>c0
Soit
thd_Po < Py(F) + g

~ On a pour '
PeW (Po, Fings -g)

P(F) ‘_s_thd.P <thd_Po +§ < PyF) +¢.
2. Pour chaque W(P,, f, ¢) on peut trouver un entourage 2 de P, dans le

sens de la topologie O tel que Q2 c W(P,, f, &). Soit h e #(X), x < f deux nom-
bres réels. Dénotons

H = {x:h(x) =} U {x: hz) =p},
G={Z:a<Mr)<p}, F,=X—-G, F,=GuH.
Si nous posons
g, = max {0, h(z) — &} , g, = max {0, f — h(x)},
fr=min {gy, g5}, fo = max {0, x — h(z), h(x) — B},
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nous avons Fy, = {&: fy(x) = 0} e Fo(X) ol k = 1, 2. Si Pye Z((X), Po(H) = 0,
on a ,
PecO(P,y, Fy, 6) 0n O(Py, Fy, 6) = |P(Q) — Py(G)] < 6.

Nous avons
PeO(Py, F,, 0) = P(F,) < Py(F,) + d = P(G) > Py(G) — ¢
et
PeO(Py, Fy, ) = P(G) < P(F,) <P( o)+ 0 =Py + 6.
Si maintenant

Yo<imff<y <pa<..<y,<supf=M<y,,
max?/i“‘%-*l<£’ Py(f(x) =y) =0, Gi={z:y;- <f<uys,
nous trouvons les entourages 2; dans la topologie O de la mesure P, pour les-

quels

PeQ,=|P@)— P <G>l<5"m—

L’existence de tels entourages vient d’étre démontrée. Si 2 = A Q,, il est pour
i=1
PeQ
1 — 178 = Py(UG,) — réd = Z(Py(&;) — 0) < ZP(G,;,) = P(UR,) .
Ainsi
P(X — UGY) <78, |Zysy PolGi) — Zysy P(GY)] < Mrd
et

<8
1’

_[ faP — 2y, P(G))

Parce qu’il est f fdP0 = 0, nous avons

Jrar-

+ [Zyi- P(Gy) — 2y~ Po(Gh)| + lzf‘/z—lp (@) "‘f.f dPy| =

J<| ol | frr-smro

=¢&

< Mré +Z+Mré+

> o

Ainsi
PeQ=PeW(P,yf e).
Dans ce qui suit en étudiant ’espace (Zy(X), W) nous nous servirons des
entourages fondamentals de la topologie 0. Sur I’ensemble £,(X) nous défi-
nissons la topologie O, c’est & dire que le systéme complet d’entourages de1’é1é-
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ment P, de Z,(X) est formé par les interse ctions finies des ensembles O(P,, F,
g) = {Pe Z,(X): P(F) < Py(F) + &} ot ¢ > 0, FeFy(X).

Théoréme 3. Dans le cas ot X est un espace normal, Uespace (Z4(X), O) est un
sousespace de Uespace (Z(X), W).

Démonstration. Si @ F, @ %, (X), F eZ,(X) il existe un FoeFo(X) tel
que @ > Fy, > F. Nous nous convainquons de cela si nous séparons X — Get F'
par une fonction continue. Nous voyons ainsi que la probabilité P, e Z,(X) est
déterminée par ses valeurs sur # ,(X) et nous la pouvons identifier avec 1’é1é-
ment de Z,(X) correspondant. Parce que P (F) = én£ Py(G) nous pouvons

2

atteindre que Py(F,) < Py(F) —I——;— et de cela il suit que O(Po, F,, g) c

c O(P,, F, ¢). Si nous faisons I'usage du théoréme 2 nous trouvons que la topo-
logie de I'espace (#,(X), O) est la topologie relative de I’ensemble £;(X) dans
I’espace (Z,(X), W). :

11 suit du théoréme 3 que dans le cas de X normal, les théorémes 1 et 2 sont
valables pour l'espace (#,(X), O), ce que sont les résultats contenus dans le
travail [1] d’oli nous avons aussi repris avec une petite modification une partie
de la démonstration du théoréme 2.

Théoréme 4. St X est un espace normal, P,(X) est un ensemble dense dans
(Z4(X), W).

Démonstration. Soit Pye Zo(X), 2 = N O(P,, F, ¢), F;eFy(X). For-

i=1
mons le systéme de toutes les intersections H, = H, n Hy n ... n H, ol
H;=F;ouX — F,. Dans le cas ou H, = 0 choisisons un z, ¢ H, et posons

P({xa}) = Py(H,), P(4)= Z P({xm}) » AeZ(X).

xyed
On a évidemment Pe Z,(X) et P(F;) = Py(F,). Ainsi P e Q2.
Rappelons encore une propriété des systémes centrés des ensembles.

Lemme. Soit C un systéme maximal centré des sousensembles de I’ensemble M,
f une fonction sur M, prennant les valeurs dans Uensemble M ,. Le systéme centré C,
de tous les A c M, pour lesquels f(B) c A pour un B e C quelconque est maximal.

Démonstration. Que ¥ c M, ait lapropriété AeCi=Y n A = 0; il faut
étre M, — Y non e Cy, ainsi f~}(M, — Y) non e C. De la maximalité de C suit
Pexistence d’'un B e C pour lequel '

Bc M — (M, — Y) = f-4(¥)
d’ol f(B) c Y c’est & dire Y ¢ C,.
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Théoréme 5. Dans le cas ou X est un espace dénombrablement compact, I'espace
(2y(X), W) est compact. St X est dénombrablement compact et normal, ausst
(#1(X), O) est compact.

Remarque. Sous les conditions données les deux espaces considérés sont
des espaces de Hausdorf.

Démonstration. Parce que la démonstration des deux assertions du
théoréme est la méme, nous supprimons les indexes 0 et 1 chez les symbols
introduits. Pour démontrer la compacticité de #(X) nous démontrons que &
chaque systéme maximal centré € des sousensembles de £(X) il existe un
Pye #(X) tel que chaque entourage de P, appartient & ¥. Soit % un tel systéme.
Pour Re ¥, F e#(X) nous dénotons

R(F) = {P(F): PeR}c 0,15, ¥F)={R(F):Re%}.

D’apreés le lemme % (F) forme une base d’un systéme maximal centré €*(F)
dans <0, 1>. Soit I7(F) le nombre (unique) dont systéme d’entourage est une
partie de €*(F). Nous démontrons que II(F) est le volume sur #(X). Nous dé-
notons par 2(z, ¢) les e-entourages dans <0, 1). On a évidemment

1. II(0) = 0,

2. II(F) = 0,

3. II(F, v F,) < II(F,) + II(F,). Soit II(F,) + II(F,) + ¢ = II(F, v F,),
¢ > 0. On peut trouver :

R,c% tel que Ry(F,)c Q (H(Fl), .3’5) ,

Ryc% tel que Ry(F,)c Q (H(Fz), -g) ,

R,e® tel que RyF, v F,)cQ (II(F1 u F,), —;) .
Ainsi P € By n R, =

P(F, 0 F)) < P(Fy) + P(Fy) < II(Fy) + II(Fy) + 5 e = I(Fy 0 Fy) —

Wl »

et
PeRy= P(F, u F,) > I(F, U F,)-§.

De cela il suit que B, n B, n By = 0 et ¢’est une contradiction.

4. F, 0 F,= 0= II(F, v F,) = II(F,) + II(F,). Soit ¢ > 0. Considérons
Pentourage Q(I1,(F,) + II(F,), ¢). Il existe R, ¢ € et R, ¢ € tel que

Ry o (nwyg), ReEyeo(nw) )
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d’olt Ry n BRy(Fy 0 F,) c QUI(F,) + II(F,), ¢). Cest & dire que le systémg
d’entourages du point II(F,) -+ I7(F,) appartient & €*(F, v F,). Parce que lg
point avec cette propriété est unique, nous avons II(F,) -+ II(F,) =II(F, u F,),

Maintenant au moyen de volume /7 nous définissons sur les sousensembles de
X la mesure extérieure I7*. Posons pour G ¢ %(X)

IT,(6) = sup {II(F) : F c 6, F e #(X)}

et pour 4 c X
I*(A) =inf {IT,(@): G > 4, e 9(X)}.

La mesure extérieure J7* considérée comme une fonction sur #(X) appartient
4 P(X). Cela ce démontre par la méme méthode comme dans [2], § 53, théore-
mes 4 et 5.

On doit seulement remarquer que l'assertion suivante est valable: Si ¢, e
€ Go(X), Qye Gy(X), F e Fo(X), F C Gy U G, ils existent F, e Fy(X), FyeFy(X)
tels que Fy, c Gy, F, v F, = F. Parce que si 'on a

G={x:ig;>0, Qo={x:9,>0}, F={x:f=0},
ol gy, ga f € #(X), nous voyons facilement que la propriété désirée ont les
-ensembles .
={x:f+malx(gl>gﬁ)"-gk=0}: k=1,2.

Considérons ’entourage O(IT*, F, ¢) de la mesure IT*. Pour G > F, G ¢ 9(X)
il est II(F) < IT,(G) et done

IT%(F) = int {IT(@), &> F} = II(F).
1l existe un R ¢ € tel que R(F) c Q(II(F), ¢). De plus PeR= P(F) < IT*F) +
+ e. Ainsi B c O(IT*, F, ¢). Si maintenant O = n O,(IT*, F,, &;) et B, c O;, on

n R, c % et donec O ¢ €. Par cela la compactmlté de P(X) est démontrée.

i=1
Comme la conséquence de nos considérations on peut obtenir 'assertion sur le

‘prolongement unique de la mesure de Baire & la mesure de Borel dans les espa-
ces normaux dénombrablement compacts ([5]). Des théorémes 1, 4, 5 il suit que
dans ce cas (#(X), 0) est un sousespace compact et dense de 1’espace de Haus-
dorf (#((X), W) et donc idéntique avec cet espace.

L’application aux processus stochastiques. Le mathématicien sovistique
N. N. Cencov a fait observer M. Jrkina que la plus petite o-algébre o/ con-
tenant les cylindres avec une base & dimension finie de produit cartésien F =

= X{—o0, ), employée dans la théorie des processus stochastique sont les
TeT

ensembles de Baire de I’espace compact F. Des théorémes démontrés suit done
le théoréme suivant:

Théoréme 6. Soit C un sousensemble de F fermé et que les répartitions & dimension
finie des processus (P,, F, o) convergent vers les répartitions du processus
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(Py, F, 7). Si Uon peut construire les processus (P,, F, &) sur Densemble C, on
peut construire ausst (Py, F, &) sur C.

Démonstration. Sous la construction de processus (P, F, &) sur len-
semble €' on comprend la construction d’un tel processus X (w) sur un espace
mesurable (P, 2, 2) que P(w : X (w)e C) = 1 et les répartition & dimension
finie de X,(w) et de (P, F, &) sont identiques. Pour cela, comme il est connu,
il faut et il suffit que la mesure extérieure P* de C soit égale & un.

De la normalité de F et de la remarque aprés le théoréme 5 il suit qu’il existe
un prolongement unique de P 4 la mesure réguliére Psur les ensembles boréliens de
Pespace F. Par le méme raisonement comme dans la démonstration du théoréme
3 nous obtenons que P(C) = P*(C). De la compacticité de 'espace des mesures
de prob. boreliennes sur F il suit que la suite des prolongements boreliens P, de
mesures de Baire P, a un point d’accumulation /7 dans le sens de la topologie O.
S'il était IT 4= P, ces deux mesures devraient differer déja dans la répartition
d’un ensemble quelconque fini de coordonnées. Si nous appliquons sur ces répar-
titions les théorémes démontrés nous voyons qu’il existe ’entourage 0, =
= NO(P,, C;, &;) de la mesure P, et I'entourage 0, = NO(II, K,, 8;) de la me-
sure 1T tels que 0, n 0, = 0 et C; et K, sont des cylindres fermés avec la base
4 dimension finie. De la convergence des répartitions & dimension finie des
mesures P, vers P, il suit que ’entourage O, contient seulement un nombre
fini de P,,. C’est une contradiction et done P, est le point unique d’accumulation
de la suite P,. Mais cela signifie que pour chaque ¢ > 0 il existe un Pns € O(P,,
0, ¢). Done

1=P,(C) S P0) +¢ dob PHC)=Py0)=1.

D’ici nous voyons qu’on peut construire (P, F, &) sur C.
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Vytah

POZNAMKA O KOMPAKTNICH PROSTORECH PRAVDE-
PODOBNOSTNICH MER

Prrr MANDL, Praha

V préci jsou studovany prostor Baireovych pravdépodobnostnich mér na
topologickém prostoru X a prostor Borelovych pravddpod. mér v p¥ipads, ze X
je normélni. V prostorech mér se uvazuje topologie O zavedend J. H. BLAUEM
[1], kterd je v tomto piipads totoZnd se slabou topologif. Je-li X spodetné
kompaktni, je ukézano, Ze oba prostory jsou kompaktni. Jako dusledek vy-
plyne zndmd véta o jednoznaéném roziifeni Baireovy miry na Borelovu ve
spodetné kompaktnich normélnich prostorech. Uvedena téZ aplikace vét o kom-
paktnosti na zavddéni mér do kartézského soudinu.

Peszome

3AMEYAHUE O HOMHAKTHI:IX IIPOCTPAHCTBAX
BEPOATHOCTHBIX MEP o

INETP MAHIJ (Petr Mandl), Ilpara

B paGore maydaroTcss IpPOCTPAHCTBO BEpOATHOCTHHX Mep Bspa ma Tomomo-
"THYeCKOM IPOCTPaHCTBe X M TPOCTPAHCTBO BePOATHOCTHEIX Mep Bopens B ciy-
Jae, Korma X HOPMANbHO. B mpocTpaHCTBAX Mep paceMaTpwBaercs TOMOJIO-
rua O, seemerHas . I. Banay [1], KoTopas B 9TOM ciiy4ae COBIANAeT CO
cnaGoit Tomosormei. [Toxasanmo, uro eciim X cueTHO KOMODAKTHO, TO 06a TPO-
CTpaHCTBA KOMIAKTHEL. B BHIe CieICTBHA IONydYaeM H3BeCTHYIO TeopeMy 0O
OJHO3HAYHOM pacmupeEnn mMepH Bapa #a Mepy Bopens B cuerHo KOMIAKTHBIX
HOPMaJbHHEIX IpocTpaHcTBaX. IIpmBonmMTCA TaKKe IPUMEHEHHWE TeOpeM O KOM-
DaKTHOCTH K BBEJIEHUIO MEp B JeKapPTOBO IPOmM3BeJeHUE.

140



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T17:06:25+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




