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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 85 (1960), Praha

0 RADACH S NEZAPORNYMI CLENY

Jax Makix A Miro$§ NEUBAUER, Praha
(Doslo dne 4. Servna 1959)

VySetiuji se takové fady Za,, s nezdpornymi &leny, Ze pro kazdou di-
vergentni fadu Zb,, s vlastnostib, X 0 diverguje také fada Zmin (a,, b,).

Oznadeni. N je mnozZina v8ech pFirozenych ¢&isel; P je mnoZina vSech po-
sloupnosti {a,} = {@}n.n, kde a, jsou (koneéna) nezdporns &isla; 2 je mnoZina.
viech omezenych posloupnosti z P; & je mnozina vsech _nerostéucieh posloup-
nost{ s limitou 0; &, je mnoZina vech {b,} ¢ &, pronéz > b, = .

neN

Pmpomenme Je-li UM, =N a {a,}¢P, je
reN
D0 =D D
neN reN neM,
je-li mimo to sjednoceni disjunktni, 1ze psdt = misto <. — Jsou-li 0 = k, <
<k, <ky<... celd &isla, je-li {f,} & a b, =p, pro k,_; <n =k, je také
{b,} € & — Pro kazdou posloupnost {a,} € & plati vztahy

zanz ooqyz,?,"az,,: 00 , Zan<oo=>mn—>0.

nelN nelN nelN

.1
Lemma 1. Je-li {b,} € 8, potom pro ¢ > 0 také {mm(q—n , bn)} € Rw.

Dikaz. Polozme f(n) = b,, y(n)= min (;ﬁ’ ﬂ(n)), M = E[n; g~ < 2"8(27)].
Je

ZNT“?/J(W' Z min ( "ﬂ("")) 8 +8,,

kde
1

S, = ~, S;= 2n6(2") 5
1 ngu' q 2 nsg—M ﬁ( )
dale plati z 27f(2") = co. Je-li mnoZina M konednd, je tedy S; = 0; je-li
mnoZina M nekonecna je zre]mé 8; = o0, tak¥e v kaZdém pifpadé 2 2mp(27) =

= 0. ProtoZe {p(n)} ¢ &, je také z p(n) = oo a tedy {y(n)} e .@w
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Lemma 2. Bud {k,},.n rostouct posloupnost prirozenyjch &isel. Potom ye{k } e 82,
pravé kdyz pro kaZdou posloupnost {b,} € 8 plati > b, = co.
reN

Dukaz. Necht napred{ } e Q; bud g takové ptirozené éislo, Ze k, < rq pro

vSechna r. Je-li {b,} € 8, pak, jezto pro kazdé celé j = 0 a kazdé r ¢ N plati
brori = by, Je

zb = z zbra+d<quk”

n=q rel ]=

takie > b, = oo.

reN

Necht nyni {k } non e Q. Potom existuje takova rostouci posloupnost pt¥iro-

zenych &isel {j,},en, Ze
kjf+lg2kjr’ Z;—’E—lg(r_*_l)—*_']c._"!.

7+1 7r
Polozime-li j, = k, = 0, potom pro re XN je jednak kj ., —k; = k; — k;,_,

ajednakMﬂ— __<__l, nebot pro r > 1 je
kjr - kjr—l r

kjr _ kjr—l > kjr _ kjr—l > k__h — k-”’r—l > r

jr - 7'1'—1 - jr - Ir Jr—1

Polozime-li nyni b, = ;(T——l———) pro k;,_ < n=k,, je pfednd {b,}eSf,

Jr—-l

Sh=2> 2 )T 2T

neN reN k;r__1<n§

za druhé je

za tfeti pro j,_; <n =j, je k;_, <k, = k,,, tedy b, = r(k; : k; )’
ir T Nipa

Sh=3 3 n=FlfpTimgSlow

neN reN jpo1<n=j, re

takZe

Definice. Je-li M c N, n celé = 0, bud
S(M,n) = Elke M; k < n];
(M, n) bud podet prvki mnoziny S(M, n). Polozme

n—>w0 n—»

Cislo k(M) (resp. d(M)) nazveme horni (resp. dolni) hu,stotou mnoziny M.
Ziejmé (M) + d(N — M) = 1.
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Lemma 3. Necht {a,,,} €V a necht pro kaZdé ¢ > 0 md mnoZina
V.= E[n; gna, < 1]

hornt hustotu 1. Potom existuje takovd mnoZina Q c N, %e M(Q) = 1, Z a, < 0.

Dikaz. Zvolme napred #sla ¢, = 2 tak, aby ¥ada 2 198 4r ronvergovala.
reN
Protoze h(V,) =1, emstu]e ke kazdému r ¢ N nekoneéns mnohO ptirozenych

p(Vq,, k)

&sel k takovych, ze 1 — < 1. Existuji tedy takovd pfirozend

tisla k,, %6 1 <k, <k, <...lim M = 1. Definujme celd j, vztahem

>0 kr
I;T<7 <=z +1 potom, jeZto ¢, = 2, k, = 2, je
r

k,gk,(— ——)=——’ 1>9,.
Qr+'kr Qr+ !

Polozme

' =V, ({rnky, Q= L{VQT-

Ziejmsé - h
S8V, k) c{l,....5.} v 8@ k),

P(Q, kr) 2 p(Va,> kr) — s

protoZe Ir < + k , je hm = 0 a tedy lim 2%{03) = 1. Vidime, Ze h(Q)=

k r—>00 r—>00 T

= 1. ProtoZe Q, cV,,jea, < a tedy

ky :
Ea,,=i 1 Lygheloggr
qr ~ " 4, 1> q-

takze 6pravdu

D=2 >, < 0.

neQ reN neQ,

Lemma 4. Bud {k,} rostouci posloupnost pFirozenych &isel; bud M mmnoZina
vdech k,. Potom d(M) = lim m:f 7. MM) = lim sup kf .
Dtkaz. PiSme p(M, n) = p(n), tak¥e p¥i p(n) > 0 je p(n) nejvétsi index r,
pro ktery k, < n. Pro kazdé n je tedy (klademe k, = 0) kpiy S n < kpenyrss
( kn)

p(k,) = n; ziejmé lim p(n) = . Ze vztahd lim sup ;- Ic = lim sup —— =

P() p(n)

p(n)

= lim sup “—— < lim sup 5~ < lim sup Ic plyne nyni, Ze lim sup %’-
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—-hmsup p(n )—h(M) ze vztahil lim inf = ﬁminfn+1=ﬁminf o<
kn kn+1 kn+1
< lim inf —23(——)— < lim inf p_;n_) < lim inf pgc ) — lim inf & i plyne podobné, Ze

p(n)+1 n

lim inf kﬁ = d(M).

Lemma 5. Necht M c N. Potom je d(M) > 0, pfrdvé kdy% pro katdou posloup-
nost {b,} e &, plati > b, = co.

neM

(Plyne snadno z lemmat 2 a 4.)
Oznadeni. M je mnoZina viech {a,} ¢ P takovych, Ze > min (a,, b,) = o pro
neN
kazdou {b,} ¢ &.

Lemma 6. Necht {a,} ¢ M. Potom existuje q tak, Ze mnozina V , z lemmatu 3 md
horni hustotu menst nez 1.

Dukaz. Necht A(V,) = 1 pro viechna g > 0. Sestrojme mnoZinu @ podle
lemmatu 3 a polozme M = N — Q. ProtoZe d(M) = 0, existuje podle lemmatu
5 takové posloupnost {b,} ¢ &,,, Ze > b, < © a tedy

neM

> min (@, b)) < > @ + 2 b, < 03

neN neQ neM

vidime, Ze neni {a,} ¢ M.

Véta 1. Posloupnost {a,} € P patii do M, prdvé kdyZ existuje takovd rostouct

posloupnost prirozengjch isel {k,}, Ze L e, a4, >0 (neN), { 1 }e Q.
knau,

Dikaz. Necht takové posloupnost {k,} existuje; necht {b,} € 8. Podle lem-

. v ye JEn 1
matu 2 ]e,.gvb"" = 00. Z¥ejmsé je {; T,

1 . .
;b“q (neN). Podle lemmatu 1 je Z min (a,, be,) =

nelN

€ 0, takze existuje ¢ > 0 takové, Ze

= z (—- bk”) = o0 a tim spi§ Z min (a,, b,) = . Tedy je {a,} M.

neN neN

Necht naopak {a,} ¢ M. Podle lemmatu 6 existuje q tak,‘ ze h(V,) < 1; budte
ky < ky< ... viechna piirozend &sla, kterd nepatii do V, (je jich zfejmé& ne-

koneéné mnoho). Podle lemmatu 4 je lim sup ky I———;—(V—)— , takze {%} e Q;
n—>c0 - q
ziejmé qay k, = 1 pro viechna n a tedy a;, > 0, A tz € 0.
NYkn,
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. . 1
Vita 2. Necht {a,} € 8. Potom je {a,} € M, pravé kdyZ a,, > 0 (n ¢ N), {T} e Q.

Dukaz. Je-li {—7;“1;—} € 2, je {a,} ¢ M podle véty 1. Je-li naopak {a,} <M, pak

zfejmd a, > 0 pro ka¥dé n a je-li {k.} posloupnost z véty 1, exisiauje qg>0
tak, Ze
k, 1 1 1

— = — =—(nel).
n koo, N, nan( V).

Poznédmka 1. Podle véty 2 patii posloupnost {a,} ¢ & do M, pravé kdyz
existuje ¢ > 0 tak, Ze a, > 5 pro viechna n. Vétu 1 Ize formulovat podle lem-
matu 4 také takto: Posloupnost {a,} ¢ P patii do M, praveé kdyZ existuje mno-
Zina M c N a &islo e > 0 tak, Ze d(M) > 0 a Ze a, >% pro kazdé neM;

Zhruba Yedeno: Vztah {a,} € M znamend, e v posloupnosti {a,} lze nalézt
hodné é&leni, které nejsou p¥ili§ malé.

Poznamka 2. Z pFedchozi pozndmky plyne, %e posloupnost {a,} P nepatii
do M, pravé kdyz d(E[n; na, > €]) = 0 pro ka#dé ¢ > 0. Podle toho nepatii do
M Z4dné posloupnost {a,} ¢ P, pro kterou je na, — 0. Jeito existuji posloup-

1

nosti {a,} € 8 s vlastnosti na, — 0 |napt. a, = Wl—)-

), muze se stat, Ze
{a,}, {bs} € £, ale > min (a,, b,) < co.
nelN

Poznamka 3. Ke kaZdé posloupnosti {a,} ¢P — M a ke kazdému & > 0

existuje dokonce takova posloupnost {b,} € 8 s vlastnostf > min (a,, b,) < 00, .
neN

Je b, <£— pro ne N. Je-li totiz {f,} € R, z min (a,, fn) < 0 a 'poloiime-li

neN

b, = rmn(2—j-z, ﬁn), pak podle lemmatu 1 je {b,} € 8, apron ¢ N je min (ay, 5,,)§

< min (@, B, bn < =

Oznadeni. S je systém v8ech mnoZin M c N, pro néZ plati implikace
QcN,dQ)=0=dQu M)=0.

Poznimka 4. Ziejmé d(M) = 0 pro kazdou mnoZinu M « &. Z piikladu 1
je viak patrné, Ze ze vaztahu d(M) = 0 neplyne M ¢ &. Je-li M c N, Q c N,
plati d(Q v M) < d(Q) + h(M), takZe do & patii kaZd4d mnoZina s nulovou
horni hustotou. P¥iklad 2 ukazuje, Ze do & patif také nékteré mnoziny M, pro
néz h(M) > 0. Z¥ejmé jsou déle tyto implikace:

M, cM,eS=>MeS; My MyeS=>M, 0 MyeS.



Odtud vyplyva: Pifeme-li {a,} ~ {x.} pro {a,}, {&,} € ¥, pravé kdyz E[n; a, =+
+ «,] € , je tento vztah transitivni. Z pozndmky 2 vychazi

{an} e M ) {an} ~ {‘xn} = {o‘n} eM.
Véta 3. Necht {a,} & 0 M, M c N, > a, < co. Potom h(M) = 0.
neM

Dtkaz. Bud mnoZina M nekonednd, M = {ky, k,, ...}, kde k; < ky <

Podle pozné,mky 1 existuje ¢ > 0 tak, Ze £ < ay, pro viechna n. Protoze

ky,

ka < o0, k k . je irg%; = 0. Podle lemmatu 4 je A(M) = 0.
Poznamka 5. Z véty 3, z pozndmky 4 a z lemmatu 1 plyne, ze do & patii
kazda mmnozina M c N, pro kterou je Z < 0. Existenci mnozmy M, pro

neM

kterou je h(M) = 0, ale z =, ukazuje tento pi"iklad: BudiZz M mnoZina
neM '
vSech pfirozenych &isel k, = [r log 7], kde r =2, 3, ... ([c] je nejvétsi celé ¢&islo

<o) Teky<ky<..,Er > oo, tedy h(M) = 0, ale
r

1 21 .S
z o Z k. = z rlogr
neM r=2 =2 .
Lemma 7. Budif ddna posloupnost {a,} ¢ P — M a mnozinag M c N. PoloZme
ai? = a, prone N — M, al® = 1 pro n e M. Potom prdvé tehdy, kdy% {a?} e
eP — M, existuje dokonce takovd {b,} ¢ 8, s viastnosti Zmin (@p, b,) << 00O, Ze
neN
> b, < oo, ‘

neM

Dikaz. Budiz {a{"} ¢ P — M. Pak existuje {b,} ¢ fK,, s vlastnosti
> min (@3, b,) < .

neN
Potom je
> min (1,b,) < 00, >b,< 0,
neM neM
> min (a,, b,) 2 min (a,, b,) + > min (@@, b) < o0 .
neN neN-M
Necht naopak existuje takové {b,} e .ﬁw, Ze > min (a,, b,) < ©, > b, < co.
nelN neM
Potom
S min (af?, b,) = S min (1,b,) + 3 min (g, b,) < o,

neN neM neN-M

takZe {a7"}eP — M.
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- Poznédmka 6. Je-li {a,} Ie‘p, na, -0, M cN, J(M) =0, pa,k' uz existuje'
{b,} € &, tak, Ze > min (a,, b,) < 0, > b, < c0. Podle poznimky 2 je toti

nelN neM
{a,} €D — M a mimo to pro kazdé ¢ > 0 je mnoZina E[n; nad” > &] — M
koneén4; podle pozndmky 2 je tedy {af} ¢ P — M.

Véta 4. Prdvé tehdy, kdyZ M « S, existuje ke kazdé posloupnostt {a,} ¢ P — M

dokonce takovd {b,} € &, s vlastnosti > min (a,, b,) < oo, Ze > b, < co.
neN neM

Dikaz. Je-li M e S a {a,}eP — M, potom podle poznamky 4 posloupnost
{a$D} z lemmatu 7 neni v M a tedy podle tohoto lemmatu Z4dand posloupnost
{b,} existuje.

Nepatii-li mnoZina M c N do &, miZeme zvolit Q c N tak, aby platilo
d(Q) = 0, d(M u Q) > 0. PoloZime-lia, = 1 prone@,a,=0prone N — @,
je B[n; na, > ¢] c Q pro kazdé ¢ > 0, tedy {a,} ¢P — M podle pozndmky 2.

Kdyby existovala posloupnost {b,}e &, s vlastnostmi > min (a,, b,) < co,
neN

> b, < o0, bylo by > min(1,5,) < o, Eb <o, > b, <o, cok

neM neQ neMyQ

je podle lemmatu 5 ve sporu s pfedpokladem d(M v Q) > 0.

Poznémka 7. Je-li {k,} takové rostouci posloupnost pfirozenych &isel, Ze
-I;l—> 00, mé podle lemmatu 4 mnoZina M vSech k, horni hustotu 0 a patii

tedy podle pozndmky 4 do &. Z véty 4 plyne, Ze ke kazdé takové posloupnosti
{k,} a ke kazdé {a,} P — M existuje dokonce takovd {b,} ¢ 8, s vlastnosti

MZNmm (@, by) < 00, Ze Zbk”< 0.

P¥iklad 1. Necht k, =7!, T, ={k, +1,..., %k}, T = UT,,. Potom
reN
MT)=1, d(T) = 0.
(T, kryy) >1
7+1

h(T) = 1. Stejns se dokdZe vztah (N — T') = 1. Tedy je d(T) = 0.

Dikaz. Je-li » sudé, je p(T, kry1) = kpyy — k, a tedy

+ r4+1°
Pt¥iklad 2. Necht k,=r!, m, = 4k, + k, ), M, ={m, +1,...; K1}
(r=2,8,...), M = U M,. Potom h(M) > 0, ale d(Q v M) = 0 pro kaZdou

r=2

mnoZinu @ c N, pro niz d(Q) = 0.
Dikaz. Je p(M, k) = p(M,, ki) = kpyy — My = 3(bpy — k) =
1 1 1
= § k,+1 (1 —_ m), tedy h(M) gﬁ-.
Necht nyni P = Q v M, d(P) = 4¢ > 0. Existuje n, tak, Ze pro vSechna

n > n, je 2(5;;—%—) > 3e. Zvolme r, tak, aby platilo m,, > n,, ery > 2. Necht
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n > m,,. Existuje r tak, fe m, << n =< m,; ziejmé r = r,, tedy m, > n,. Pro-
tote S(M, m,) ¢ {1,..., b}, SO, m) c {1, ..., kyis), Jo

j.’J(P, mr) é p(Q: mr) + kr 1 j‘J(P, n) g p(Q’ 'n) -+ kf‘!’l .
Protoze m, = ik {r + 2) > 1k,.,, médme tedy

p@.m) - pP.m) 2

m, My r4 2 >2e,
P(Q,ﬂ);P{Q’mr).ﬁ>2£_£ﬁ-_1-
n m, n 2
Zéroven oviem
p(Qan) gp(Psn) __}'Ic_r__'i_'_}_> 38___?‘_7!'_1'_1-
n n n 7

2n =
= ¢, takie d(@}) > 0.

‘k!‘ - w ) L] > r *
Je-i =222 > ¢, je tudizﬂgn—m > 28% ]e-ll%:—l =z ]e&%i) > 3¢ — 2=

Pesmowue

PAORI C HEOTPHIIATEJIBHBEIMY YJIEHAMHA
fH MAPHIK (Jan Maik) g MUJIOII HONBAVEP (Milod Neubauer), Ipara

ITycrs N — MH0xecTBO BceX HaTYPANBEHEX Tmcel; P — cECTEMA BCOX XO-
cllenoBaTeapHOCTed {@,} HPOTPHIATEIBHNX (KOHOUHKX) dncesl; {2 — CHCTeMa
BCeX OrPAHEYEHHEX IOCIENOBATeNLHOCTSH {6, } ¢ P; & — cmcrema Beex {b,} ¢ P,

ms xoropux b, N 0; £, — cuerema neex {b,} ¢ & Taxmx, wro ) b, = 0.
nel¥V

1
Jdemma I. Ecau {b,} e 8, mo Sax xancdozo q > 0 maxoce {min (—g—r—l, b,,)} €
e f,.
Quepzgmo, {é‘;}e.ﬁw. Teneps MOMHO MOCTABETL, BOIPOC, BCETEA AN XA

{@n} € Kooy {bn} € Koo EMELT MecTO TAKIKE {Min (g, b,)} € Ko, M Gosee 0fmui

BOLIIPOC, KAK ZXaPaKTeDE3EPOBAaTh cHETeMY % TeX HocxeloBarelIbEOCTeH

{8} € P, mAA KoTOPHX D min {a,, b,) = oo upx BeeX {b,} ¢ Ku. OTBOT HMaeTcH
nel¥

B CJeAVIOINEX NBYX TeOpeMax:

Tecpema 1. ocaedosamesvnocms {a.} ¢ P npunadaewcum x M moeda
© Moavke Mmoeda, ecAl CYUfECMBYEMm 8O3PACMMQIOWAR NOCACO08AIMEABNOCTL Hil~

1
mypaavhniz wuces {k,} maxas, 4mo {Ifﬂ} €, a >0(neh), {k aJ ¢ 2,
21 "
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Teopema 2. Iocredosamenvrocms {a,} € & npunadsencum r M mozda
1
u moavko mozda, ecan a, > 0 (n e N), {;a—} e Q.
n

1
nlog (n + 1)’
HeCMOTPSA Ha BTO, CYIMecTBYeT TaKasd IOCJIefoBaTeNbHOCTh {b,} € §x, UTO

> min (a,, b,) < co.
neN

Hpome Toro Mm 3aEmMaeMca BOIPOCOM, KaK XapaKTePH3HPOBATH CHCTEMY
S rex muoskecTB M C N, [ KOTOPHX CIpPaBeNINBa CIELYIOMAA TeOpeMa:

Ecnu nmonoxurs, Hamp., @, = TO BEAUM, 9T0 {@,} € e ¥ 9TO

Teopema 4. Toeda u moavko moeda, ecau M ¢ &, cywyecmsyem Oaz kaicdol
nocaedosamesvrnocmu {a,} € P — M makan nocredosamesvrocms {b,} € &, co

ceoiicmgos » min (a,, b,) < o, wmo Y b, < .
neN neM

Ecau ounpemenary mmxHOWL miotHOCTs d(M) m BepxHIOI HmIOTHOCTE A(M)
muoxecrBa M c N mo dopmymam

d(M) = lim inf ﬁj‘%’)—, h(M) nmsupﬂ%ﬁl,

rie p(M, n) oGosragaer 9mcio BeeX m e M, nms KoTOpHIX m = n, T0 & cocrour
w3 Bcex M c N rarumx, uro d(M v Q) = 0 mua Beaxoro @ ¢ N co ¢BOMCTBOM
Q) = 0.

Pa6ora 3akomduena psyMmsa mpumioskemmsamu. [Ipusopmmrest 1) mEO;xecTBO M)
raroe, aro d(M,;) = 0, M(M,) = 1 (cnemosarensro, M, non ¢ &), 2) MHOKECTBO
M, € & rawoe, uaro h(M,) > 0.

Zusammenfassung

RETHEN MIT NICHTNEGATIVEN GLIEDERN

JaNn Ma®kix und Mir.o$ NEUBAER, Prahs

Es bedeute: N die Menge aller natiirlichen Zahlen; P die Menge aller Folgen
{a,} nichtnegativer (endlicher) Zahlen; 2 bzw. & die Menge aller {b,} ¢ P, die
beschrinkt bzw. monoton gegen Null konvergent sind; £, die Menge aller
- {b,} e & mit >b, = oo.

neN

Hiltssatz 1. Mit jeder Folge {b,} € R gehért stets auch die Folge {min (q_l_n , b)}
fﬁr jedes ¢ > 0 zu K.

Diese Tatsache gibt zu der Frage Anlass: Sind {a,} und {b,} beide aus £,
kann man behaupten, dass auch {min (a,, b,)} zu &, gehért? Allgemeiner:
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Wie muss die Folge {an} ¢ P beschaffen sein, damit die Reihe Z min (a,, b,) fir
neN

jede Folge {b,} aus &, divergiert?
Bezeichnet man mit M die Menge aller Folgen {a,} aus %, fiir die dies der
Fall ist, so lautet die Antwort folgendermassen:

Satz 1. Eine Folge {@,} aus P gehort zu M genau dann, wenn es eine wachsende

Folge {k,} naturlicher Zahlen gibt derart, dass{ } €2, a4, > 0(nelN), { 1 }s Q
kaay,,
18t.

Satz 2. Eine Folge {a,} aus & gehort zu IM genau dann, wenn a, > 0 (n e N),

{—}——} € 0 4st.
na,
1

Setzen wir z. B. a, = —n—k—)g—m , 50 sehen wir, dass {a,} € 8. ist und

dass es trotzdem eine Folge {b,} € 8, mit > min (a,, b,) < oo gibt.
neN

Ausserdem wird die folgende Frage behandelt: Wie lasst sich die Klasse &
jener Untermengen M c N charakterisieren, fiir die der folgende Satz gilt:

Satz 4. Genau wenn M zur Klasse & gehort, lisst sich zu jeder Folge {a,} aus
P — M etne Folge {b,} € 8, mit > min (a,, b,) < o0 sogar derart bestimmen, dass

neN
> b, < oo st
neM

Fiihrt man die untere bzw. obere Dichte von M c N durch d(M) bzw. MM) =

< .
= lim inf bzw. lim sup Anzahl aller 7 = n von M ein, so besteht & aus genau

n—>co n
allen denen M c N, fur die das Folgende gilt: Q@ c NV, d(Q) = 0= d(Q v M) = 0.
Die Arbeit schliesst mit zwei Beispielen: 1. einer M c N, die trotz d(M) = 0
nicht zu & gehort; 2. einer M c N die trotz M ¢ & eine positive obere Dichte
besitzt.
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