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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 85 (1960), Praha 

o RADÁCH S NEZÁPORNÝMI ČLENY 

J A K M A M K A MILOŠ NEUBAUER, Praha 

(Došlo dne 4. června 1959) 

Vyšetřují se takové řady Sa w s nezápornými Členy, že pro každou di­
vergentní řadu S 5 n s vlastností bn \ 0 diverguje také řada Emin (an, bn). 

Označení. N je množina všech přirozených čísel; ty je množina všech po­
sloupností {an} = {an}n€N> kde an jsou (konečná) nezáporná čísla; Q je množina, 
všech omezených posloupností z ty; M je množina všech nerostoucích posloup­
ností s hnutou 0; Šl^ je množina všech {bn} e $, pro něž 2 bn = co. 

n€N 

Připomeňme: Je-li U Mr = N a {an} e ty, je 
rcN 

2 a n ^ 2 2 a n ; 
neiV reiV n«M r 

je-li mimo to sjednocení disjunktní, lze psát = místo <j. — Jsou-li 0 = k0 < 
< &x < &2 < ... celá Msla, je-li {/3W} e $ a bn = flr pro kr_x < n < kr9 je také 
{bn} e Jí. — Pro každou posloupnost {an} e $ platí vztahy 

^an = oo <=>2 2 n a 2 « = °° ' 2 a n < c® => ^ n -> 0 • 
neiV »€iV n€iV 

lemma 1. . Je-li {bn} e Sia,, potom pro q > 0 to&é j m i n ! — , 6„H e ^oo-

Důkaz. Položme p(n) = bn, y(») = min (—,|5(»)], 2f = ^ [»; g-"1 < 2*^(2")]. 

Je 

2 2"y(2») = I min ( i 2»/5(2»)l = 8X + £ 2 , 
ntN neN \<i / 

kde 
S, = I \ , S2 = 2 2-/ř(2»); 

neM ? n- iV-M 

dále platí 2 2n/5(2n) = oo. Je-li množina M konečná, je tedy S2 = °o; je-lii 
n€N 

množina M nekonečná, je zřejmě St = oo? takže v každém případě 2 2wy>(2n) = 

= co. Protože {ip(n)} e $, je také 2 v(n) = co a tedy {y(n)} e Sta 
neN 
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Lemma 2. Bud{kr}reN rostoucí posloupnost přirozených čísel. Potom je j—f- € Q, 

správě když pro každou posloupnost {bn} e $00 platí __bkr= oo. 

7}e Q> D ů k a z . Nechť napřed \--\ e Q; buďg takové přirozené číslo, že kr __ rq pro 

všechna r. Je-h {bn} e $«>, pak, ježto pro každé celé j ^ O a každé r e N platí 
K+3 = &*,, je 

00 g - l 

2 &« = 2 2 K+i ^ 2 <iK, 
n~q r€N /-O r€iV 

takže 2 bfcf = °0-

Nechť nyní j—j- non e Q. Potom existuje taková rostoucí posloupnost přiro­

zených čísel {jr}r€N, že 

kjr+1^2kír, ^-l_(r + l ) + ^ . 
Jr+l Jr 

Položíme-li j0 = h0 = 0, potom pro reN" je jednak kJrJrl — kír __ kjr — kjr_t 

•a jednak ~~ —--• <J - , neboť pro r > 1 je 
ICjr Kjr-l T 

kjt — hjr_x ^ kjr — kfr^ -^Zh—. % r - l > 

/r /r-1 ?r /V 7r-l 

Položíme-li nyní bn = z- pro kir_x < n _^ kir, je předně {bn} e M, 
r\kjr ~~~ % - 1 ) 

za druhé je 
X- . x - ^ o 1 x - 1 

0 0 , ZЬn^2 2 ңk, —ku \) ~~2*r 
n€N r€Nк< , < n ^ % v Зr Эr~l/ r€N 

'r—1 yr 

za třetí pro j r _ t <n_^jr je kir_t < K __ hjr, tedy bkn = - ^ r, takže 
r{Kjr fCjr-i) 

n € iV r€Njr„l<n_jr r€N
 Qr ? r " 1 ' ,-iV 

Definice. Je-li M c N,n celé = 0, buď 

.5(-af,n)-=-B[ieJf;Jfc^n]; 

3?(.Ař, %) buď počet prvků množiny S(M, n). Položme 

h(M) - lim sup P{M>n) ; d(M) = lim inf p{M' n ) . 
n—>oo *." n—*co n 

Číslo A(lř) (resp. d(M)) nazveme horní (resp. dořní) hustotou množiny M. 
Zřejmě A(Jf) + d(N - M) = l. 
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Lemma 3. Nechť {an} e ty a nechť pro každé q > O má množina 

Va = E\n; qnan < 1] 

horní hustotu 1. Potom existuje taková množina Q c N, ze h(Q) = 1, 2 & n < oo, 
n€Q 

Důkaz. Zvolme napřed čísla qr = 2 tak, aby řada V ° g gr- konvergovala, 
reiV 

Protože ^(F9r) = 1, existuje ke každému r e N nekonečně mnoho přirozených 

čísel k takových, že 1 — i ^. ^ ?' ' = 1. Existují tedy taková přirozená 
7 rC 

čísla kr> že 1 < kx < k2 < ..., Um p^ *' r* = 1. Definujme celá j r vztahem 
r—>co >^r 

k k 
~-<jr<~f + l; potom, ježto qr ^ 2, &r = 2, je 
ar í_r 

Položme 
Qr = Y,r n (jr, kr}, Q = VQr. 

reJV 

Zřejmě 
S(VvkT)c{l,...,jr}uS(Q,kr), 

p(Q,kr)^p{VQr,kr)-jr; 

protože | í i < l + l 5 j e l i m ^ = O a tedy lim AM = i. Vidíme, že h(Q)= 
fCr qr ÍCr r—>oo 1-V r—>oo «V 

= 1. Protože # r c F g r, je an < — pro každé n e Qr a tedy 
Jis 

1 V 1 ^ 1 i™, ^ <- l 0 S ír V„ я <J_ V ł<Л l o g _i_< 
n€<2r n - jV+1 

takže opravdu 

2 a* = 2 2 a» < °° • 
n€Q r€N n€Qr 

Lemma 4. Bud {kn} rostoucí posloupnost přirozených Čísel; bud M množina 

všech kn. Potom d(M) = Jlim inf -r-, h(M) = Mm sup -r-. 
n—>oo ™n n~>oo ™n 

Důkaz. Pišme p(M, n) = p(n), takže při p(n) > 0 je p(n) největší index Tv 
pro který kT fg n. Pro každé n je tedy (klademe k0 = 0) fc^ <Ln < k^in)+ly 

n T){k \ 
p(kn) = n; zřejmě lim p(n) == oo. Ze vztahů hm sup -r- = lim sup ~~^ <g 

n—>oo " ' n "Vt 
^ v Pfa) ^ v PÍ 7 1 ) _-- v ^ i v T . n 

s= lim sup --J----- <* hm sup v. - <I hm sup -r- plyne nyní, ze hm sup -r- == 
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= lim sup ^ - - = h(M); ze vztahů lim inf T - == lim inf -- = lim inf 
iCn Mn+l fcn+l 

<* lim inf , <S lim inf -̂-—-- ^ lim inf , n = lim inf r- plyne podobně, že 
#2>(«)+l ^ ^n # n 

ty) 

lim inf T- = d(M). 
ICn 

^Lemma 5. Nechť M c N. Potom je d(M) > 0, právě když pro každou posloup­
nost {bn} e j í^ platí ^ bn = °°. 

n€M 

(Plyne snadno z lemmat 2 a 4.) 

Označení. SDř je množina všech {an} e ty takových, že 2 -t-iin (aWJ bn) = oo p r o 
n€N 

každou {bn}e &m. 

Lemma 6. Nechť {an} e SDí. Potom existuje q tak, ze množina Vq z lemmatu 3 má 
horní hustotu menší nez 1. 

D ů k a z , říeehť h(Vq) = 1 pro všechna q > 0. Sestrojme množinu Q podle 
lemmatu 3 a položme M = N •—• Q. Protože d(M) = 0, existuje podle l e m m a t u 
5 taková posloupnost {bn} e M^, že ^ t>n < °° a tedy 

neM 

2 min (an, 6,) ^ ]£ a» + 2 b* < °° 5 
n«iV neQ neM 

vidíme, že není {an} e ?Dí. 

Věta 1. Posloupnost {an}ety patři do 9Dí, pravé když existuje taková rostoucí 

posloupnost přirozených čísel {kn}3 ze \—> e Q, akn > 0 (n e N), j-r > e i3. 

Důkaz. Nechť taková posloupnost {kn} existuje; nechť {bn} eM^. Podle lem-
ík 1 1 matu 2 je 2 ^ t t — °°- Zřejmě je {— -y \ e Q, takže existuje g > 0 takové, že 

n£N [n Kakn) 
1 1 NT 

< q neboli akn > — (neN). Podle lemmatu 1 je > min (a^, 6feft) í> 
na*n W ZN 
^ X, niin I— , bjA = oo a tím spíš ^ min (an, bn) = oo. Tedy je {an} e SDí. 

n ^ \2» / ^ 
Nechť naopak {aw} e 5DÍ. Podle lemmatu 6 existuje # tak, že h(Vq) < 1; buďte 

&i < &2< ... všechna přirozená čísla, která nepatří do VQ (je jich zřejmě ne-
k 1 ík) 

konečně mnoho). Podle lemmatu 4 je lim sup ~ = FTŤFT - t a k ž e s—f e _Q ; 
' J

 R_>-o ^ ^ l — A ^ ) ' | r a j 
zřejmě qaknkn ^ 1 pro všechna n a t e d y %n > 0, W f <- Q. 
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Věta 2. NecM {an} e M. Potom je {an} « SK, právě když an > O (n e N), j — ! • e Q. 

Důkaz. Je-li \ [ e Q, je {an} € 93Í podle věty 1. Je-li naopak {an} € SDř, pak 

zřejmě an > 0 pro každé n a je-li {hn} posloupnost z věty 1, existuje q > 0 
tak, že 

g > í ? * = J _ ^ ~L(neN). 
n knakn nakn nan 

P o z n á m k a 1. Podle věty 2 patří posloupnost {an}e§i do 2)?, právě kflyž 

existuje e > 0 tak, že an > — pro všechna n. Větu 1 lze formulovat podle lem­

matu 4 také takto: Posloupnost {an} e ty patří do 9JÍ, právě když existuje mno-
e žina l í c i a číslo e > 0 tak, že d(M) > 0 a že an > - pro každé ne M. 
n 

Zhruba řečeno: Vztah {an} e SDí znamená, že v posloupnosti {an} lze nalézt 
hodně členů, které nejsou příliš malé. 

P o z n á m k a 2. Z předchozí poznámky plyne, že posloupnost {an} e ty nepatří 
do 9DÍ, právě když d(E[n; nan > #]) = 0 pro každé e > 0. Podle toho nepatří do 
*$R žádná posloupnost {an} e ty, pro kterou je nan -> 0. Ježto existují posloup­
nosti {an} e $oo s vlastností nan -> 0 I např. an = — ^ — 1, může se stát, že 
{an}, {bn} e^oo, ale 2 m i n K , &«) < oo. 

P o z n á m k a 3. Ke každé posloupnosti {an} €ty — SDi a ke každému £ > 0 
existuje dokonce taková posloupnost {bn} é $<» s vlastností 2 m-i- (&n> K) < °o, . 

n€ZV 

že 6n < — pro ?& € 2V. Je-li totiž {/3n} £$», / , m " 1 (a**? / y < oo a položíme-li 

č>n = minl^-, /ín), pak podle lemmatu 1 je {bn} €$«> aproti e Njemin (an, bn)^ 

á niin (an, 0n), 5n < 1 . 
n 

Označení. <S je systém všech množin M c N, pro něž platí implikace 

QcN,d(Q) = 0=>d(QuM) = 0. 

P o z n á m k a 4. Zřejmě cř(Jf) = 0 pro každou množinu M € @. Z příkladu 1 
je však patrné, že ze vztahu d(Jf) = 0 neplyne M e ®. Je-li M cN, Q c N, 
platí <2($ u Jf) :g d($) + A(Jř), takže do © patří každá množina s nulovou 
horní hustotou. Příklad 2 ukazuje, že do €> patří také některé množiny M, pro 
něž h(M) > 0. Zřejmé jsou dále tyto implikace: 

M1cMt€&=>M1€m.; if1,.af1€6=>Jí1u lř2€@. 
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Odtud vyplývá: Píšeme-li {an} ^ {ocn} pro.{an}, {ocn} e *J), právě když E[n; an =j= 
4= ocn] e @, je tento vztah transitivní. Z poznámky 2 vychází 

{an} e Wt, {an} ~ {*n} => {ocn}.€ 59ř. 

Věta 3. Nechť {an}eM n Wl, M cN,^an < co. Potom h{M) = 0. 

Důkaz. Buď množina M nekonečná, M = {hl9 k2,...}, kde fcx < Jfc2 < . . . 

Podle poznámky 1 existuje e > .0 tak, že 7— < afcrt pro všechna n. Protože 
kn 

2 1 1 1 n 
— < 00, — > — > . . . , je lim-=— = 0. Podle lemmatu 4 je h(M) = 0. 

neN Poznámka 5. Z věty 3, z poznámky 4 a z lemmatu 1 plyne, že do @ patří 

každá množina M c JV, pro kterou je ^ — < 00. Existenci množiny M, pro 
neM 

kterou je h{M) — 0, ale ^ — = 00, ukazuje tento příklad: Budiž Jf množina 
72, 

eM 

všech přirozených čísel &r = [r log r], kde r =•-2, 3 , . . . ([c] je největší celé číslo 
<̂  c). Je k2 < i8 < ..., *i -> 00, tedy ft(Jř) = 0, ale 

Á* n £~i kr ^ : ' 
n « M 

r log r 

Lemma 7. jBtóizcřá^a posloupnost {an} ety — 'SR a množina M c N. Položme 
afi*) = anpro neN — M, a4M) = 1 pro neM. Potom právě tehdy, když {a4M)} e 
e^J — SDí, existuje dokonce taková {bn} € jí^ s vlastnosti 2 m i ] l 1 (a«> &J < °°> & 

2 &n < OO. 
n«M 

Důkaz. Budiž « M ) } €$ — STO. Pak existuje {bn} e^ s vlastností 
2 min (<4M>, &n) < co. 

Potom je 
2 min (1, bn) < 00 , 2 6n < 00 , 

neM neM 

2 min (an, bn) = 2 mi^ K , &») + 2 m i n ^ }> 6> < °° • 
neJV neM neN-M 

Nechť naopak existuje taková {bn} e štm, že 2 ™ 3 1 (an> K) < co, ^bn < co. 
neN neM 

Potom 

2 m Í l 1 ( anM > ' &n) = 2 m Í l 1 (X» 6^) + 2 m Í n fanM < ° ° > 
neN neM neN-M 

takže {oj**} « ?> - SK. 
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P o z n á m k a 6. Je-li {an} e^J, nan -> 0, M c:N, d(M) = 0, pak už existuje 
{bn} ejt^ tak, že 2 r Q ^ n (a™K) < °°5 2 ^n < °°- Podle poznámky 2 je totiž 

raeiV neiVf 

{an} e ty — SDí a mimo to pro každé e > 0 je množina E[n; na^ > e] — M 
konečná; podle poznámky 2 je tedy {a^} e ̂  —- 9K. 

Věta 4. Právě tehdy, když M e @, existuje ke každé posloupnosti {an} e >̂ — SDí 
dokonce taková {bn} e jí^ s vlastností 2 roin (an, 6J < oo, ze 2 6« < °0-

ncJV" n c M 

Důkaz. Je-li M € © a {aw} € *$) — 3/?, potom podle poznámky 4 posloupnost 
{ a ^ } z lemmatu 7 není v Wl a tedy podle tohoto lemmatu žádaná posloupnost 
{bn} existuje. 

Nepatří-li množina M c N do €>, můžeme zvolit Q cN tak, aby platilo 
á(Q) == 0, d(M u Q)> 0. Položíme-li an = 1 pro n€ #, an = 0 pro ne N — Q, 
je J?[w; ^ř n > s] c Q pro každé e > 0, tedy {&n} € $ — SD? podle poznámky 2. 
Kdyby existovala posloupnost {&n}

€$oo s vlastnostmi 2 -11™1 (an> bn) < °°> 

J,bn< co, "bylo by 2 ^ ^ (l> W < <*> , 2 6« < °° > 2 6» < °° > c o ž 

je podle lemmatu 5 ve sporu s předpokladem d(M u Q) > 0. 
P o z n á m k a 7. Je-li {kn} taková rostoucí posloupnost přirozených čísel, že 

k — -> oo, má podle lemmatu 4 množina Jf všech &n horní hustotu 0 a patří n 
tedy podle poznámky 4 do ©. Z věty 4 plyne, že ke každé takové posloupnosti 
{kn} a ke každé {an} e ty —- SOř existuje dokonce taková {bw} e l ^ s vlastností 
2 min (&n, bn) < oo, že 2 &*» < °°-

neN '. neN 

P ř í k l a d 1. Nechť kr = r\, Tr = {kr -f- 1,.... kr+x}, T = U T2r. Potom 

^(í7) =- 1. ťř(ÍT) =- 0. 
Důkaz. Je-li j- sude, je p(T, fcr+1) ^ Jfc^ - kr a tedy y ( y ' ^ r + l )

 = 1 — 
Kr+1 

1 , h(T) = I. Stejně se dokáže vztah h(N — T) = 1. Tedy je ťř(-T) = 0. 
r + 1 

P ř í k l a d 2. Nechť * r - = rl, w r = \(kr + &r+1), Jfr = {mr + 1, .. .ť fcr+1} 
00 

(r = 2, 3, .. .), I ř = U Jfr- Potom A(Jlf) > 0, ale d(Q u M) = 0 pro každou 

množinu Q cN, pro niž d(Q) = 0. 
Důkaz. Je p(M, kT+1) ^ p(Jí r, i r + 1 ) == kr+1 — m r = f (&r+i — &r) = 

-= | *«•- ( l - -"^r-;), tedy *(Jf) ^ 1 . 

Nechť nyní P = Q u M, d(P) = 4e > 0. Existuje ?i0 tak, že pro všechna 

n > n0 je ^—^—- > Se. Zvolme r0 tak, aby platilo mro > n0, erQ > 2. Nechi 
n 
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n > mro. Existuje r tak, ze mr < n ^ mr+1; zřejmě r ^ r0, tedy mr > n0. Pro­
tože $(Jf, mr) c {1, . . . , kr}9 S(M, n) c {1, ..., kr+1}, je 

p(P9 mr) £ p(Q, mr) + kr, p(P, TI) ^ p(Q, n) + kr+1. 

Protože mr = \kr(r + 2) > |&r+1, máme tedy 

mr ~ mr r + 2 ' 

^ . # — ^> ^ g # _ _ — # 

% mr n 2n 
Zároveň ovšem 

P(Q> n) ^ g(P, n) kr+1 ^ žy+1 

Je-U %tl > £) j e t u d í ž *(G»> > 2g2 ; je-li %ti <; e, j e ^ ^ > 3a - 2 , = 

= s, takže á«?) > 0. 

Pe3K)Me 

PHflBI C HEOTPHIíATEJIBHblMH HJ1EHAMH 

HH MAPHÍHK (Jan Mařík) H MHJIOIH HOfíBAyEP (Miloš Neubauer), Ilpara 

IlycTB iV — MHo>KecTBO Bcex HaTypajiLHBix nucen; $P — cncTeMa Bcexno-
cnê OBaTejiLHOCTeů {an} HeoTpnn;aTejiBHBix (KoneHHBix) nnceji; Q — CHcxeMa 
Bcex orpaHHHeHHHX nocJie;n;oBaxe;jiBHOcxeH {an} e ty; $ — CHcxeMa Bcex {bn} e ty, 
jma KOxopBix bn \ 0; jí^ — CHcxeMa Bcex {bn} e $ xaKHX, HXO ̂ bn= oo. 

JleMMa 1. ECJÍU {bnjeSi^, mo dsa naotcdozo q> 0 manoice linm I—, bn\\e 

OneBHflHo, -J—-> e ̂ oo- TenepB MOJKHO nocxaBHXB Bonpoc, Bcer^a JIH RJLH 

{an} e $oo, {bn} e $oo HMeex Mecxo xaKHíe {min (an, bn)} e $«>, HJIH 6onee o6mnÉ 
Bonpoc, KaK xapaKxepH3HpoBaxB CHGXGMy SDí xex nocJieAOBaxejiBHocxeá 
{an} e ty, AJIH KOXOPHX 2 m^ri {am K) = °° n P^ Bcex {bn} e $oo. OTBex Aaexca 

neN 
B cjiejíyioníHX flByx xeopeMax: 

TeopeMa 1. IIocjiedoeamejihHOcmh {an} e ty npuHadjiewcum K SDÍ moeda 
u mojihKo moeda, ecjiu cyv^ecmeyem eozpacmaiov^asi nocjiedoeamejLhHocmh na-

mypajihHbix uuceji {kn} manasi, umo | ~ > € £?, ak > 0 (n eN), \T [ e Q. 
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Теорема 2. Последовательность {ап} е Ж принадлежит к Ш тогда 

и только тогда, если ап > 0 (п е Ж), \ > е ^. 
\папу 

Если положить, напр., ап = —-;—-—г—тт> то видим, что {ап} е|!ооИ что г пю%(п + 1) 1 } 

несмотря на это, существует такая последовательность {Ьп} е $«>, что 
2 т т (ап, Ьп) < со. 

Кроме того мы занимаемся вопросом, как характеризировать систему 
@ тех множеств М с Ж, для которых справедлива следующая теорема: 

Теорема 4. Тогда и только тогда, если М е @, существует для каоФсдой 
последовательности {ап} е^> — Я# такая последовательность {Ьп} е Я^ со 
свойством ^ В--П-- (ап, Ъп) < оо, что ^ Ъп < со. 

Если определить нижнюю плотность й(М) и верхнюю плотность 1ъ(М) 
множества М с N по формулам 

?г 

где р(М, п) обозначает число всех те М, для которых т ^ ?г, то © состоит 
из всех М с N таких, что й(М и 0 = 0 для всякого ф с N со свойством 

Работа закончена двумя приложениями. Приводится 1) множество Мг 

такое, что Л(МХ) = 0, Ъ,(Мг) = 1 (следовательно, М х поп е @), 2) множество 
М 2 € @ такое, что Ь(М2) > 0. 

Zusammenfassung 

REIHEN MIT NICHTNEGATIVEN GLIEDERN 

J A K MAÄTJK: und MTLO§ NETJBAEB, Praha 

Es bedeute: N die Menge alier natürlichen Zahlen; ty die Menge aller Folgen 
{an} nichtnegativer (endlicher) Zahlen; Q bzw. M die Menge aller {bn} e ty, die 
beschränkt bzw. monoton gegen Null konvergent sind; M^ die Menge aller 
{bn} e M mit ^ bn = °o-

Hilfssatz 1- Jf Ä jeder Folge {bn} e Ä» <7eAoY£ «stets auch die Folge \ min I—, bn 11 

für jedes q > 0 zu Mao-

Diese Tatsache gibt zu der Frage Anlass: Sind {an} und {bn} beide aus M^, 
kann man behaupten, dass auch {min (an, bn)} zu &«> gehört? Allgemeiner: 
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Wie muss die Folge {an} e ty beschaffen sein, damit die Reihe 2 m-Jn- (an> K) für 
n€N 

jede Folge {bn} aus ÄÄ divergiert? 
Bezeichnet man mit SDJ die Menge aller Folgen {an} ans sp, für die dies der 

Fall ist, so lautet die Antwort folgendermassen: 

Satz 1. Eine Folge {an} aus ty gehört zu Wl genau dann, wenn es eine wachsende 

Folge {kn} natürlicher Zahlen gibt derart, dassl — l e Q, au > 0 (n e N), W U Q 

ist. 
Satz 2. Eine Folge {an} aus M gehört zu 50? genau dann, wenn an> 0 (n c N), 

— \ e Q ist. 
nan) 

Setzen wir z. B. an = —=—-—-——, so sehen wir, dass {an\ e $«>, ist und 
n log (n -f~ 1) 

dass es trotzdem eine Folge {bn} e $«, mit 2 mi-1 (an> K) < °° gibt* 
n€N 

Ausserdem wird die folgende Frage behandelt: Wie lässt sich die Klasse © 
jener Untermengen M c N charakterisieren, für die der folgende Satz gut: 

Satz 4. Genau wenn M zur Klasse © gehört, lässt sich zu jeder Folge {an} aus 
ty — äft eine Folge {bn} e $ro mit ]T min (an, bn) < oo sogar derart bestimmen, dass 

n€N 

2 bn < oo ist. 
n€M 

Führt man die untere bzw. obere Dichte von M c N durch d(M) bzw. h(M) = 
,. . «, ... Anzahl aller r < n von Jf . , ." ^ 

= lim mf bzw. hm sup = ein, so besteht @ aus genau 
n—>co n—>oo % 

allen denen M c N, für die das Folgende gilt: Q c 2V, d(Q) = 0 => d(Q u Jf) = 0. 
Die Arbeit schliesst mit zwei Beispielen: 1. einer M c N, die trotz d(Jf) = 0 

nicht zu © gehört; 2. einer M c N, die trotz _M e © eine positive obere Dichte 
besitzt. 
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