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LA SUBSTITUTION DANS LES INTEGRALES
DE RIEMANN-STIELTJES

MiLosLAv JUzA, Praha

(Regu le 17 novembre 1987)

Summary. Dans ce travail, on prouve quelques théorémes sur la substitution dans les intégrales
de Riemann-Stieltjes. En régle générale, on ne prouve ces théorémes que pour le cas ou on peut
transformer I’intégrale de Riemann-Stieltjes en intégrale de Riemann; toutefois, dans ce travail-ci,
ils sont prouvés pour le cas général.
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L’intégrale de Riemann-Stieltjes est définie — comme on sait — de la fagon
suivante (voir par ex. [1], chap. X, § 7, [2], chap. VIIL, § 6, [3] chap. XI, § 6, [4],
définition 1):

Ayons des fonctions (réelles finies) f, g définies dans un intervalle {a, b). Ayons
une partition
(1) Dia=ty<t; <t <..<t,=b
de cet intervalle; désignons

|9| = max (t; — t;—y).

i=1,..,n

Ayons n nombres
(2) T=(t4....,7,), pourlesquels t;e<{t;_q, ;).

Désignons

(3) S(f.9:2.T) Z (z1) (9(t:) — g(ti-1)) -
S'il existe un nombre A tel que pour chaque ¢ > 0 il existe un é > 0 tel que
IS(f,9:2,.T)— 4] <e¢

pour toutes les partitions & avec |Q| < 4 et pour tous les n nombres satisfaisants (2),
le nombre A est appelé intégrale (% fdg.

Si f est bornée et g(f) = 1, il s’agit de P'intégrale de Riemann. Si f est bornée et g
posséde la derivée continue, on peut convertir cette intégrale en une intégrale de
Riemann.
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Pour les intégrales de Riemann-Stieltjes on prouve le théoréme sur 'intégration
per partes, analogue au théoréme correspondant sur les intégrales de Riemann:

fofdg + §ogdf = f(b) g(b) — f(a) g(a) ;

s’il existe une des deux intégrales, la seconde existe aussi. Mais la généralisation du
théoréme sur la substitution n’est pas étudiée en regle générale. On étudie au plus
les cas ou l'intégrale de Riemann-Stieltjes peut étre transformée en une intégrale
de Riemann. C’est pourquoi nous allons étudier cette généralisation dans le travail
présent.

Nous allons partir du

Théoréme 1. Soient f, g des fonctions continues sur {a, by, g avec la variation
bornée sur {a, b, soit ¢ une fonction définie sur (e, d)et y ayant la dérivée bornée
et soit g(t) € (¢, d) pour tout t € {a, b). Alors")

(4) f2fd(eog) = [f(¢ -9)dg,

s’il exists l'intégrale a droite. .
Le théoréme 1 est une conséquence facile du théoréme suivant que nous allons
prouver au lieu du théoréme 1:

Théoréme 2. Soient f, g des fonctions continues sur {a, b), g avec la variation
bornée sur {a, b),soit ¢ une fonction définie sur {c,d) et ayant la dérivée bornée
sur (c, d) et soit g(t) e {c, dy pour tout t € {a, b). Une fonction y soit définie sur
e, dy et soit Y(x) = ¢'(x) pour x €(c, d). Alors

(5) fofd(@og)=[2f(¥o.9)dg,

s’il existe ’intégrale a droite.

Démonstration. Désignons 4 = [5f(y - g) dg. Soit & > 0. Il existe un §; > 0
tel que

(6) |4 = S(f(¥09).9:2,T)| < 1e si |2]|<59,.

La fonction ¢’ est bornée sur (c, d), alors ¥ est bornée sur {c, d), Itp(x)[ <M
pour tout x € {c, d). Soit V la variation de la fonction g sur <{a, b) et posons N =
= max (1, MV). La fonction f étant continue sur <a, b), il existe un 6, > 0 tel que

(7) |/ () — f(v)| < g2N si uela, by, vela, by, |u—1v|<3s,.

Soit 2 la partition de I'intervalle <a, b) définie par (1) et soit T une suite de n

1) Nous désignons par ¢ o g la fonction défine par

(vog) (1) = o(g(®).
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nombres satisfaisant (2). Si |9| < ¢ = min (d,, §,), nous obtenons

(8) |S(/. 9 29:2,T) - 4] = |‘;f(fi) (o(9(1) = e(g(ti-1)) — 4| .
Pour chaque i = 1,..., n il existe un n; entre g(t;—,) et g(t;) tel que

9) @(g(t) — @(g(ti-1)) = ¥(m) (a(ts) — 9(ti-1)) -

Pour g(t;) + g(t;-,) cela découle du théoréme des accroissements finis et de la rela-
tion Y(x) = ¢'(x) pour x €(c, d). Si g(t;) = g(t;— 1), alors les deux cdtés de (9) sont
zéro. La fonction g étant continue, il existe des nombres &; tels que

(10) n; = 9(6;), a;; =& = a;.

Etant |9| <d,onat;— t;_, <9, alors aussi l‘r,- - é,-! < 8 £ 9,, alors d’aprés (7)
ona

(11) |f(z) = f(&)| < ¢[2N, i=1,2,..,n.
Désignons Z = (&4, ..., &,). Selon (8), (9), (10), (11) et (6) on obtient

S, 093 2, 7) = 4] = | £5) W) o(0) = 9(1s-1)) = 4] <
< | £1() wlo(e) (o(t) = a(t1-0) -

- $AE) Wole) (1) — olui-i))] +

+ | Z1(E) Wo(e) (ol0) = o(t-0) - 4] <

< Y1) = )] @) - la(t) = otei-0)| +

+ |S(f(¥ 0 9).9:2.E) — 4] < % . Mé:llg(t,-) —g(ti-y)| +

+¢2<eMV[2N + ¢2 Z ¢,
ce qui signifie
A= L.;fd((pog).
Remarque 1. On prouve aisément que I'intégrale a c6té gauche de (4) toujours
existe si les fonctions f, g, ¢ satisfont les conditions du théoréme 1 (parce que ¢
satisfait ensuite la condition de Lipschitz et cela entraine que ¢ o g jouit de la varia-

tion bornée sur {a, b)). Mais il est possible que, ces conditions étant remplies,
I'intégrale a c6té droite de (4) n'existe pas; cela est montré par

Exemple 1. Soit f = 1, g(r) = t et soit ¢ une fonction avec la dérivée bornée ¢’
sur {a, b) telle que ¢’ n’est pas intégrable au sens de Riemann sur <a, b) (une telle
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fonction existe, voir [2], chap. V, § 5, page 146). Alors

fafd(e - g) = o(b) — ¢(a),

mais !
§af(0'29)dg = 20’

n’existe pas; les conditions du théoréme 1 pour f, ¢, g sont remplies.

Si nous supposons I'existence des deux intégrales dans (4), les suppositions du
théoréme | peuvent étre beaucoup affaiblies. Cependent, on a

Théoréme 3. Ayons des fonctions f, g définies sur {a, b), g continue sur {a, b),
soit @ une fonction dérivable sur (c, d) et soit g(t) € (c, d) pour chaque t € {a,b).
Alors (4) a lieu, si les deux intégrales existent.

Démonstration. Parce que les deux intégrales dans (4) existent il suffit de
construire une suite de partitions

(12) D a=to<ly<..<b,=0>b

telle que lim I@kl = 0 et une suite T, de systémes finis de nombres réels pour lesquels
ona 7%

(13) T = {Tkyts v Tom) > Tt € lhyim 1 tisi) s

(14) S(f, 0095 24, T) = S(f(9" 2 9), 95 Ds, To)

Soit 2, une partition arbitraire (12) de l'intervalle <a, b) telle que |2,| < 1/k.
Il existe des nombres 7, ; entre g(t, ;—,), 9(t,;) tels que

o(9(1k.))) — (9(tx,i-1)) = @'(m.i) (9(th.1) = 9(tei-1)) -

La fonction g étant continue, il existe des nombres 7, ;, a,;—; < 7,; < a,,;, tels que

fe.i = 9(%i, ;). Définissons Ty par (13) avec 7, ; ainsi définis. Nous obtenons
S0 +0).3 20 T) = £1(0) 9/0(500) (00s) = 9(01-1).
(0293 20 ) = 3 (50) (0l6(00.)) = olote1-) =
= 31000 9 010) (08, = 0(t5-0) =
= 510600 #(0(50) (0(0.) = 004-1)

alors (14) a lieu.

L’hypothese de la continuité de g dans le théoréme 3 ne peut pas étre omise,
méme si nous supposions que f est continue et que ¢ possede la dérivée continue.
Cela certifie
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Exemple 2. Soita =0,b=1,c= —-1,d=3,f=1,¢(x) = x? — 1x3,g(t) = 2
pour ¢ > 0, g(0) = 0. Si nous désignons (1} = ¢(g()), nous avons &(r) = 4 — § =
=4 pour t > 0, #(0) = 0, ¢'(x) = 2x — x?, ¢'(¢(t)) = 0 pour 1 > 0. alors

fafd(@og) = fod® =4,
[t f(¢' o g)dg = [50dg =0.

Si y est un nombre réel et si nous posons ¢(x) = x”, nous obtenons ce cas spécial
du théoréme 3 (le cas y = 0 qui ne découle pas du théoréme 3, est trivial):

@

Théoréme 4. Soient f, g des fonctions définies sur {a, by, g continue sur {a, b).
Soit y un nombre réel. Dans le cas y < 1 soit g(t) > O pour tout t € {a, b. Alors
(15) fafd(g’) = v fafg’~' dg,
si les deux intégrales existent.

Remarque 2. Les deux intégrales dans (15) existent toujours si f et g sont con-
tinues et g a la variation bornée dans (a, b).
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Souhrn

SUBSTITUCE V RIEMANN-STIELTJESOVYCH INTEGRALECH

MIiLOSLAV JUZA

V &lanku je odvozeno nékolik v&t o substituci v Riemann-Stieltjesovych integrdlech. Tyto
véty jsou zpravidla dokazovany jen pro pfipad, Ze se Riemann-Stieltjesiv integral da pfevést
na Riemannuv, zde vSak jsou dokaziny obecng.

Pe3rome

TTIOACTAHOBKA B MHTET'PAJIAX PUMAHA-CTUJIITBECA

MILOSLAV JUZA

B cTaThe JOKa3bIBa€TCA HECKOJILKO TEOPEM O NOACTaHOBKax B MHTerpanax Pumana-Cruentbeca.
OTH TEOpeMBI OOBLIYHO [OKa3bIBAIOTCA TONBLKO IJIS ClIyyasi, koraa uHTerpan Pumana-CTunrbeca
MOXHO NEPEBECTH Ha WHTErpaa PumaHa, HO 3[16Cb OHM JOKa3bIBZIOTCS AJIsl OOLIEro Ciy4as.
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