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Casopis pro pistovini matematiky, ro&. 95 (1970), Praha

KVASIELIPTICKA TEORIE PLOCH

Veabpmmir KoHour, Praha
(Doglo dne 28. kvétna 1968)

1. Cldnek je v&novdn diferencidlni geometrii ploch v kvasieliptickém prostoru,
tedy, zhruba fedeno, diferencidlni geometrii ,,dvouparametrickych soustav poloh*
jedné eukleidovské roviny v druhé. Jeho obsah tedy souvisi s rovinnou kinematickou
geometrii. V rdmci kinematické geometrie byly plochy v kvasieliptickém prostoru
lokdln& studovény zejména s pouZitim Cliffordovych bikvaterniont (viz napt. [1]);
v tomto &ldnku je pouZito jiné metody, kterd bezprostiedné poskytuje nékteré zaji-
mavé vysledky. Roli zdkladniho pracovniho prostfedku zde hraje Lieova algebra
Lieovy grupy pfimych shodnosti orientované eukleidovské roviny.

2. Necht E,, E, jsou redlné orientované eukleidovské roviny, V,, ¥, jejich vekto-
rové prostory (za.méi‘eni), 9,9 Lieovy grupy ptimych shodnosti rovin E,, £, a g, g
jejich Lieovy algebry. Oznatme ddle # < %, &# < & Lieovy podgrupy translaci
a b, b jejich Lieovy algebry. PoloZime-li pro a, be V,: [a, b] = 0, lze ztotoznit
h = V,; podobn& ) = V,. Obecn&ji: kaZdy vektor X € g ztotoZnime s odpovidaji-
cim vektorovym polem roviny E,, jehoZ hodnotu v bod& A € E, oznadime X(A),
tj. X(A) = (do,). X, kde ge % = 0,9 = gA, ec ¥ je identita. Je-li Xeg — b,
existuje prav& jeden bod C € E, tak, Ze X(C) = 0. Bod C nazveme sifed pole X.
Zyolime-li kladnou kartézskou soustavu soufadnic (C, ey, e,) v roving E,, pak 4 =
= C + ase; + aze, =>X(A) = —ca,e, + ca,e,, kde redlné ¢islo ¢ nezdvisi na
volbé base (ey,e;). Definujme {X} =c. Xeg— b je Upln& uréeno bodem C
agislem c; pime X = (C, c). PoloZme {X} = 0 pro X €.

Snadno se Ize ptesv&deit, Ze plati (R — téleso redl. &isel):
1. aeR, X =(C,¢) = aX = (C, ac),

22X=(Cc) c*+0, Yeh=>X + Y= (C + (1/c) Y*,¢), kde pro Y+ 0 je
((1/]x]) ¥, (1/|Y]) Y*) kladnd ortonormdlni base b, 0* = 0,

.3. Xl = (Cl’ Cl),Xz = (CZ’ Cz), c; + ¢y = 0$X1 + XZ = C2(Cl - Cz)*, kde *
m4 tentyZ vyznam jako v 2, :
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4. X, =(Cy,c1), X2 = (Cy, e+ 02X, +X, =,(1/(01 + ¢3)(¢,Cy +
+ ¢,C3), €1 + €3),
b .Xl,Xzeg, a,, 02€R=> {alxl + aZXZ} = al{Xl} + az{xl},

6. X1, X,eg=[X, X,] = ({X,} X, — {X,} X,)* kde * md opét ientyZ vy-
znam jako v 2.

3. MnoZinu M viech ptimych shodnych zobrazeni £, na E, nazveme kvasieliptic-
kym prostorem. Na M lze pfirozenym zpisobem sestrojit strukturu analytické
variety dimense 3, kterou opét oznagime M; M je analyticky difeomorfni s 4. Analo-
gicky definujeme analytickou varietu M. V daldim se omezime na M.

Necht D je oteviend podmnoZina prostoru R" (n — pfirozené &islo), 2 : D - M
tfidy C'. Obraz bodu u = (u'....,u")e D v zobrazeni 2 oznafime #,, bodovou
funkci p (s hodnotami v E,), definovanou takto: p(u) = (2,)(4), kde A€ E,,
ozna&ime #(A4).

Pro xe M definujeme f,.: 9 -+ M takto: ge ¥ =f,g = g ox a poloZime
ve T(M) = w(v) = (df ; '), ve g; T(M) je te€ny prostor variety M v bod¥ x. @
je zfejmé analytickd linedrni forma (s hodnotami v g), zobrazujici prost& kazdy T(M)
na g a dovolujici ztotoZnit T,(M) = g. Toto pfirozené splyvédni teénych prostori
variety M s g definuje na M jistou afinni konexi, kterou se v§ak nebudeme bliZe
zabyvat. w spliiuje podminku X, Ye T,(M) = do(X, Y) = —4[o(X), o(Y)].

Plati tedy: d2 je g-znatnd linedrni forma na D, d2 = ) (02[ou’) du’, kde
¢é2[0u’ jsou g-zna&né funkce na D. Déle je (d2) (p) = dp. ! .

4. Necht v E,; E, jsou zvoleny (kladné) kartézské soustavy soufadnic; pak kazdé
piimé shodné zobrazeni x : E, — E, je ddno rovnicemi

& =& cosp — & sin o + ¢y,
& =& sing +&cosp +c,.

Zvolme libovoln€ ¢, € R a uvazujme mnoZinu U t€ch x € M, pro néZ ¢ + ¢, + kn
(k-celé &islo). Pak zobrazeni xeU & (cy, c5,.9), kde 9o — 1 < @ < @¢ + 7 je
lokdlni soustava soufadnic na M v oblasti U; nazveme ji normdlni lokdlni soustavou
soufadnic a ozname x; = ¢q, X, = €5, X3 = Q.

Kazdd podvarieta N = M, dand v nékteré normdlni lokdini soustavé soufadnic
rovnici x; = konst., miZe byt pfirozenym zpisobem vybavena strukturou oriento-
vané eukleidovské roviny se zaméfenim h = V,. Na mnoZin€ viech téchto euklei-
dovskych rovin je pak moZno sestrojit pfirozenym zpiisobem strukturu eliptické
pfimky, kterou oznaéime I.

Polozme (pfi zvolené normdlni lokdlni soustav& soufadnic) 2, = x, kde u =
= (x4, X, X3). 2 nazveme pak normdlni lokdIni parametrisaci prostoru M. Plati:
{62]ox,, 02[0x,) je pro kaZdy bod u € D kladnd ortonormélni base b, {02[0x3} = 1.
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Necht’geg,gefz, pak zobrazeni s : M — M takové, Ze xe M = sx = g o x o §,
nazveme shodnosti prostoru M. Lieovu grupu vSech shodnosti prostoru M ozname S.
Je patrné, Ze kazdd shodnost s € S indukuje na [ eliptickou shodnost, pfiéemZ pro
N e | indukuje s pfimou shodnost N — sN.

5. Uvedme nékolik pomocnych tvrzeni (pro jednoduchost bez dikazu a v co nej-
jednodus§im tvaru), kterd budeme potiebovat v dalsim.

Lemma 5.1. Necht X,, X,€q,Y,, Y,eg. xeM,yeM, X, X, ]| = |1, Y.]| +
+ 0, {X,} = {11}, {X;} = {Y,}. Pak existuje jedind shodnost s € S, pro niZ sx = y,
dSXi = Yi, i= 1, 2.

Lemma 5.2. Nechf X ,, ..., X, jsou g-znacné funkce na D, vyhovujici systému
] .
(5.1) dX, =Y olX,, i=12,..,n,
. k=1

kde w* jsou linedrni diferencidlni formy na D. Necht g € 4. Pak adgX, i = 1,2, ...
<.+ N, Vyhovuji systému (5.1.).

Sprdvnost tohoto tvrzeni plyne bezprostfedné z nejjednodussich vlastnosti zobra-
zeni adg. Poznamenejme, Ze adgX jakoZto vektorové pole roviny E, (viz odst. 2) je
obrazem pole X v zobrazeni dg.

Necht 2: D> M, § € 4. Oznaéme 2§ zobrazeni D do M, pro néZ ue D =
= (’@g)u = '@u ° g

Lemma 5.3. Nechf 2:D - M, 2:D - M, d? = d2; pak existuje je % tak,
fe P = 9.

Lemma 5.4. Necht D < R?, # : D - M je zobrazeni tfidy C?, d# = X, du' +
+ X, du?, kde X |, X, jsou g-znacné funkce na D. Pak

ox, _ox,
our  ou!

(5.2)

= [X, X,].

Lemma 5.5. Necht X, X, jsou g-znacné funkce tfidy C' na D < R?, vyhovujici
podmince (5.2). Ddle necht uy€ D, xo€ M. Pak existuje okoli D' = D bodu u,
a jediné zobrazeni # : D' - M takové, Ze

1) dy = XI dul + X2 duz,

2) g‘"o = xo.

6. Necht Q, Q' jsou dvoudimensiondlni orientované souvislé variety ttidy C?, f, f’
reguldrni zobrazeni f: Q - M, f': Q' > M tfidy C”. Rekneme, Ze dvojice (@, f),
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(2, f) jsou ekvivalentni a zapiSeme (2, f) ~ (2, f*), prave kdyZ existuje difeomor-
fismus y : Q — Q' t¥idy C” zachovdvajici orientaci, tak, Ze f = f' o .

Definice. KaZdou t¥idu navzdjem ekvivalentnich dvojic (£, f) nazveme (oriento-
vanou) plochou v M tfidy C”.

Pozndmka. Je-li plocha P v M uréena dvojici (2. f), budeme psdt P ~ (2, f).
V dal§im budeme pro jednoduchost uvaZovat plochy tfidy C® (diferencovatelné
plochy), a& by bylo moZno pfipustit pro nase udely plochy t¥idy C*. Termin ,,plocha“
tedy v dal§im vZdy znamend (orientovanou) plochu t¥idy C* (diferencovatelnou
plochu) v M.

Plochu P budeme vZdy uvaZovat jako diferencovatelnou souvislou varietu pkiro-
zenym zpusobem difeomorfni s kazdou @, pro niZ P ~ (@, f); pfislusny difeomor-
fismus P na Q oznaéme pj,. Je-li y € P (y je bod plochy), P ~ (2, f), pak f(poy) e M
nazveme realisaci bodu y. Realisace bodu plochy nezdvisi na vybéru dvojice (£, f)
takové, Ze P ~ (£, f). Teny vektor Y, plochy P v bod€ y ztotoZnime oviem s vekto-
rem d(f o po) Y, € g.

Necht U je oblast lokdlnich soufadnic na P, (y,, y,) lokdIni soufadnice bodu y € U.
Oznaéme D otevienou mnoZinu v R? takovou, %e (y,, y,) € D <> y e U a polozme
(71, y2) € D = P 5, 5y = f(poy) = realisace bodu y, kde P ~(Q,f). Zobrazeni
# : D > M nazveme pak lokdlni parametrisaci plochy P (v oblasti U, definovanou
na D). Bod y plochy P, v némZ te¢ny prostor T,(P) plochy splyvd s b : § = T,(P),
nazveme translaénim bodem plochy. Oznaéme d¢ linedrni diferencidlni formu na P
s vlastnosti: Ye T,(P) = do(Y) = {Y}. Plati tedy: y je transla¢ni bod plochy P,
pravé kdyZ v bodé y je dp = 0, tj. do(Y,) = 0 pro kazdy Y, € T,(P).

7. Necht Q je plocha v M, Q, mnoZina jejich translanich bodi. Pfedpoklddejme,
Ze Q je isolovand. Pak P = Q — Q, je plocha; nechf 2 je n&jaka jeji kladnd lokdlni
parametrisace v oblasti U c P definovand na D = R% Poloime 02[ou’ = X,
i =1,2, ¢; = {X,;}. V daldim budeme pouZivat zkrdceného zdpisu soudtdi, obvyklého
v tensorovém podtu; indexy budou vidy probihat hodnoty 1, 2. Pak zfejmé plati
na U (podle odst. 2): do = ¢, du’, kde d¢ je linedrni diferencidlni forma na Q,
definovand v odst. 6. Z linedrni nezdvislosti X, X, plyne 0 + [ Xy, X,] € h v kazdém
bod& u € D. PoloZime ¢ = |[X,, X,]|, n = (1/¢) [X,, X,]; tedy |n| = 1. ProtoZe
X1, X5, njsou v kazdém bodé u € D linedrné nezdvislé, 1ze poloZit

(7.1) aiXk = F:sz + a"kn ’ i, k = 1, 2 .

Je snadno patrné, Ze «, jsou soufadnice jistého tensorového (diferencovatelného)
pole a na P a I'j, koeficienty jisté afinni konexe I na P v uvaZované lokdlni soustavé
soufadnic v U. Oznaéme ddle f;, = o; — oy, i, k = 1, 2; By jsou soufadnice anti-
symetrického vektorového pole B na P. Podle (5.2) a z (7.1) plyne B, =0 > 0.
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Definujme jesté g* vztahem Puf™ = &) a poloime o' = @B Vypottem zjisti-
me, %e plati 0,n = —a,p°¢*X,, poloZime proto

(120 hy = —a,0°!

a dostdvdme

(7.3) y on = hiX,.

Oznadime-li je§té R}ik = oI ;—,- - o, }k + Iy’ A Wl ! soufadnice tensoru kfi-
vosti konexe I', 1ze vyslovit vétu, jejiz diikkaz, spocivajici v delSich vypodtech, op&t
vynechdvdme.

Véta 7.1. Na ploSe Q plati

(7.4) f dp = 2kn,

€

74

kde € je libovolnd uzavfend krivka na Q, k celé ¢islo (zdvisejici ovsem na €). Na
plose P = Q — Q, plati

Vi(pj =0 ’

(1) im0,
Rpijw + hpojy = 0,

V[io{j],‘ = O 9

kde hranatou zdvorkou je vyznaceno alternovdni (napf. Riijp = (Rl — Rip)), Vije
symbol kovariantni derivace v konexi I' podle u'.

8. Na plose P definujeme dv& funkce K = —det o;;/det B;;, H = h}. Funkci K
nazveme hlavni kiivost plochy P, funkci H translaéni k¥ivost plochy P. Ozna&ime-li
R;; = R}, (Ricciho tensor), plati

(8'1) Rij = —Koip;.

Vyznam funkce H je ndsledujici: Necht v okoli U bodu y € P je sestrojena takovd
kladnd lokdlni soustava soufadnic, Ze ¢, = 0 a bod y md soufadnice (0, 0). Kfivka ¢
na plofe P dand rovnicemi u' = 0, u> =1, te(—¢, ), € > 0 neni nic jiného neZ
..fez* jistého okoli bodu y na plose eukleidovskou rovinou N e I (viz odst. 4), pro-
chdzejici realisaci bodu y, tj. realisace viech bodi plochy P, leZicich na ¥, leZi v N.
C je tedy orientovand k¥ivka orientované eukleidovské roviny a jeji kfivost v bod¢€ y
je pravé H(y).

Pozndmka 1. Ze (7.5) a (8.1) plyne ihned, Ze plocha P je prostor s ekviafinni
konexi I' a Ye je ptikladem tzv. prostoru S,, ktery studoval A. P. NORDEN v [3].
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Tento autor dospivd k prostoru S, jako k zobescné€ni variety pfimek eukleidovské
roviny. My jsme dospéli k prostoru S, jinym zplisobem. Lze ¥ici, Ze plocha P v M je
prostor S,, na n&mZ je ddno ténsorové pole «; ; tak, Ze plati

ﬂij = Oy — Oy
a (7.5) (ptitom B;; md tentyZ vyznam jako ¢;; v [3]).

Pozndmka 2. Pfimka roviny E,, obsahujici stfedy poli 02[ou’,i = 1, 2 (alespoti
jeden vZdy existuje), jejiz zaméfeni obsahuje vektor n, je tzv. pélovd pFimka. hrajici
dilezitou roli v kinematické geometrii.

9. Pfedpoklddejme nyni, Ze je ddna orientovand souvisld dvoudimensiondlni dife-
rencovatelnd varieta ©, na niZ je definovand linedrni diferencidlni forma d¢ a anti-
symetrické dvakrdt kovariantni tensorové pole B, pro jehoZ soufadnici f;, plati
(v kladné lok. soustavé soufadnic) B, = 0, pfidemz

(X, eT(0)=>do(X,) =0)<>ue0,,
(X, Y,eT(0)=BX,®Y,)=0)<ueco,,

kde @, = O je isolovand mnoZina. Pfedpoklddejme ddle, Ze na varieté Q = @ — 0,
je ddna afinni konexe I a dvakrat kovariantni tensorové pole o, pro jehoZ soutadnice
plati B;; = a;; — a;;, a Ze jsou splnény podminky (7.4) a (7.5), kde nyni oviem %
znamena libovolnou uzavienou kfivku ha Q.

Ptame se, zda existuje f : @ — M tak, Ze P ~ (%, f) je plocha v M a linedrni dife-
rencidlni forma d¢ definovand na P v odst. 6, tensorovd pole «, § a afinni konexe I,
definované v odst. 7 splyvaji s de, a, B, I, které na P pfirozenym zptisobem p¥enese-
me z Q. Této otdzce jsou v&€novany ndsledujici odstavce.

10. Necht ®,, je zobrazeni mnoZiny (u) U (T(Q) ® T,(Q) ® T,(?)) do (x) U g,
u e Q, x € M, spliiujici tyto podminky

1. @,.(u) = x,

2. ®,, linedrn& zobrazuje T,(Q) @ T,(2) ® T,(Q) do g,

3. 1€ T(Q) ® T(Q) = 9,,(t) = v«ft), kde v e b.
Mnozinu v§ech téchto zobrazeni @,, oznaéme B. Déle ozname n: B —» Q, ny, : B —
— M zobrazeni, pro n& @,, € B => n(®,,) = u, mp(P,,) = x a konen&¢ F = M x
x g X g x h — F,, kde F; je uzaviend podmnoZina viech bod tvaru (x, X, X,, v),

takovych, Zze X, X,, v jsou linedrng& zdvislé. Na F operuje zprava grupa GL(2,R)
takto: .

(y=(xX,X,v)eF, A= (4)eGL(2, R))=yA =(x, 4iX;, 43X, v).
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Necht {U,}, o € I je oteviené pokryti variety € soufadnicovymi okolimi, tj. kazdd U,
je oblasti jisté kladné lokdlni soustavy soufadnic na Q. Pro &, e n~*(U,) poloZme
(lokdlni soufadnice v U, jsou oznadeny u', u?):

0 0
b 4 ¢ux =X 45ux e B ¢w; -1 s
00 = (1% (57). 2 (5) )

kde &,.(t) = cx(t)v pro kazdy te T,(Q) ® T,(Q). ¥y, je ziejm& difeomorfismus
n~'(U,) na U, x F. MnoZinu viech té&chto ¥, oznatme ¥.

Je snadno patrné, Ze na B lze sestrojit strukturu fibrovaného prostoru s basi Q,
projekci 7, standartnim fibrem F, grupou struktury GL(2, R) a systémem lokdlnich
difeomorfismt ¥. Zfejm& dim B = 13.

Oznadme # podmnoZinu variety B, definovanou takto:
L fX.®Y,)= |[¢ux(xu)’ \PW(Y):”

- [2ux(X.): Pux( V)]
2.0,(X,®Y)=aX,®Y,) B 1)

pro kazdou kladnou b?.si X,, Y, prostoru T,(R). UkdZe se snadno, Ze & je difere'nco-
vatelnd podvarieta variety B, pfiCemZ dim £ = 10.

D .€R =

11. V kaZdém bod& (u, X, X,, X,, v) € U, x F sestrojme dva te¢né vektory Z,,Z,
variety U, x F takto:

0 : ; ;
Z, = <—6 = X0, Ty Xy + gy, T X + oy, hiX,-) ,
u

i, ; .
ZZ = <'a—u;, Xz, F;lXi + ®y,0, F;2Xi + o550, h;X1> ’

kde I’},‘, o;; jsou koeﬁcienty konexe I' a soufadnice tensorového pole a v lokdlni
soustav¥ soufadnic v U,; h} je definovdno vzorcem (7.2). Vektory Z,, Z, jsou linedrn&
nezdvislé a uréuji v U, x F jistou dvoudimensiondlni diferencovatelnou distribuci
4(qeU, x F = 4%q) = 4; kde (Z;),€ 4;). Definujeme nyni diferencovatelnou
dvoudimensiondlni distribuci 4* v n~*(U,) takto: q' = ¥5'(q)e n™'(U,) = 4} =
= (d¥y2}), 4% (4° je obraz distribuce 4* v zobrazeni ¥). Pfimym vypoétem (ktery
opét pro struCnost vynechdvdme) je moZno ukdzat, Ze v pfipadé¢ U,nU, + 0
splyvaji distribuce 4* a 4% v n~}(U,) n n~!(U,). Predpisem 4% = 4* v 2~ (U,) je
tedy na variet® B definovand dvoudimensiondlni diferencovatelnd distribuce A4%.
S pouZitim rovnic (7.5) a odst. 5 se ukdZe, Ze v kaZzdém bod& p € B je prostor 4}
podprostorem teéného prostoru variety %, tedy Ze 4% indukuje na 4 jistou dvoudi-
mensiondlni diferencovatelnou distribuci 4 a Ze 4 je involutorni.

UvaZujme maximdlni (orientovanou) integrélni varietu # distribuce 4, prochdze-
jici bodem p e 8. Stejn& jako v [4] ukdZeme, Ze S pokryvd Q (pokryvajicim zobraze-
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nim je omezeni 7 na #). Oznadme n,,/# omezeni my, na # 4 polozme P ~ (S, n),/#);
P je plocha v M, my(p) je realisace jednoho jejiho bodu.

Dile snadno ukdZeme (na zdklad odst. 5 a konstrukce variety ), Ze plati: je-li
n(p’) = n(p) a S’ je maximdlni integrdlni (orientovand) varieta distribuce 4, pro-
chdzejici bodem p’, pak existuje s€ S tak, Ze P’ ~ (I, my/F’) = (£, (s o my)[F).
Oznagime-li sP = (£, (s o my)[F), lze psdt P' = sP.

Koneé&ng je ziejmé, Ze (strudng fefeno) afinni konexe I', tensorovd pole «, f a di-
ferencidlni forma d¢ se pfendseji z Q pfirozenym zptisobem na £, tedy na P a Ze na P
splyvaji s afinni konexi, tensorovymi poli a diferencidlni formou definovanymi na
ploSe v M v odst. 6 a 7. MliZeme tedy vyslovit ndsledujici vétu:

Véta 11.1. Nech? ©, Q,do, I', o, B spliuji pFedpoklady vyslovené v odst. 9. Pak
existuje aZ na shodnost prostoru M jedind plocha P ~ (#,ny|f) tak, e 5 pokryvd
Q a diferencidlni forma d¢, afinni konexe I' a tensorovd pole a, B, definované na P
v odst. 6, 7 splyvaji se stejné oznacenou diferencidlni formou, afinni konexi a tenso-
rovymi poli pFenesenymi na P z Q.

Pozndmka. D4 se ukdzat, Ze kaZdému bodu u € @, lze pfifadit jedinou N e/
takto: uvaZujme posloupnost u, bodu z Q takovou, Ze u, — u. Necht p, je libovolnd
posloupnost bodt z £ takovd, Ze n(p,) = u, a necht x, = ny(p,). Déle nechf x, €
eN,el. Pak N, - N. ‘
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Zusammenfassung

QUASIELLIPTISCHE THEORIE DER FLACHEN

ViAapmMiR KoHouT, Praha

Im Artikel sind im quasielliptischen Raum Fldchen vom Gesichtspunkt der ebenen
kinematischen Geometrie d. h. Zweiparameterbewegungen untersucht. Zum Schluss
wird ein globaler Existenzsatz formuliert.
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