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&asopis pro p&stovini matematiky, rot. 95 (1970), Praha

NEVLASTNI UZLY GRAFU

BOHDAN ZELINKA, Liberec

(Doslo dne 20. kvétna 1968)

R. HALIN v [2] zavadi pojem konce grafu. V této prdci se jisty druh t&chto koncd,
tak zvané volné konce, uvaZuje jako ,nevlastni uzly*“ grafu a dokazuji se pro tyto
,.nevlastni uzly* nékterd tvrzeni tykajici se souvislosti, zndmd pro uzly grafu v obvyk-
lém smyslu.

Uvedme nejprve nékteré pojmy definované R. Halinem. Zbytkem jednosmé&rng
nekoneéné cesty V nazyvdme jeji podgraf, ktery je sdm jednosm&rn€ nekone&nou
cestou. Rikdme, Ze jednosmérn& nekoneénd cesta V md stdle (imimer wieder) urgitou
vlastnost, ma-li tuto vlastnost kaZdy jeji zbytek. Mé&me nyni nekoneény neoriento-
vany graf a v ném dvé jednosmérné nekoneéné cesty V; a V,. Rikdme, Ze cesty V; a V,
jsou ekvivalentni, existuje-li jednosm&rn& nekonednd cesta W v grafu G (ne nutn&
riznd od V, a V,), kterd m4 stéle spole¢né uzly s V; is ¥,. R. Halin dokazuje, Ze takto
definovand relace na mnoZin& viech jednosmé&rné nekone&nych cest v G je skutetn¥
reflexivni, symetrickd a transitivni a ndzev ekvivalence je tedy oprdvnény. Ttidy této
ekvivalence se nazyvaji konce grafu G. Konec € grafu G se nazyvd volny, jestliZe
existuje koneénd mnoZina uzlit Tv G takovd, Ze odstranénim mnoZiny T a v§ech hran
incidentnich s uzly z T vznikne z grafu G graf G’, jehoZ jedna komponenta obsahuje
alespoil jednu cestu z €, ale Zddnou jednosmérné nekonecnou cestu nepatfici do €;
fikdme, Ze mnoZina T oddéluje konec € od ostatnich koncii grafu G.

V dal§im, pokud to nebude jinak vyznadeno, budeme pod pojmem graf rozumét
nekonelny, lokdln& konedny neorientovany graf bez smylek (vicendsobné hrany
pfipoustime). ‘

Zavedme si Jyni pojem nevlastniho uzlu grafu analogicky pojmu nevlastniho bodu
v geometrii. BudiZ & systém viech volnych konct grafu G(U, H) a budiZ U® urgitd
mnoZina prvkd stejné mohutnosti jako &; prvky mnoZiny U® budeme nazyvat
nevlastnimi uzly grafu G. Uzly grafu G v obvyklém smyslu budeme nazyvat vlastnimi
uzly grafu G. BudiZ ¢ vzdjemné€ jednoznalné zobrazeni & na U®. Nechf €, € &,
€,e6 a ¢(€,)) = u?, ¢(€,) = uy. Jeli v vlastni uzel grafu G, pak fekneme, Ze
cesta V, spojuje uzly v a uy pravé tehdy, jestlize cesta V; je jednosmérné nekonecnd

155



cesta zadinajici v uzlu v a patfici konci €,. O cesté V, fekneme, e spojuje uzly u?
a uy prdvé tehdy, je-li cesta V, obousmé&rn& nekonelnd cesta vznikld sjednocenim
dvou jednosmérn€ nekonecnych cest V, a V7, které maji spoleény pocdteéni uzel
a krom& n&ho Z4dny dalii uzel a V; € €,, V; € €,. Ddle budeme znaéit U = U u U
a budeme tuto mnoZinu nazyvat roz§ifenou mnoZinou uzla grafu G.

DokdZeme v dal§im, Ze zndmé véty tykajici se souvislosti plati pro nevlastni uzly
grafu stejn& jako pro vlastni. Nejprve ocitujeme jednu v&tu z [1].

BudiZ G lokdlné konecny graf, a libovolny uzel z G. Pak jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni:

(1) Existuje n (jednosmérné) nekonecnych cest disjunktnich a¥ na a v G, které
vychdzeji z a.

(2) Odstranime-li z G libovolnych n — 1 uzli raznych od a, existuje ve vzniklém
grafu vidy alespori jedna (jednosmérné&) nekonecénd cesta zacinajici v a.

(3) Odstranime-li z G libovolnych n — 1 uzli riznych od a, le?i a stdle v neko-
neéné kamponenté vzniklého grafu.

Této véty budeme v dal¥im pouZivat.

Jsou zndmy definice uzlového a hranového stupné souvislosti. Vyslovime je zde
nejprve pro vlastni uzly a budeme je definovat pouze pro dvojice rtiznych uzli a uzlo-
vy stupeil souvislosti dokonce pouze pro dvojice uzlii nespojenych hranou. Tyto
pojmy Ize ov§em dodefinovat i pro zbyvajici dvojice, zde v§ak toho nebude vcelku
zapotfebi. '

Jsou-li u, v dva riizné uzly grafu G nespojené hranou, pak uzlovy stupeii souvislosti
uzlt u a v v grafu G je takové celé nezdporné &islo wg(u, v), Ze existuje podmnoZina T
mnoZiny uzli U grafu G, kterd md mohutnost wg(u, v) a v grafu vzniklém z G odstra-
nénim mnoZiny T a v8ech hran incidentnich s uzly z T jsou uzly u a v v riiznych kom-
ponentdch; pfitom Zddnd podmnoZina T’ mnoZiny U mohutnosti men3i nez wg(u, v)
tuto vlastnost nemd.

Jsou-li u, v dva rizné uzly grafu G, pak hranovy stupefi souvislosti uzli u a v
v grafu G je takové celé nezdporné &islo o4(u, v), Ze existuje podmnoZina R mnoZiny
hran H grafu G, kterd md mohutnost og(u, v) a v grafu vzniklém z G odstrandnim
mnoZiny R jsou uzly u a v v riiznych komponentdch, pfi¢emZ Zddnd podmnoZina R’
mnoZiny H mohutnosti men3i neZ og(u, v) tuto vlastnost nemd.

Uzlovym stupn&m souvislosti grafu G nazyvdme takové celé nezdporné &islo w(G),
Ze existuje podmnoZina T mnoZiny uzli U grafu G, kterd md mohutnost w(G) a graf
vznikly z G odstranénim mnoZiny T je nesouvisly, pfiéemZ Zddnd podmnoZina mno-
Ziny U mohutnosti mensi neZ w(G) tuto vlastnost nemd.

Hranovym stupn&m souvislosti grafu G nazyvdme takové celé nezdporné &islo o(G),
Ze existuje podmnoZina R mnoZiny hran H grafu G, kterd md mohutnost ¢(G) a graf
vznikly z G odstranénim mnoZiny R je nesouvisly, pfiemZ Zddnd podmnoZina R’
mnoZiny H mohutnosti mensi neZ ¢(G) tuto vlastnost nemd.
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Uzlovym fezem grafu G odd&lujicim uzly u a v (které jsou navzdjem rizné a nejsou
spojeny hranou) nazgvdme podmnoZinu T mnoZiny uzld U, jejim% odstranénim
vznikne graf, v némZ uzly u a v jsou v riiznych komponentdch, pfi¢emZ Zddnd vlastni
podmnoZina mnoZiny T tuto vlastnost nemd.

Hranovym fezem grafu G odd&lujicim uzly u a v (navzdjem rizné) nazyvdme
podmnoZinu R mnoZiny hran H, jejimZ odstran&nim vznikne graf, v némZ uzly u a v
jsou v riiznych komponentdch, pficemZ Zddnd vlastni podmnoZina mnoZiny R tuto
vlastnost nemd.

Tyto definice miZeme roz3ifit i na nevlastni uzly. Je-li u® € U, v € U, pak uzlovy
stupefi souvislosti uzlit u®, v v grafu G je takové nezdporné celé &islo wg(u”, v), Ze
existuje podmnoZina T mnoZiny U, kterd md mohutnost wg(u®, v) a v grafu vzniklém
odstranénim mnoZiny T a v3ech hran incidentnich s uzly z T existuje komponenta
obsahujici uzel v a neobsahujici 24dnou cestu néleZejici konci € = ¢ ~*(u”) grafu G,
pfi¢emZ Z4dnd podmnoZina mnoZiny U mohutnosti mensi neZ wg(u®, v) tuto viast-
nost nemd. Je-li u e U, v° e U, je wg(u, v°) = wg(v™, u). Je-li u® e U®, v° e U,
pak uzlovy stupefi souvislosti uzli u® a v® v grafu G je takové nezdporné celé &islo
wg(u®, v°), Ze existuje podmnoZina T mnoZiny U uzld grafu G, kterd md mohutnost
wg(u®, v°) a v grafu vzniklém odstran&nim mnoZiny T a vSech hran incidentnich
s uzly z T existuje komponenta obsahujici alespoii jednu cestu z qo“(u"’) = €,
a neobsahujici Zddnou cestu z ¢ ~!(v*) = €,, pfitemZ Zddnd podmnoZina mnoZiny U
mohutnosti mensi neZ wg(u®, v™) tuto vlastnost nemd.

Dile je-li u® € U®, v e U, pak hranovy stupeii souvislosti uzli 4%, v v grafu G je
takové nezdporné celé &islo og(u®, v), Ze existuje podmnoZina R mnoZiny H, kterd
md mohutnost ¢4(u®, v) a v grafu vzniklém z G odstran&nim mnoZiny R existuje
komponenta obsahujici uzel v a neobsahujici Zddnou cestu ndleZejici konci €, =
= ¢~ }(u*) grafu G, pfidemZ ?4dnd podmnoZina mnoZiny H mohutnosti mensi neZ
o6(u®, v) tuto vlastnost nemd. Je-li u e U, v° e U®, je a4(u, v°) = a4(v™, u). Je-li
u® e U®, v° € U®, pak hranovy stupeii souvislosti uzlii u® a v® v grafu G je takové
nezdporné celé ¢islo o-G(u°°, v®), Ze existuje podmnoZina R mnoZiny H hran grafu G,
kterd m4d mohutnost og(u*, v°) a v grafu vzniklém z G odstran&nim mnoZiny R
existuje komponenta obsahujici alespoii jednu cestu z €, = ¢~ '(u*) a neobsahujici
Zédnou cestu z €, = ¢~ '(v®), pfi¢emZ Z4dnd podmnoZina mnoZiny H mohutnosti
men3i neZ og(u®, v°) tuto vlastnost nemd.

Snadno nahlédneme, Ze jak uzlovy, tak hranovy stupeil souvislosti mezi libovolny-
mi dvéma uzly, vlastnimi nebo nevlastnimi, definovany zde jako kone&éné &islo, vidy
existuje. Je-li n&€ktery z uzli u, v vlastni, napfiklad u, pak wG(u, v) nemiiZe byt vEtsi
neZ stupefi uzlu u (ktery je kone&ny, protoZe graf G je lokdln¥ koneny), protoZe
odstranénim vSech uzlli incidentnich s u a vSech hran incidetnich s t&€mito uzly z G
vznikne graf, v némZ u bude isolovanym uzlem a tedy bude tvofit komponentu obsa-
hujici u a neobsahujici Zddny jiny uzel a tedy ani Zidnou nekone&nou cestu. Jsou-li oba
uzly u, v nevlastni, pak u = ¢(€,), v = ¢(E,), kde €,, €, jsou volné konce grafu G;
podle pfedpokladu €, # €,. ProtoZe €, je volny konec, existuje konend mnoZina
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uzld T < U takovd, Ze v grafu vzniklém z G odstranénim mnoZiny T a viech hran
incidentnich s uzly z T existuje komponenta obsahujici alespoii jednu cestu z €,
a neobsahujici Zddnou cestu z jiného konce neZ €,, tedy ani z konce €,. Stupeii
souvislosti wg(u, v) musi byt mensi nebo roven mohutnosti této mnoZiny T a je tedy
také kone&ny. Déle je zfejmé, Ze po odstran¥ni kone&ného podtu uzld (a hran inci-
dentnich s témito‘uzly) z grafu G neexistuji dvé riizné komponenty, které by obsaho-
valy cesty z téhoZ konce €. Je-li totiz V, € €, V, € €, ob€& cesty V,, V, jsou v grafu
vzniklém odstranénim T z G, pak podle definice existuje jednosmérné nekoneénd
cesta W, kterd md stdle s obéma cestami V; a V, spoleéné uzly. Pouze koneény poclet
uzli cesty W miiZe ndleZet do T a tedy v grafu vzniklém odstranénim mnoZiny T bude
vZdy existovat zbytek cesty W, ktery bude mit stdle s cestami V; a V, spole&né uzly,
tudiZ V; a V, budou ndleZet téZe komponentg.

Je¥t¢ definujme uzlovy stupeii nevlastniho uzlu. BudiZ u®eU®, u® = ¢(€),
kde € je volny konec grafu G. BudiZ T, uzlovy fez grafu G oddélujici € od ostatnich
konct grafu G, budiZ G, ta komponenta grafu vzniklého z G odstranénim fezu T,
kterd obsahuje alespoii jednu cestu z €. Pro kaZdé pfirozené &islo n oznaéme G,
podgraf grafu G, vytvofenymi viemi uzly x takovymi, Ze min &(x, y) = n kde &(x, y)

yeTo

je vzddlenost uzlli x a y v G. Zfejmé& vSechny G, jsou neprdzdné. Graf G, totiZ obsa-
huje alespoii jednu nekoneénou cestu, tedy obsahuje nekone¢né mnoho uzli. Proto-
Ze G je lokdln& konedny, je podet uzlii majicich vzddlenost od daného uzlu mensi neZ
dané &islo vZdy konedny. ProtoZe T, je koneénd mnoZina, je také potet uzll z G,
nepatficich do G, koneény, tedy G, je neprdzdny a Ize snadno dokdzat, Ze obsahuje
alespoil jednu cestu z € pro kaZdé n. Nyni pro kazdé ptirozené &islo n sestrojme
graf G, tak, Ze ke grafu G, pfiddme uzel a, nepatfici do G, a spojime jej se v§emi uzly
grafu G,, které jsou v G spojeny s uzly nepatficimi do G,. Zkoumejme nyni posloup-
nost &isel wg,(a,, ™) pro viechna pfirozend n. M&me m < n. Pak zfejm& G, je
podgrafem G,. V grafu G, existuje uzlovy fez T mohutnosti wg,(a, u*) odd&lujici a,,
od u®; uzly tohoto fezu jsou oviem rizné od a, a lezi tedy i v G,. Kazdé cest€ Vv G
patfici do € a vychdzejici z n€jakého uzlu nepatticiho do G, odpovidd jednoznalné
cesta V' v G, pattici do €, vychdzejici z a, a takovd, Ze jeji zbytek vznikly odstran&nim
uzlu a, a hrany s nim incidentni je totoZny s urlitym zbytkem cesty V. Ponévadz
odstran&nim fezu Tz G, se zrusi viechny nekoneéné cesty vychdzejici z a, a patfici
do @, zrusi se i viechny cesty v G (tedy i v grafu G,,, ktery je podgrafem grafu G)
vychdzejici z uzlil nepatticich do G, a pattici do €. Uzly spojené s a,, v G,, nepatfi
do G,. Je-li totiZ x takovy uzel, je x spojen v G s uzlem nepatficim do G,, tedy bud

s uzlem z T, nebo s uzlem z grafu G, pro n&Z min &(y, z) < m (s uzlem nepatficim
yeTo
do T ani do G, nemuiZe byt spojen, protoZe graf G; by pak nebyl komponentou
grafu G’). Pak oviem (), x) < d(y, z) + 1 pro viechna y € T a tedy min d(x, y) <
yeT
<mind(y,z) + 1 <m + 1 < n, tedy x nepatfi do G,. Odstranime-li tedy z G,
yeT

uzel a,, a hrany s nim incidentni, vznikne z G,, graf G, a z kazdé cesty (jednosm&rné
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nekonegné) v G, vychdzejici z a, a patfici do € cesta v G,, vychdzejici z uzlu nepat¥i-
ciho do G, a patfici do €. V3echny tyto cesty jsou zrueny odstranénim fezu T (proto-
Ze jsou zruleny uréité jejich zbytky) a tedy i cesty vychdzejici z a,, a patfici do € jsou
zruSeny odstranénim fezu T z grafu G,. Z toho plyne wg (a3, u®) < wg(a,, u®)
a posloupnost {wg,(a,, u®)}., je tedy neklesajici. Ponévad? jde o celo&iselnou
posloupnost, je bud lim wg,(a,, u®) = o, nebo lim wg,(a,, u®) = k, kde k je urtité

n—w n— o
pfirozené &islo; to nastane tehdy, jestliZe existuje N takové, Ze pro n > N je
wg,(an u®) = k. Oznadme @g(u®) = lim wg (a,, u®) a nazyvejme toto &slo (respek-
n— oo
tive symbol c0) uzlovym stupném uzlu u® v grafu G.
DokdZeme dvé véty; z nich potom vyplyne nezdvislost hodnoty gs(4®) na volbd
fezu T,.

Véta 1. Budi¥ u® nevlastni uzel lokdlné koneéného grafu G odpovidajici volnému
konci € tohoto grafu. BudiZ gg(u®) konecné Cislo. Pak v G existuje systém og(u®)
cest z €, z nichZ Zddné dvé nemaji spolecny vlastni uzel, a neexistuje takovy systém
0 vice neZ gg(u®) cestdch.

Diikaz. Jak bylo uvedeno vyse, existuje pfirozené &islo N takové, Ze pro v8echna
n > N je wg (a, u®) = g6(u®). Vezm&me tedy n > N a uvazujme graf G,. V grafu
vzniklém z G, odstranénim libovolnych gg(u®) — 1 uzlt musi existovat alespoii jedna
cesta z a, do u®, tedy jednosmé&rné nekoneénd cesta vychdzejici z a,. Podle Halinovy
citované véty v G, existuje o4(1™) jednosm&rn& nekonednych cest vychdzejicich z a,
nemajicich spole¢né uzly kromé a,. Po odstranéni uzlu a, z G, vzniknou z téchto cest
jednosmérné nekoneéné cesty, z nichZ zidné dvé nemaji spoleény uzel. VSechny tyto
cesty patfi do €, nebof leZi v G, a graf G, neobsahuje Zddnou jednosmé&érné& nekoned-
nou cestu nepatfici do €.

Predpoklddejme nyni, Ze existuje systém &’ sloZeny z gg(u*) + 1 takovychto cest.
Je-li V cesta z tohoto systému, oznaéme «(V') takové pfirozené &islo, Ze podateéni uzel
cesty V patii do G,y, a nepatii do G,y)+ ;. Zvolme nyni n v&3i neZ maximum (V)
pies viechny cesty V ze systému &’ a uvaZujme G,. KaZd4 cesta z &'md uréity zbytek
obsaZeny v G,, jehoZ pocdteéni uzel je jeden z uzli spojenych v G s uzlem nepatficim
do G, a tedy je v G, spojen s a,,. Z toho vyplyvd, Ze v G, existuje o(u) + 1 jednosmér-
n& nekone&nych cest vychdzejicich z a, a patficich do €, které nemaji spolecné uzly
krom& a, K jejich zrufeni je tfeba odstranit nejmén& og(u®) + 1 uzld, tedy
wg,(a, u®) 2 og(u®) + 1, coZ je spor.

Véta 2. BudiZ u® nevlastni uzel lokdIné koneéného grafu G odpovidajici volnému
konci € tohoto grafu. Budi? gg(u™) = 0. Pak pro kaZdé pFirozené k v G existuje
systém k cest z €, z nichZ Zddné dvé nemaji spolecny vlastni uzel.

Dukaz je analogicky dukazu véty 1.
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Disledek. Stupersi nevlastniho uzlu og(u ®) nezdvisi na volbé Fezu T, z jeho definice.

Dikaz. Je-li aq(u“’) kone&ny, pak podle véty 1 je roven maximdlnimu moZnému
po&tu uzlové disjunktnich cest patficich do €; tento pocet je v tomto p¥ipad& koneény
a nezdvisi oviem na volb& T;,. Rovnost gg(u®) = oo podle véty 2 plati prdvé tehdy,
existuji-li systémy uzlov& disjunktnich cest o libovolném kone¢ném pocltu prvki;
tento fakt samozi‘éjmé také nezdvisi na volbé T,.

Véta 3. BudteZ u, v dva uzly lokdlné konecéného grafu G, vlastni nebo nevlastni.
Nutnou a postacujici podminkou, aby platilo wg(u, v) = n, kde n je celé nezdporné
dislo, je, aby maximdlni mohutnost systému cest z u do v, které nemaji kromé u a v
spoleéné uzly, byla rovna n.

Ditkaz. Jsou-li 4 a v vlastni uzly grafu G, jde o Mengerovu vétu zobecnénou P.
ERDOSEM na nekone&né grafy [4]. Necht tedy je u e U®, ve U. Je tedy u = ¢(€),
kde € je volny konec grafu G. Pfedpoklddejme nejprve, Ze existuje mnoZina T mo-
hutnosti wg(u, v), kterd odd&luje € od v i od ostatnich konci grafu G. Budiz H graf
vznikly z G odstran&nim mnoZiny T a hran incidentnich s uzly této mnoZiny, budiZ H
jeho komponenta, kterd obsahuje alespoil jednu cestu z € a neobsahuje Zddnou cestu
z jiného konce neZ €. BudiZ H, graf vznikly z G odstranénim vSech uzlii komponen-
ty H, a hran incidentnich s témito uzly. Graf H, sestrojime tak, %e ke grafu H,
ptiddme uzel a a spojime jej se viemi uzly z T. KaZdé cest& ¥z v do u (nekone&né) v G
je tedy jednoznadné pfifazena (konednd) cesta V' z v do a v H ,, kter4 se sklddd z useku
cesty ¥ z v do prvniho uzlu z T obsaZeného ve V a z hrany spojujici tento uzel s a.
Existuje fez T’ v H, obsahujici wg,(a, v) uzli réznych od a, jehoZ odstranénim se
zrudi v8echny cesty z v do a v H,; tim se oviem zrusi i viechny tseky cest vychdzeji-
cich z v a patficich do €, které spojuji v s nékterym uzlem z T, tudiZ v§echny cesty z v
do u a je wg(u, v) < wg,(a, v). ProtoZe v¥ak fez T odd&luje a od v, je pravé we(u, v) =
= wg,(a, v). Podle Mengerovy véty existuje v A, systém cest &, z v do a mohut-
nosti wg(u, v), z nichz Z4dné dv& nemaji spoletny uzel krom& v a a. Odstran&nim
uzlu a z A, dostaneme wg(u, v) cest z v do uzlii z T, z nichZ Zddné dv& nemaji spoledny
uzel kromé& v. KaZdy uzel z T je zfejm& koncovym uzlem prdvé jedné z nich. Nyni
oznadime H, podgraf grafu G vznikly odstranénim uzld vSech komponent riznych
od H, a hran s nimi incidentnich. Graf H, z n&ho sestrojime tak, Ze pfiddme k H,
uzel b (nepattici do H,) a spojime jej se viemi uzly z H,. Snadno dokdZeme (analogic-
ky pfedchozim ﬁvahém), Ze po odstrangni libovolnych wg(u,v) — 1 uzld z H; bude
existovat alespofi jedna cesta z b do u (v opadném piipad¥ by neexistovala ani v G
cesta z v do u) a tedy existuje wg(u, v) jednosmérn& nekonednych cest v H 5 vychdzeji-
cich z b; tyto cesty patfi do €, protoZe jiné nekone&né cesty se v H ; nevyskytuji; tedy
spojuji b s u. Odstran&nim uzlu b vzniknou z t&chto cest cesty spojujici uzel z T
s uzlem u; Zddné dv& z téchto cest nemaji spoleény vlastni uzel. Kazdy uzel z T je
zfejmé& podédteénim uzlem prdvé jedné z nich, systém t&chto cest oznadme &”. Nyni
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vezméme systém & cest z v do u, z nichZ kaZd4 je sjednocenim cesty z &’ s cestou z &”,
kterd s ni md spoleény uzel z T; tento systém zfejmé& je hledanym systémem.

Nyni pfedpoklddejme, Ze viechny uzlové fezy oddélujici € od ostatnich koncl
grafu G maji v&t3i mohutnost neZ wq(u, v). Zvolme tedy uzlovy fez T odd&lujici u od v
minimdlni moZné mohutnosti, tedy wg(u, v); graf vznikly z G odstrangnim T oznad-
me G’. Komponenta grafu G’ obsahujici cesty patfici do € obsahuje tedy také nékteré
cesty nepatfici do €. BudiZ nyni T’ mnoZina uzli minimdlni mohutnosti oddé&lujici
v G konec € od ostatnich konci; jeji mohutnost budiZ ¢'; zfejm& t' > wg(y, v).
MnoZina T’ zfejmé oddé&luje u a v v grafu G. BudiZ H; podgraf grafu G vytvofeny
vSemi uzly grafu G s vyjimkou uzlii komponenty grafu vznikiého z G odstranénim T,
kterd obsahuje cesty z €. Budi? | graf vznikly tim, ¥e k H| pfiddme uzel a nepatfici
do H/ a spojime jej se v§emi uzly mnoZiny T". Podobng jako v prvnim p¥ipad€ bychom
dokdzali, Ze T je minimdlni uzlovy fez odd&lujici v a a v B, a tedy wg,(a,v) =
= wg(u, v). Existuje tedy systém wg(u, v) cest z v do a, z nichZ Z4dné dv& nemaji
spoleéné uzly krom& v a a. Odstran&nim uzlu a dostaneme z nich systém wg(u, v)
cest &' z v do uzli mnoZiny T, z nichZ Zddné dv€ nemaji spoledny uzel kromé v.
KaZzdy uzel mnoZiny T’ je zfejm& koncovym uzlem nejvySe jedné z t&chto cest. Ddle
ozna¢me H, podgraf grafu G vytvofeny uzly mnoZiny T’ a komponenty grafu vznik-
1ého z G odstranénim mnoZiny T", kterd obsahuje alespoti jednu cestu z €. Graf A,
vznikne pfiddnim uzlu b ke grafu H, a jeho spojenim se v§emi uzly mnoZiny T'. Opét
analogicky vySe uvedenému dokdZeme, Ze wg,(b, u) = t' (vzhledem k minimdlnosti
mnoZiny T'). Po odstran&ni libovolnych ¢ — 1 uzld z A, tedy bude v¥dy existovat
nekoneénd cesta vychdzejici z a; tudiZ existuje ¢’ jednosmérné nekoneénych cest
vychdzejicich z a v H,, z nichZ ?4dné dv& nemaji spoleény vlastni uzel krom& a.
Odstranénim uzlu a dostaneme ¢’ jednosmé&rné nekonednych cest v H, vychdzejicich
z uzli mnoZiny T’ a nemajicich spole¢né vlastni uzly; kazdy uzel mnoZiny T’ je
zfejm& poldteénim uzlem pravé jedné z nich; systém t&chto cest oznaéime &”. Sjed-
notime-li nyni kaZdou cestu V; z &’ s cestou V, z &” takovou, Ze jeji poldteéni uzel
splyvd s koncovym uzlem cesty V; riznym od v (tedy v T’), dostaneme wg¢(y, v)
hledanych cest.

Pro pfipad u e U®, v € U” je diikaz analogicky. Tam, kde se v pfede§lém pfipadé
uZivalo Mengerovy véty pro vlastni uzly, pouZije se vysledku pfedeslého pfipadu pro
jeden uzel vlastni a druhy nevlastni.

Nyni podobné jako jsme sestrojovali grafy G, pti definici uzlového stupn& nevlast-
niho uzlu, budeme sestrojovat pro uréity nevlastni uzel u® grafy G°. BudiZ opét
zvolen uréity fez T odd&lujici konec € = ¢~ *(u™) od ostatnich konci grafu G a budiz
graf G, definovdn stejné jako v definici uzlového stupné nevlastniho uzlu u®. Nyni G2
budiZ podgraf grafu G vytvofeny sjednocenim mnoZiny uzll grafu G nepatficich
do G, s mnoZinou T. Graf G¢ vznikne z grafu G? pfiddnim uzlu b, a spojenim tohoto
uzlu se viemi uzly mnoZiny T. DokdZeme vétu.

Véta 4. Budi? u™ nevlastni uzel lokdlné konecného grafu G. Budte? grafy G°
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a uzly b, definovdny pro uzel u®, jak je uvedeno vyse. Budiz v libovolny uzel grafu G,
vlastni nebo nevlastni, rizny od u®. Pak pro dostateéné velkd n jevv G? a

lim wg, o(v, b,) = wg(v, u®).

n— o

Dikaz. Podopné jako jsme dokdzali, Ze posloupnost {wg, (a,, #*)}%, je neklesa-
jici, dokdZeme, Ze posloupnost {wg, o(v, b,)}i, je nerostouci. Je-li nyni T* fez mini-
mdlni mohutnosti, tedy mohutnosti wg(v, u®), odd&lujici v a u®, budiZ N p¥irozené
&islo takové, Ze Zddny uzel grafu Gy nepatti do T’. Takové &islo existuje — stadi vzit

N > max min §(x, y). Zfejmé& pro viechna n > N mnoZina T’ oddéluje uzly v
xeT’ yeT

a b, v Gy, tedy pro tato n plati wg,o(v, b,) < wg(v, u®). TudiZ také lim wg,o(v, b,) <
< wg(v, u®). Kdyby platila ostrd nerovnost lim wg o(v, b,) < wg(v, u®), znamenalo

by to, Ze existuje m takové, Ze wg,o(v, b,,) < wg(v, u™). Tedy odstrangnim mén& nez
wg(v, u®) uzlt z GY, by se zrugily viechny cesty z v do b,, a tudiZ (co% bychom dokdzali
analogicky pfedeslym diikaziim) také viechny cesty z v do u®, &mZ bychom dostali
Spor.

Véta 5. BudiZ u € U, v° € U®. Pak existuje uzel w e U takovy, %e
wg(u, w) < wgu, v°).

Dukaz je jednoduchy. Budiz T fez mohutnosti wg(u, v™) odd&lujici uzly u a v>.
BudiZ G, komponenta grafu vzniklého z G odstran&nim T, kterd obsahuje alespoii
jednu cestu z € = ¢ ~*(u*), budiZ w libovolny jeji (vlastni) uzel. Pak Toddé&luje u a w
a tedy wg(u, w) £ wg(u, v*).

Disledek. Uzlovy stuperi souvislosti w(G) grafu G je minimum viech wg(u,v),
kdeueU,ve U, u + vauavnejsou spojeny hranou.

Dikaz: Je zndmo, Ze o(G) je minimum viech wg(u, v), kde u € U, ve U (oviem
pouze v grafu, ktery neni uplny). Je-li nyni u € U, ve U®, pak podle vty 5 existuje
uzel we U tak, Ze wg(u, w) < wglu, v). Protoze ue U, weU, je wg(u, w) = (G)
a tedy také wg(u, v) = @(G). Podobn¥ bychom dokdzali, Ze wg(u, v) = @(G) i v pii-
padech ue U®, veU aueU®, ve U®. Minimum wG(u, v) se tedy nezméni, prida-
me-li takovd wg(u, v), kde n&ktery uzel je nevlastni.

Nyni si v§imnéme artikulaci a &lent grafu. Tyto pojmy, jak ukdZeme, souvisi
tésné s pojmem uzlového stupné nevlastniho uzlu.

Véta 6. BudiZ u® = ¢(€) nevlastni uzel lokdlné konecného grafu G. Je-li gg(u™) =
= 1, pak kaZdd cesta z € obsahuje nekonecny pocet artikulaci grafu G. Je-li
06(4®) 2 2, pak existuje ¢len grafu G, ktery obsahuje zbytky vSech cest z €.
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Ditkaz: BudiZz Ve €. ProtoZe pocet uzli z G, nepatficich do G, je pro kaidé G,
kone¢ny, obsahuje cesta V uzly z G, pro libovoln& velkd n (grafy G, a uzly a, byly
definovdny v definici uzlového stupn& souvislosti grafu). Pfedpoklddejme, Ze V obsahu-
je pouze koneény podet artikulaci a existuje tedy N takové, Ze pro n > N zbytek cesty V
leZici v G, neobsahuje artikulace. BudteZ v,, v, uzly takového zbytku, znamen4 to, Ze
wg(vy, v;) 2 2, protoZe v opaéném piipad® by kaZdd cesta spojujici v, a v, musela
obsahovat artikulaci (viz [4]). Necht v, leZi v G,,,, pro n&jaké m = 2 a v, lezi v G;
pro | < m a nele#i v G, ;. Vezm&me nyni graf G{, (vzhledem k témuz u® a T jako
grafy G,); zfejmé& uzel v, v ném leZi, nebot neleZi v G, a leZi v G,. Uzel v, je spojen
v G alespoti s jednim uzlem z G2, oviem se Zzddnym uzlem z GO _,. Uzel b,,_, je v G2,
spojen prdvé se viemi uzly z G, nepatficimi do G,,_,. Kazdy fez T’, ktery oddé¢-
luje v, od b,,_, v G%_,, odd&luje tedy i v, od v,, tudiZ we(vy, v,) < wg,,_,0o(V1, bp—1)-
ProtoZe wg(vy, v,) 2 2, je také wg,, _,o(vy, b,-,) = 2. Toto plati zfejm& pro viechna
m > | a tedy také lim wg,,_,o(vy, by—y) = 2; tato limita je oviem rovna wg(v,, u®).

m-— oo
Existuji tedy podle véty 3 dvé cesty z €, které vychdzeji z v, a nemaji spole€ny vlastni
uzel kromé v,. Vezmeme-li nyni zbytky téchto cest vzniklé odstranénim u,, dostdva-
me dv€ jednosmérné nekonetné cesty pattici do € bez spoleCnych vlastnich uzli,
tedy og(u®) = 2. Je-li tedy ¢g(u*) = 1, musi kaZdd cesta Ve € = ¢~ '(u*) obsaho-
vat nekone¢né mnozZstvi artikulaci.

Necht nyni g5(14™) = 2. Potom existuji dvé cesty V; a ¥, patfici do € bez spolec-
nych vlastnich uzl. ProtoZe V, a V, patfi do téhoZ konce €, existuje cesta W, kterd
md s V; a V, stdle spole€né uzly. Vezmé&nie tsek W’ cesty W spojujici uzel v} cesty V,
s uzlem v} cesty ¥, a nemajici kromé v} a v} spole¢né uzly s V; a V,. Déle oznaéme Vj,
V, po fadé zbytky cest V;, V, jejichZ po&dteéni uzly jsou po fadé v}, v;. M&me nyni
hranu h, cesty V; a hranu h, cesty V;. Budiz V7 (resp. V3) zbytek cesty V; (resp. V;)
neobsahujici hranu h; (resp. h,). Cesta W musi mit spole€né uzly s useky V7, V5
a tedy existuje usek W” cesty W spojujici uzel v cesty V] s uzlem v, cesty V% a nemajici
spole¢né vniténi uzly s V' a s V4. Useky W', W”, Gisek cesty V{ z v} do v} a usek cesty ¥,
z v} do v} tvofi dohromady kruZnici obsahujici hrany h, h,.Je tedy h, - h,, kde - 0zna-
¢uje relaci definovanou v [4] na mnoZin& hran grafu tak, Ze dv€ hrany jsou v této relaci
pravé tehdy, jsou-li bud totoZné, nebo existuje-li kruZnice obsahujici ob& tyto hrany.
ProtoZe h, a h, jsme volili libovolng, plati h, - h, pro kaZdou hranu h, z V] a kaZdou
hranu h, z V,. ProtoZe tato relace je ekvivalenci, bude platit i h; o hj, h, o h} pro
libovolné hrany h, a h} zV] a h, a h}, zV;. Clen grafu je v [4] definovdn jako podgraf
vytvofeny hranami ndleZejicimi jedné t¥idé této ekvivalence a jejich koncovymi uzly.
Tedy Vi a V, patfi do téhoZ &lenu grafu G. Mé&me nyni libovolnou cestu V; € €.
Existuje cesta W, kterd md s cestami Vj,V, stdle spole¢né uzly. Budiz W; tusek
cesty W, spojujici uzel v} z V| s uzlem vy z V, a nemajici kromé v} spole¢ny uzel s V|
a kromé& v, spole¢ny uzel s V; (tento usek se na rozdil do pfipadu cest V;, V, mizZe
sklddat i z jediného uzlu — spoleéného uzlu cest V7, V;). BudteZ po fad¥ Vi, VY

"

zbytky cest V3, V4, jejichZ po&dtedni uzly jsou po fad® v, v7. BudiZ h, libovolnd hra-
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na cesty V5 a budiZ V7 zbytek cesty V;, jehoZ po&dte&ni hranou je hj. Jestlize Vi a V'
-nemaji spole¥né uzly, dokdZeme podobn& jako pro V; a V;, e pro libovolnou hranu A’
cesty V7 plati h' o h;. Jestlize V3 a V| maji spoleéné uzly, budiZ x prvni uzel cesty V'
riizny od jejiho poddtedniho uzlu, ktery patii rovn&z cest® V7 (prvni ve smyslu uspo-
¥4ddni uzli cesty V5 podle vzddlenosti od pocdteéniho uzlu této cesty brané po této
cest&). Uzel x je rizny od vy, protoZe jinak by usek W, mé&l dva spoletné uzly s cestou
V, — uzly v; a x (v; # X, protoZe x patti zbytku V5 cesty V5 a neni jeho po&dtednim
uzlem). Vezm¥me tedy Usek W,, tsek cesty V3 z vy do x a usek cesty VY z vy do x.
Tyto tuseky tvofi kruZnici, kterd obsahuje hranu h; a n&jakou hranu h, cesty V7
a tedy i cesty V;. Je tedy hj o h,, kde h, patfi do V] a tedy hrana h, (kterd je libovoln&
zvolenou hranou cesty V;) patfi do téhoZ &lenu jako hrany cesty V; a V; (protoze o je

ekvivalence).

Budeme tedy Fikat, Ze nevlastni uzel u® patfi do &lenu M grafu G prdvé tehdy,
jestliZe kaZdd cesta konce € = ¢ ~!(u®) md zbytek v M. Je-li ¢g(u*) = 1, pak fikdme,
Ze u® tvofi sdm Clen o jediném uzlu. Zfejmé plati dalsi véta.

Véta 7. BudteZ u, v dva uzly souvislého lokdiné konecného grafu G, vlastni nebo
nevlastni, u % v. Uzly u, v patFi témuZ élenu M grafu G pravé tehdy, je-li wG(u, v)
2 2, anebo jsou spojeny hranou.

Dikaz. Jsou-li u, v vlastni, jde o zndmé tvrzeni. Nechf tedy ve U®, ve U. Je-li
og(u, v) 2 2, znamend to, Ze existuji dv& cesty Vy, V, z v do u, které nemaji spolené
vlastni uzly kromé& v. Je-li h, hrana cesty V, a h, hrana cesty V,, budtez ¥y, V, po fadé
zbytky cest V,, V, neobsahujici po fad¥ hrany h,, h,. ProtoZe V, a V, patfi témuz
konci grafu G, existuje cesta W, kterd md stdle s cestami V; a ¥V, spole¢né uzly. Budiz
tedy W, tusek cesty W spojujici uzel w, cesty V] s uzlem w, cesty ¥, a nemajici kromé
w, a w, spoleéné uzly s V{, V,. Pak tsek W,, tsek cesty V; z v do w, a usek cesty V,
z v do w, tvoki kruZnici obsahujici h, a h,. Tedy cesty V; a V, ndleZeji celé do jednoho
&lenu M grafu G, a podle véty 6 a po ni vyslovené definice u patfi téZ do ¢lenu M.
Je-li nyni wg(u, v) = 1, pak bud gg(u) = 1, nebo gg(u) 2 2. V prvnim pfipadé u
tvofi ¢len o jediném uzlu, tedy v do tohoto €lenu nepatfi, ponévadZ v 3 u. V druhém
ptipad¥ existuje uzel a odd&lujici v od u (artikulace), tedy od zbytku n¥které cesty
patfici do €. Tento zbytek a s nimuzel u leZi tedy v jiném Clenu neZ uzel v. V ptipadé
ueU®, ve U” je dikaz analogicky.

Nyni budeme zkoumat otdzky tykajici se hranového stupné souvislosti. K tomuto
udelu budeme nejprve definovat urdity specidlni graf pfifazeny danému grafu. BudteZ
u,; (i eI) uzly grafu G (vlastni), mnoZinu t&chto uzlt oznatme U. Budtez “h;;(x € K)
hrany spojujici uzly u,u; (1 i< n, 1 <j < n, i+ j), pokud existuji. Graf G*
obsahuje viechny uzly i hrany grafu G, graf G viak neni podgrafem grafu G* (neni
zachovdna incidence uzlti a hran). Existuje-li v G hrana *h;; spojujici uzly u;, u;,
existuji v G* uzly “u}, *u] (neobsaZené v G) a hrany °hj, *h] (neobsaZené v mnoZiné H
hran grafu G) tak, Ze °h} spojuje u,, “u}, *h} spojuje uj, “ul, *h,; spojuje “ul, “ui. Ddle
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je-li uzel u; v G incidentni s hranami ®h;;, °h,, (1 £ k < n, k + i, k * j), pak v G*
existuje hrana **h/* ¢ H a spojuje “ul, Pu¥. Pfitom je “u) = Pul, *h) = Ph} prévé
tehdy, je-li soudasn& a = B, i = k, j = I a ’hi* = ™ prdvé tehdy, je-li soutasn¥
{a, B} = {1, 6}, i = I, {j, k} = {m, n} (jakoZto neuspofddané dvojice).

Obr. 1.

Pfiklad grafu G* pfifazeného grafu G je na obr. 1.

MnoZinu uzld, sklddajici se ze viech uzli, které maji dole index.i, budeme znadit U;.
Je zfejmé, identifikujeme-li v§echny uzly mnoZiny U; pro kazdé i v G*, dostaneme
z grafu G* graf G. .

O grafu G* plati jedna dileZitd véta.

Véta 8. Nechfu e U, ve U. Pak og(u, v) = wg(u, v).

Diikaz. BudiZ 'x uzel grafu G* a {*x} + U, pro Zddné i. BudiZ *G* graf vznikly
odstranénim uzlu x z G* a budiZ ! G graf vznikly z ! G* identifikaci uzli mnoZiny U,
pro kazdé i. Je 'x € U; pro urdité I. Je-li 'x € U, neni incidentni s hranou mnoZi-
ny Ha'G = G. Neni-li x € U, pak je *x incidentni prévé s jednou hranou ‘h mno#i-
ny H a 'G je graf vznikly z G odstranénim prdvé této hrany 'h. MnoZinu sklddajici
se ze v8ech uzlit mnoZiny U a z koncového uzlu hrany *h rtizného od x oznadme !U. .
BudiZ 2x uzel grafu *G*, {'x, 2x} # U, pro Z4dné i, a 2G* graf vznikly z 'G* odstra-
n&nim uzlu %x a 2G graf vznikly z 2G* identifikaci uzld mnoZiny U, pro kaZdé i.
Je-li 2x € 'U, pak %G = !G, je-li 2x ¢ U, pak 2x je incidentni v G prdv& s jednou
hranou 2h € H a graf >G vznikne z 'G odstran&nim pr4vé této hrany 2h. Analogicky
miZeme vzit 2U, 3x, 3G atd. Dochdzime k zdvéru: odstranime-li n uzli z G* tak,
abychom neodstranili viechny uzly n&které z mnoZin U, (podminka P), dostdvdme
graf "G*, z n&hoZ identifikaci uzlid mnoZiny U, pro kaZdé i dostaneme graf "G, ktery
vznikne z G odstranénim nejvy$e n hran. Chceme-li dosdhnout toho, aby uzly u, v
Vv "G spolu nesouvisely, nemusime porusit podminku P, protoZe odstranime-li
viechny uzly kromé u; z mnoZiny U, pro n&které i, je u; v "G* i v "G isolovanym
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uzlem a nic bychom tedy nezménili na souvislosti uzli u, v, kdybychom jej odstranili.
Je tedy wge(u, v) = 06(u, v). Je-li R hranovy fez minimdlni mohutnosti odd&lujici u
a v v G, pak je hranovym fezem minimdlni mohutnosti i v G*. Oznaéme P mnoZinu
koncovych uzl hran mnoZiny R, které ndleZeji téZe komponent& grafu vzniklého z G*
odstran&nim fezu R. Odstran&nim mnoZiny P (je zfejm& u ¢ P, v ¢ P) odstranime sou-
&asné viechny hrany hranového fezu P, ¢imZ se zrusi souvislost uzli u a v. Je tedy
g4, v) S 06(u, v). Ziejm& tedy plati wg.(u, v) = og(u, v).

Zde se mluvilo zatim pouze o vlastnich uzlech grafu. Lze v§ak mluvit v souvislosti
s grafem G* i o nevlastnich uzlech. M&jme ddny dv€ jednosmérné nekoneéné cesty ¥,
a V, v grafu G a necht tyto cesty ndleZeji témuZ konci € grafu G. BudiZ nyni V7
(resp. V3) jednosm&rn& nekonetnd cesta v grafu G*, jejiz viechny uzly patfici do U
jsou pravé viechny uzly cesty V; (resp. V) a vyskytuji se po této cesté ve stejném po-
fadi jako po cest& V; (resp. V,). Snadno bychom dokdzali, Ze cesty VT a V7 ndleZeji
témuz konci €* grafu G*. Je-li v grafu G nevlastni uzel u® = ¢(€) (za pfedpokladu,
Ze konec € je volny), pak tentyZ uzel u® p¥ifadime i konci €* grafu G* (ktery bude
ziejmé& také volny). Pak analogicky v&t& 8 pro vlastni uzly miZeme dokdzat i zobecng-
ni této véty.

Vita 8a. Nechf ue U, ve U. Pak wg.(u, v) = o4(u, v).

Pomoci grafu G* ted vyslovime vétu analogickou Mengerové vét€ pro hranovy
stupeii souvislosti a pro vlastni a nevlastni uzly. Pro vlastni uzly je tato véta zndma,
viz napf. [3]. Nejprve viak vyslovime lemma.

Lemma. BudiZ G* graf pfifazeny grafu G vySe popsanym zpiisobem. BudteZ u, v
uzly grafu G, u £ v. V grafu G existuje k cest z u do v z nichZ #ddné dvé nemaji
spolecné uzly kromé u a v prdvé tehdy, jestlize v G existuje k cest z u do v, z nichZ
Zddné dvé nemaji spoleénou hranu.

(Uzly u a v mohou byt oviem vlastni i nevlastni.)

" Dukaz. Necht v G* existuje k cest z u do v, z nichZ Zddné dv€ nemaji spolené
uzly kromé u a v. Provedme identifikaci uzld mnoZiny U, pro kazdé I, ¢imz z grafu G*
vznikne graf G. Z kazdé cesty C* v G* vznikne cesta C v G, kterd obsahuje viechny
hrany z H, které byly obsaZeny v cest& C* (protoZe hrany ’h,, jsou jediné hrany
spojujici uzel z U,, s uzlem z U, v G*). Nemaji-li tedy libovolné dv& cesty v G* spo-
le¢nou hranu, nemaji ji ani cesty z nich vznikié identifikaci uzlii mnoZiny U; pro
kaZdé 1. Nechf nyni v G existuje k cest Cy, ..., C, z u do v, z nichZ Zddné dv&€ nemaji
spole¢nou hranu. Sestrojime v G* systém cest C7, ..., C; z u do v ndsledujicim zptso-
bem. Cesta C; (« = 1,..., k) obsahuje vSechny hrany cesty C, a také uzly u, v.
Obsahuje-li C, hranu #h;;, znamend to, Ze cesta C} obsahuje jeji koncovy uzel
(v G*)ul. Pak C} obsahuje také hranu *h} spojujici uzly “u,, Pu}. Analogicky pro
hranu ’h;,. Obsahuje-li nyni C, hrany "h,,,,, *h,q a jejich spole¢ny koncovy uzel
(v G) u,, obsahuje C; koncovy uzel (v G*) *uj, hrany °h,, a koncovy uzel uj hrany “h,,.
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Pak obsahuje také hranu "‘h;‘," spojujici uzly "u;, ‘ul. Tim je cesta C; ur&ena. Viechny
cesty C7, ..., C¥ obsahuji pouze koncové uzly v G* hran z mnoZiny H hran grafu G
a uzly u, v. Vime, Ze s uzlem grafu G* je incidentni nejvySe jedna hrana z H, proto dvé
riizné hrany z H nemohou mit v G* spoledny koncovy uzel. Zddné dv& z cest CT, ...
..., Cx nemaji tedy spoleény uzel kromé& u a v. Nemohou mit ani spole¢nou hranu,
protoZe by musely mit spoletné oba jeji koncové uzly (z konstrukce je patrno, Ze
kazdd z cest CT, ..., Cy obsahuje alespoii dvé& hrany).

Pomoci tohoto lemmatu nyni budeme dokazovat vétu.

Véta 9. Pro dva uzly u, v grafu G, vlastni nebo nevlastni, u * v, je og(u,v) = k
prdvé tehdy, existuje-li v G systém k cest z u do v, z nichZ £ddné dvé nemaji spolecnou
hranu a neexistuje takovy systém o vice neZ k cestdch.

Dikaz. Pfifadme grafu G graf G* vySe popsanym zpisobem. Je ag(u,v) = k
pravé tehdy, je-li wg.(u, v) = k (podle vity 8a). Je wg.(u,v) = k pravé tehdy,
existuje-li v grafu G* systém k cest z u do v, z nichZ Zddné dv& nemayji spoleéné uzly
krom& u a v (podle v&ty 3) a neexistuje Zddny systém této vlastnosti o vice neZ k
uzlech. Toto je v8ak splnéno prdvé tehdy, existuje-li v G systém k cest z u do v,
z nichZ Zddné dv€ nemaji spoleCnou hranu a neexistuje-li Zddny systém této vlastnosti
o vice neZ k cestdch (podle lemmatu).

X

Grafy G, a G° budou v dal$im tytéZ jako na zadtku &ldnku. Misto grafa G, a G°
budeme pouzivat grafi G, a Go. Graf G, (resp. Gy) sestrojujeme stejné jako G,
(resp. Gy), pouze s tou vyjimkou, Ze uzel z G, (resp. G,) spojeny v G s uzlem nepatfi-
cim do G, (resp. do GY) spojime s uzlem a,, (resp. b,) nikoli vZdy pouze jednou hranou,
ale tolika hranami, kolika je spojen v G s uzly nepatficimi do G, (resp. do GY). Hra-
novy stupeil og(1*) nevlastniho uzlu u® grafu G definujeme tak, Ze

0e(u®) = lim o¢ (a,, u®) .
n—o
Nyni podobné jako jsme pomoci grafu G* odvodili z véty 3 vétu 9, odvodime z vyse
dokdzanych vét pro uzlovy stupeii souvislosti véty pro hranovy stupefi souvislosti.
Uvedeme zde tyto véty bez dikazli, protoZe metoda dikazu je zcela analogickd
metodé ditkazu véty 9..

Véta 10. BudiZ? u® nevlastni uzel lokdlné konecného grafu G odpovidajici volnému
konci € tohoto grafu. Budiz Q;(u‘”) koneéné éislo. Pak v G existuje systém og(u®)
cest z €, z nichZ %ddné dvé nemaji spolecnou hranu, a neexistuje takovyto systém
0 vice ne gg(u™) cestdch.

Véta 11. BudiZ u® nevlastni uzel lokdlné konecného grafu G odpovidajici volnému
konci & tohoto grafu. Budi¥ gz(u“’) = o0. Pak pro kaZdé pFirozené k v G existuje
systém k cest z €, z nichZ ¥ddné dyé nemaji spolecnou hranu.
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Disledek. Hranovy stuperi nevlastniho uzlu og(u®) nezdvisi na volbé Fezu T,
z jeho definice.

Véta 12. BudiZ u® nevlastni uzel lokdlné koneéného grafu G. BudteZ grafy G°
a uzly b, definovdny pro uzel u®, jak je uvedeno vyse. BudiZ v libovolny uzel grafu G,
vlastni nebo nevlastni, rizny od u®. Pak pro dostatecné velkd n je v v Gla

lim a4,0(v, b,) = o¢(v, u®).

n—+ o

Véta 13. Budiz ue U, v° e U®. Pak existuje uzel we U takovy, Ze

og(u, w) < ag(u, v°).

Disledek. Hranovy stuperi souvislosti o(G) grafu G je minimum viech ag(u, v),
kdeue_U,veU,u#:v. ‘

Véta 14. Budi? u® = ¢(€) nevlastni uzel lokdlné koneéného grafu G. Je-li
gz(u“’) = 1, pak kaZdd cesta z € obsahuje nekonecny pocet mostii grafu G. Je-li
06(u®) 2 2, pak existuje list grafu G, ktery obsahuje zbytky vsech cest z €..

Véta 15. BudteZ u, v dva uzly souvislého lokdlné konecéného grafu G, vlastni nebo
nevlastni, u % v. Uzly u, v patFi témuZ listu L grafu G pradvé tehdy, je-li aG(u, v) = 2.

(Rikdme opét, Ze nevlastni uzel u® patfi do listu L grafu G prdvé tehdy, jestlize
kazdd cesta konce € = ¢~ '(u®) md zbytek v L. Je-li og(u®) = 1, pak Fikdme, Ze u®
tvofi sém list o jediném uzlu.)

Hranovy stupefi og(1*) nevlastniho uzlu u® nemusi byt vZdy roven jeho uzlovému
stupni ¢g(#*). Pikladem je graf na obr. 2, ktery obsahuje uzly u;, v;, w; pro viechna
ptirozend i a hrany u,v;, u,w;, Ou;, , Wilt; 4, pro vSechna pfirozend i. Tento graf G
md jediny nevlastni uzel.u®, pro n&z gg(u®) = 1, gg(u®) = 2.

Pozndmka. Grafu G* jsem pouZil (v pfipad€ kone&ného grafu) ve své diplomové
préci z roku 1962 (nepublikované). MoZnost poufiti podobného grafu k odvozeni vét
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pro hranovy stupeii souvislosti z v&t pro uzlovy stupefi souvislosti mi tehdy naznacil
prof. M. FIEDLER, kterému timto d&kuji.
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Zusammenfassung

UNEIGENE KNOTENPUNKTE EINES GRAPHEN

BoHDAN ZELINKA, Liberec

In dieser Arbeit werden lokal-endliche Graphen untersucht.

R. Halin definiert die Enden eines Graphen folgendermaBen. Ein Rest eines ein-
seitig unendlichen Weges ist sein Untergraph, der auch ein einseitig unendlicher Weg
ist. Wir sagen, daB der einseitig unendliche Weg V eine gewisse Eigenschaft immer
wieder hat, wenn alle seine Reste diese Eigenschaft haben. Zwei einseitig unendliche
Wege V, und ¥V, heilen miteinander dquivalent, wenn es einen einseitig unendlichen
Weg W gibt, der immer wieder gemeinsame Knotenpunkte mit V; und ¥V, hat. Jede
Klasse der paarweise dquivalenten Wege heisst ein Ende des Graphen. Ein Ende heif3it
frei, wenn es von einem anderen durch eine endliche Knotenmenge getrennt werden
kann.

In diesem Artikel wird jedem freien Ende des Graphen ein sogenannter ,,uneigener
Knotenpunkt* zugeordnet (als eine Analogie zu den uneigenen Punkten in der Geo-
metrie). Fiir diese uneigenen Knotenpunkte werden einige Sitze iiber den Zusammen-
hang eines Graphen, die fiir eigene Knotenpunkte bekannt sind, bewiesen.
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