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Čmsopis pro pěstováni matematiky, гoč. 95 (ІЎ70), Praha 

KOSINUSOVÁ VETA O SIMPLEXOCH V En 

PAVEL BARTOŠ, Bratislava 

(Došlo dňa 7. mája 1968) 

Autor věnuje tuto prácu pamiatke svojej sestry VÍLMY TŮMOVEJ rod. BARTOŠOVEJ (1903— 1940) 

V práci [1] sú zovšeobecněné veta Pytagorova a vety Euklidové v pravoúhlých 
trojuholníkoch, v práci [2] veta sinusová rovinnej trigonometrie pre simplexy v £„, 
n _• 2. V tomto článku zovšeobecníme kosínusovú vetu1) rovinnej trigonometrie pre 
simplexy n-rozmerného euklidovského priestoru, n ^ 2. 

Majme simplex v En určený polpriestormi 

(i) o(,)x + ò( è 0 , -oi 1, i = 1,2, ...,n + 1 

kde každá n-tica vektorov a(i) sú lineárně nezávislé vektory. Dóležitú úlohu hrá 
determinant 

(-) Л = 

«í1}. 
a?\ 

ű ( ł ) 

a2 ' 
л ( 2 ) 

" 2 > 

. - , «(1>, 6. 

a («+D „(«+-) iл-м; / 2 ( " + 1 ) /> 

Ak označíme -Bf algebraický doplnok prvku bt v tomto determinante, potom 
sign Bt = sign A, i = 1,2,..., n + l2) a pre velkosť obsahu steny Vť simplexu, ležiacej 
v rovině a(/)x + b. = 0 platí podlá vztahu (13) v práci [4]3) 

(з) V: = 
(П - 1)1 

влn 

BiB2,..., вп+l 

, i = 1, 2,..., n + 1 

*) Zvanú tiež Carnotovou. 
2 ) Pozři vzťah (6) v práci [3], 
) Na citovanou mieste z chyby tlače chyba exponent n — 1 základu A. 
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Lemma. Vsimplexe, ktorý je prienikom polpriestorov (l) platí 

(4) B2
n+l = B\ + B\ + . . . + Ђ\ + 2 £ |B,| |ß*| cos ţ»£pk 

i ,ь=i 

.<* 

kde (pi,kje uhol stien Vř a Vk. Je to uhol vonkajšich normál — o f, — ofc týchto stien. 
Obdobné platia aj vztahy, ktoré zo (4) plynů cyklickou záměnou indexov 1, 2, 

...,/! + 1. 

Dokaž . V determinante (2) je 

в, = (-i)i+к-1 

д(D 
a í > 

я ( 1 ) 

" 2 > 
a(1) 

" 1 J 

д ( І + D 
" 1 > 

д ( í - D 
" 2 > • 

/ I ( i + 1 ) 
" 2 > • . . . « ( - , + 1 ) 

„(л+D 
" 1 > 

• 7 ( n + 1 ) 

" 2 > • ...ař+1) 

^ ( - i Г " " 1 

Д ( D д(D д(D 
« i , a2 > • • •> an 

(k-1) (k-1) 
" 1 > " 2 > 

(k+1) (k+1) 
a l > a 2 > 

( n + 1 ) „ ( п + 1 ) 
1 > " 2 

a ( * _ 1 ) 

a ( * + 1 ) 

(»+l) 
• > u r t 

Podlá multiplikačného teorému je potom 

C t t = B A = ( - l ) ' + * . 

o ( 1 ) o ( 1 ) , a ( 1 ) o ( 2 ) , . . . , o ( 1 ) a ( f c - 1 } , a ( 1 ) o ( f c + 1 ) , 

0 ( Í - D O ( D , a ( l ' - 1 ) o ( 2 ) , . . . , a ( i ' - 1 ) o ( f c - 1 ) , a ( / - 1 ) o ( f c + 1 ), 

o ( i + 1 ) o ( 1 ) , o ( í + 1 ) a ( 2 ) , 

o ( n + 1 ) o ( 1 ) , a ( n + 1 ) a ( 2 ) , 

., a ( 1 ) o ( n + 1 ) 

. , fl(«'-í)fl(« + i ) 

o ( í +Do<*-D o ( i + 1 ) o ( k + 1 ) . . . o ( i + 1 ) a ( п + 1 ) 

o(« + Do(fc-D 0

( n + 1 ) a ( * + 1 ) 

a teda pre každé i -= 1, 2, . . . , n + 1 platí 

(5) "Í],BAa<'»c'« = 
J f c = l 

a (1)o (1), . . . , a ( 1 V n + 1) 

a(
n+va

(í) . . . o(n + 1 )a ( n + 1 ) 

= G(o1? a2, . . . , on+1) 
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Keďže vektory o ( 1 ) o2, . „ ^ ' ^ " S Ú V É , lineárně závislé, je Gramme-ov determinant 
(5) rovný nule.4) Rozviňme G podlá prvkov prvého, druhého atď. až (n + l)-ho 
riadku a výsledky sčítajme. Tak dostaneme 

(6) 0 = (n + l)G(o t, a2,..., -O = 
= « ( 1 )o ( 1 )B2 + a ( 1 )a ( 2 )B 1B 2 + . . . + o<1>a<" + 1>B1Břl+. + 
+ n ^ a ^ B . + a(

2
2)o(

2
2)B2 + . . . + a ( 2 )o ("+ 1 )B2B„+ 1 + 

+ + 
+ a ( " + 1 ) a ( , ) B n + 1 B 1 + a(n+1)a^B„+1B2 + . . . + «<»+1>II<"+1>B;Í+1 . 

Hodnota každého riadku a každého stípca je tu G. Súčet členov v poslednom riadku 
a štipci je teda 2G - B2

+1 = -B2„+u lebo G = 0, |o ( " + 1 ) | = 1. Máme teda zo (6) 

0 = B\ + B\ + ... + B2 - B2
+1 + 2 t B A - W " 

í , f t = l 
i<k 

a keďže sign 1^ = sign Bk a o ( i )a ( k ) = cos <pitk vyplývá odtial dokazovaný vztah (4). 
Vztahy, ktoré vzniknu cyklickou záměnou indexov 1, 2,..., n + 1 v (4) dostane­

me, keď v (6) zvlášť sčítáme členy v i-tom riadku a i-tom stípci, i = 1, 2,..., n. 

KOSÍNUSOVÁ VETA PRE SIMPLEXY 

V simplexe, ktorý je prienikom polpriestorov (l) platí tzv. kosinusová veta 

(7) V2
+1 = V\ + V\ + ... + Vl + 2 £ VtVk cos <plJk 

ř , k = l 
i<k 

a obdobné vzťahy, ktoré vzniknu zo (7) cyklickou záměnou indexov 1, 2,..., n + 1. 
Přitom Vi5 i = 1, 2,..., n + 1 sú (n — 1) dimenzionálně obsahy stien simplexu a q>ifk 

je uhol vonkajších normál stien Vř a Vk. 

Ddkaz. Násobme (4) na oboch stranách výrazom 

/ 1 A""1 V 
\(n-l)\mB1B2...Bm+1) 

a dostaneme dokazovaný vztah (7) podlá vzorcov (3). Obdobné dostaneme vzťahy, 
ktoré plynů zo (7) cyklickou záměnou indexov. 

Poznámka 1. Uhly (pifk sú v E2 výplnkovými uhlami vnútorných uhlov troj-
uholníka. 

4 ) Pozři napr. [5] str. 203. 
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Poznámka 2. V pravouhlom symplexe, v ktorom vnútorný n-hranný uhol yn+\ 
je pravý, sú všetky uhly (pifk9 í, k = 1, 2,..., n, i < fc, pravé a kosinusová veta (7) 
přejde v Pytagorovu (pozři prácu [1]). 

Poznámka 3. Keďže |fí|| == sin y,, i = 1, 2,..., n + 1, kde yf sú vnútorné 
n-hranné uhly simplexu (pozři [2]), možno vzťahu (4) dať formu • 

n 

sin2 yn+ i = sin2 yx + sin2 y2 + ... + sin2 y„ + 2 £ s i n VÍ s i n 7* c o s <?*.* • 
i , k = l 

i<k 

Poznámka 4. Ak determinant (5) vyčíslíme podra prvkov i-tého riadku (alebo 
stípca), dostaneme 

££Aa ( i )a<*> = 0 , i = = 1 ,2 , . . . ,n + 1. 
fc = i 

Obe strany tejto rovnosti násobiac výrazom 

1 A*-1 I 

( n - l ) ! B / B 1 B 2 . . . B l i + 1 | 

dostaneme podlá vzorcov (3) 

(8) Vi + Vj cos (pífi + V2 cos (p2i + . . . + Vi-! COS^|.1>( + 

+ Vi+iCOS(}Pi+M + . . . + V„+iCos<prt+M = 0 

pre i = 1, 2 , . . . , n + 1, čo je zovšeobecnenie vety o priemete rovinnej trigonometrie. 

Poznámka 5. Ak v (6) zvlášť sčítáme členy v prvých / riadkoch a prvých / stípcoch 
a zvlášť členy ostatné, dostaneme obdobné ako v dókaze lemmy 

i 

- (B\ + B\ + ... + B] + 2 £ BiBkcos<Pi)k) + Bf+Í + B2
l+1 + . . . + B„2

+í + 
i , k = l 

+ 2 X BiBfccos<pifk = 0 , 
i,k = / + l 

i<k 

čo platí pre / = 0, 1, 2,..., n + 1. Násobením tejto rovnosti výrazom 

/ 1 A"-1 \ 2 

V(n - 1)! "B1JB2...flIi+J 
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dostaneme 

(9) V\ + V\ + ... + V\ + 2 £ VřVkcos p l tJk = 
í,fc=i 

i<fc 

=.V 2
+ 1 + Vf+2... + VB

2
+1 + 2 £ V(V,cos (?,.,, 

i , fc=í+l 
i<fc 

čo platí pre / = 0, 1, 2, ..., n + 1. Pri / = 0 (/ = n + 1) je Tavá (pravá) strana (9) 
rovná nule. 

Vzfah (9) možno dokázať aj obdobné ako kosínusovú vetu v E2 z vety o priemete 
l n + l 

násobením (8) číslom V{ a utvořením výrazu ]T v\ — £ V?, po úpravě dostaneme (9). 
i = l i = / + l 

Vzťah (9) je zovšeobecnením kosínovej vety (7), ktorá je v ňom obsažená pre / = n. 
Kedže hodnota determinantu (5) sa transpozíciami riadkov a stípcov nemění 

(majúc hodnotu nulovú), platí (9) aj pre lubovolnú permutáciu množiny indexov. 
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Zusammenfassung 

KOSINUSSÄTZE ÜBER SIMPLEXE IN En 

PAVEL BARTOS, Bratislava 

In der Arbeit werden für Simplexe in £„, n ^ 2 ein zyklische Indexpermutationen 
zulassender Kosinussatz (7), ein Projektionssatz (8) und ein, beliebige Indexpermutatio­
nen zulassender, verallgemeinerter Kosinussatz (9) hergeleitet. Dabei sind Vh i = 
= 1,2,..., n + 1 (n — l)-dimensionale Flächeninhalte der Seiten des Simplexes 
und (pik ist der Winkel der äusseren Normalen der Seiten V{ und Vk. 
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