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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 95 (1970), Praha

KOSINUSOVA VETA O SIMPLEXOCH V E,

PAVEL BARTOS, Bratislava

(Doslo diia 7. méja 1968)

Autor venuje titto prdcu pamiatke svojej sestry ViLMY TUMOVEJ rod. BARTOSOVES (1903 — 1940)

V préci [1] si zovSeobecnené veta Pytagorova a vety Euklidove v pravouhlych
trojuholnikoch, v préci [2] veta sinusovd rovinnej trigonometrie pre simplexy v E,,
n 2 2.V tomto &ldnku zovieobecnime kosinusovi vetu') rovinnej trigonometrie pre
simplexy n-rozmerného euklidovského priestoru, n = 2.

Majme simplex v E, ureny polpriestormi
(1) aPx 3+ b; 20, |[@P =1, i=12..,n+1

kde kaZdd n-tica vektorov a‘¥ sii linedrne nezdvislé vektory. DoleZitu ulohu hrd
determinant

1 1
a, &, ..., a4, b,
2 2 2
) A= a?, a¥®, ..., ad?, b,
+1 +1 +1
. a(ln ), a(2n ), a(n )’ bn+1

Ak oznadime B; algebraicky doplnok prvku b; v tomto determinante, potom
sign B, =signd,i=1,2,...,n + 12) a pre velkosf obsahu steny V; simplexu, leZiacej
v rovine a¥x + b; = 0 plati podla vztahu (13) v préci [4]%)

©)

, i=12..,n+1.

1 B,
Vi =
(n — 1)!|B,B,, ..., Byss

') Zvany tiez Carnotovou.
2) Pozri vzfah (6) v praci [3].
3) Na citovanou mieste z chyby tlace chyba exponent n — 1 zdkladu 4.
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Lemma. V simplexe, ktory je prienikom polpriestorov (1) plati

(4) Bl,,=Bi+ B+ ...+ B:+2Y |B]||Bd]cos o,
l§k<=kl
kde @,k je uhol stien V; a Vi. Je to uhol vonkajSich normdl —a;, —a, tychto stien.

Obdobne platia aj vzfahy, ktoré zo (4) plynii cyklickou zdamenou indexov 1,2, ..
v n + 1.

Dokaz. V determinante (2) je

1 1 1
a( ), a(z )’ , af')
(i—1) (i—-1) (i—1)
B — (_1)i+n—l a , dy s ..y Ay .
P 1 +1 |
alith, ity , al
a(n+1)’ a(2n+ 1), , a£n+1)
1 1 1
a( )’ a(z ), S a:. )
(k=1) _(k=1) k—1
B _(_1)k+n—1 ai™ b, ay™ b, , ay ™V
k= k+1 k+1 k+1) |
a(l )’ a(2 )’ ’ asl )
+1 +1 +1
a(ln )’ a(zu )’ , a:'n )
Podla multiplikaéného teorému je potom
Cik = Bin = ("1)i+k .
aa®,  aDg® | qhgk-1  ggk+D  g(Dglt1)

ali=Dgq(D gli=Dg®@) = qli-Dgk=1) gli-Dgk+D) = gli=1gn+1)

a(i+1)a(1)’ a(i+1)a(2), e, a(i+l)a(k—1)’ a(i+1)a(k+1)’ el a(i+l)a(n+1)

d("+l)d(l), a(n+1)a(2), s, a(n+1)a(k—‘1)’ a(n+l)a(k+l)’ . a(n+l)a(n+l)

a teda pre kazdé i = 1,2, ..., n + 1 plati

d(l)a(l), e, a(l')a(""'l)
n+1

(5) kZI B,.Bka(“a(") I R R R e — G(al’ 02, ey a,,+ 1) .

d("+1)ﬂ(1), e, a(n+1)a(n+1)
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KedZe vektory a¥), @, ..., a"* ") su v E, linedrne zdvislé, je Gramme-ov determinant
(5) rovny nule.‘) Rozviime G podla prvkov prvého, druhého atd. aZ (n + 1)-ho

riadku a vysledky s¢itajme. Tak dostaneme

(6) 0=(n+1)G(ay,a....9) =

= aMap? + aa?'B,B, + ... +aWa"*VB.B ., +
+ a®aVB,B, + aPa?PB3 + ... + a®a"*VB,B, ., +
o +
+ a(”+l)a“)Bn+lBl + a("“)d(Z’BnHBz + + G("“)a("H)B:H .

Hodnota ka¥dého riadku a kazdého stipca je tu G. Suidet &lenov v poslednom riadku
a stlpci je teda 2G — B2,, = —B},,, lebo G = 0, |a®* | = 1. Mdme teda zo (6)

0=B>+B:+..+B:~B), +2Y BBa"a®
ik=1
i<k

a ked%e sign B; = sign B, a a”a® = cos ¢, , vyplyva odtial dokazovany vztah (4).
Vztahy, ktoré vznikni cyklickou zdmenou indexov 1,2,...,n + 1 v (4) dostane-
me, ked v (6) zvldst s¢itame Eleny v i-tom riadku a i-tom stipei, i = 1,2, ..., n.

KOSINUSOVA VETA PRE SIMPLEXY
V simplexe, ktory je prienikom polpriestorov (1) plati tzv. kosinusovd veta

n
(7 Vii=Vi+Vi4+ ..+ VE+2Y VVecoso,,
gore
a obdobné vzfahy, ktoré vzniknua zo (7) cyklickou zdmenou indexov 1,2, ..., n + 1.
Pritom V,,i = 1,2,...,n + 1si(n — 1) dimenziondIne obsahy stien simplexu a @,
je uhol vonkaj$ich normdl stien V; a V,.

Dékaz. Ndsobme (4) na oboch stranich vyrazom

1 An-—l 2
((n —1)! BB, ... B,,H)

a dostaneme dokazovany vztah (7) podla vzorcov (3) Obdobne dostaneme vztahy,
ktoré plynu zo (7) cyklickou zémenou indexov.

Pozndmka 1. Uhly ¢;, su v E, vyplnkovymi uhlami vndtornych uhlov troj-
uholnika.

4) Pozri napr. [5] str. 203.

152



Pozndmka 2. V pravouhlom symplexe, v ktorom vnitorny n-hranny uhol 7,41
je pravy, su vietky uhly @;,, i,k =1,2,...,n, i <k, pravé a kosinusovd veta (7)
prejde v Pytagorovu (pozri pracu [1]).

Pozndmka 3. KedZe |B,~] =siny;, i=1,2,...,n+ 1, kde y; si vnitorné
n-hranné uhly simplexu (pozri [2]), moZno vztahu (4) daf formu -

n
sin? 9,4, = sin? y; + sin®y, + ... +sin?y, + 2 Y siny, sin y, cos @ .
i,k=1
i<k

Pozndmka 4. Ak determinant (5) vy&islime podla prvkov i-tého riadku (alebo
stipca), dostaneme

n+1

Y BBaPa® =0, i=1,2,..,n+1.
k=1

Obe strany tejto rovnosti ndsobiac vyrazom

1 An-l l
(n = 1)!B;, ByB,...B,,,]

dostaneme podla vzorcov (3)

(8) Vi+Vicos@,; +Vy,cos0;, ; + ... +V,_ycos9,_y; + '
+Vit1€08@q,+ oo + Var1€OSPpyy =0

prei =1,2,...,n + 1, &o je zovieobecnenie vety o priemete rovinnej trigonometrie.

Pozndmka 5. Ak v (6) zvl43t stitame Eleny v pfvych I riadkoch a prvych I stipcoch
a zvl4sf Cleny ostainé, dostaneme obdobne ako v dokaze lemmy

1
~(B}+B;+...+ B + ;kzl BB, cos ;) + Bly + Blyy + ... + By +
-

n+1

+ 2 Z Bin Ccos (pi.k = 0 Py
i,ki-'<lk+1

Coplatipre ] =0,1,2,...,n + 1. Ndsobenim tejto rovnosti vyrazom

1 An—l 2
((n - 1)! ' Ble “on Bn+1>
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dostaneme

1
9 Vf+V§+...+V,2+22 ViV, cos ¢, =
k=1
2 2 n+l
ik=1+1
i<k

Coplati pre I =0,1,2,...,n + 1. Pri I = 0 (I = n + 1) je Tavd (pravd) strana (9)
rovnd nule.

Vztah (9) moZno dokdzat aj obdobne ako kosinusovii vetu v E, z vety o priemete

1 n+1
ndsobenim (8) &islom V; a utvorenim vyrazu ), Vi— Y V2, po tiprave dostaneme ).
i=1 i=l+1

Vztah (9) je zovseobecnenim kosinovej vety (7), ktord je v iom obsaZend pre [ = n.

KedZe hodnota detérminantu (5) sa transpoziciami riadkov a stipcov nemeni
(majuc hodnotu nulovu), plati (9) aj pre Tubovolnii permutdciu mnoZiny indexov.
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Zusammenfassung

KOSINUSSATZE UBER SIMPLEXE IN E,

PAVEL BARTOS, Bratislava

In der Arbeit werden fiir Simplexe in E,, n = 2 ein zyklische Indexpermutationen
zulassender Kosinussatz (7), ein Projektionssatz (8) und ein, beliebige Indexpermutatio-
nen zulassender, verallgemeinerter Kosinussatz (9) hergeleitet. Dabei sind V,, i =
=1,2,..,n+ 1 (n — 1)-dimensionale Flicheninhalte der Seiten des Simplexes

und @ ist der Winkel der dusseren Normalen der Seiten V; und V,.
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