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Casopis pro p&stovani matematiky, rot. 95 (1970), Praha

OMEZENOST ABSTRAKTNICH PROCESU

FRANTISEK TUMAIJER, Liberec

(Doslo dne 27. ledna 1969)

UvoD

V prdci [2] studuje J. NAGY pomoci zobecnénych ljapunovskych funkci riizné
typy stability mnoZin vzhledem k abstraktnim regulovanym procestim. V pfedloZené
prédci se pouZivd stejnych metod ljapunovské teorie ke studiu vlastnosti omezenosti
abstraktnich procesti vzhledem k mnoZindm. Pojem abstraktniho procesu- zavedl
O. HAJEK v préci [1]. Motivaci Hdjkovy definice abstraktniho procesu lze ukdzat
na ndsledujici uvaze.

Pfedpoklddejme, Ze je ddn fyzikdini zdkon, uréujici vS§echna moZnd chovdni dané
mnoZiny F individudlnich fyzikdlnich systémi. Pfitom chovini daného individudini-
ho systému je popsdno jeho stavovymi soufadnicemi v riznych &asovych okamZicich.
Skute&nost, Ze n&jaky individudlni fyzikdlni systém z mnoZiny F mlZe mit v &ase o
stavovou soufadnici x a v Case B = a stavovou soufadnici y, zapisujeme pomoci
relace mezi dvojicemi (x, a) a (y, B). Ukazuje se, Ze je pFirozené a uZite¢né pozadovat,
aby tato relace splilovala ndsledujici podminky:

(i) V kazdém okamZiku kaZdy individudlni systém z F miZe mit nejvySe jednu
stavovou soufadnici (tj. miZe byt v nejvyse jednom stavu);

(ii) jestlie n&jaky systém z F miZe mit v okamZiku o stavovou soufadnici x,
v okamZiku B = a stavovou soufadnici y a jestlize n&jaky (pfipadn& jiny)
systém z F miiZe mit v ¢ase f stavovou soufadnici y a v ¢ase y = f stavovou
soufadnici z, pak musi v F existovat systém majici v Case a stavovou soufadni-
ci x a v ¢ase y stavovou soufadnici z. Obrdcené, jestliZe n&jaky systém z F md
v &ase a stavovou soufadnici x a v &ase y = a stavovou soufadnici z, pak
v kaZdém <&ase B € {a, y) musi mit tento systém né&jakou stavovou soufadnici.

Tato prdv& popsand relace mezi dvojicemi (x, «) a (y, B) tvofi zdklad definice
abstraktniho procesu, kterou uvddime v prvni &dsti této prdce. V druhé &4sti studuje-
me omezenost abstraktniho procesu vzhledem k mnoZin€. V treti ¢dsti se pak studuje
omezenost tzv. spojitého toku vzhledem k mnoZing.
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1. ABSTRAKTN{ PROCESY

1.1 Celd prdce je vénovdna studiu vlastnosti jistych relaci mezi mnoZinami. Pfipo-
meneme si proto nejdfive né€kolik pojmi souvisicich s pojmem relace a zavedeme
oznaceni, které budeme v dal§im pouzivat.

Relaci r mezi mnoZinami X a Y (v uvedeném pofadi) rozumime podmnoZinu kar-
tézského soudinu Y x X. Je-li dvojice (y, x)eY x X v relaci r, budeme psdt yrx
misto (y, x) er. Je-li r relace mezi mnoZinami X a Y, pak inversni relaci k relaci r
rozumime relaci »r~! mezi Y a X takovou, e xr~ 'y prdvé kdyZ yrx. Je-li r relaci
mezi X a X, fikdme také, Ze r je relaci na X. Identickou relaci na X rozumime rela-
ci 1y takovou, Ze y 1yx pravé kdyZ y = x. Je-li r relace mezi X a Y, s relace mezi Ya Z,
pak s o r znaci relaci mezi X a Z takovou, Ze zs o rx pravé kdyZ existuje y € Y takové,
Ze zsy a yrx. Relace r mezi X a Y se nazyvd parcidlnim zobrazenim X do Y(a zapisuje
se r: X - Y) prdv€ kdyZ plati r o r~! < 1y. Pro danou relaci r mezi X a Y bude
domain r znalit mnoZinu téch x € X, k nimZ existuje alespoii jedno y €Y takové,
Ze yrx. Parcidlni zobrazeni r:X — Y budeme nazyvat zobrazenim prdvé kdyZ
domain r = X.

Ddle budeme studovat nékteré vlastnosti relace p na P x R, kde P je abstraktni
mnoZina a R je neprdzdnd podmnoZina mnoZiny R* viech redlnych &isel, uspofddand
pfirozenym uspofdddnim <. O relaci p pfedpokldddme, Ze spliluje ndsledujici
podminku :

(1) (»B)p(x,0)=>Bp=a v R.

Ztejmé relace p definuje jednoznaéné systém relaci na P

{pp.: B2 Vv R}
pfedpisem

2 ypex <> (v, B) p(x, @),

a také obrdcen& kazdy takovy systém relaci sp, s B = « v R definuje pomoci vztahu
(2) jednoznagné& relaci p na P x R. V daliim budeme pouZivat oba tyto zdpisy rela-
ce p podle toho, ktery bude v dané situaci vhodng&;si.

Nakonec jesté zavedeme dal$i oznaceni. Je-li p relace na P x R, pak

E = domain p ;
D= {(9,x,2)eR x P x R:(y,9) p(x, «) pro n&jaké ye P};
sPax = {y € P : yypx} .

V ndsledujicich uvahdch bude hrdt dileZitou roli zobrazeni
€:E— (-0, +0) :&(x,2) =sup{feR:(B,x,a)e D}.

Pomoci pravé zavedenych pojmii a oznaceni vyslovime ndsledujici definici.
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1.2 Definice. Rikdme, Z¢ p je proces na P nad R pravé kdyz P je mnoZina, R < R!,
p je relace na P x R vyhovujici podmince 1.1(1) a majici ndsledujici dv& vlastnosti

(l) aPa < lP,

(i) ,pp© pPa = 4P, pro viechna y 2 B = a« v R.

Rikdme, Ze proces p je lokdIni resp. globdlni pravé kdyZ pro ka#dé (x, «) e E plati
g(x, @) > a, resp. g(x, a) = + 0.

Jako zdkladni interpretaci definice 1.2 uvedeme ndsledujici pfiklad.

1.3. Piiklad. Nechf je ddna soustava diferencidlnich rovnic
dx
1 — = f(x,
0 & s 9)

v n-rozmérném eukleidovském prostoru R, kde f: E — R" je spojité zobrazeni
oteviené podmnoZiny E prostoru R"*!, Reeni rovnice (1) jsou parcidlni zobrazeni
s : R! » R" takovd, Ze domain s je interval v R', bud degenerovany nebo takovy, Ze
plati

as(9)

15 f(s(8), 8) pro viechna 9 edomains.

K diferencidlni rovnici (1) miZeme ptifadit proces p v R" timto zpiisobem: definuje-
me yzp,x pravé kdyZ x, ye R", « < B v R a existuje feSeni rovnice (1) nabyvajici
hodnotu x vbod& ax a y v B.

1.4 Definice. Necht p je proces na P nad R. Rikdme, Ze s je FeSenim procesu p
pravé kdyz

(@) s:R-> P,
(ii) domain s je interval v R,
(iii) (s(9), 9) p(s(x), «) plati pro vSechna § = « v domain s.
1.5 Definice. Nechf p je proces na P nad R. Rikdme, Ze p je uplny vzhledem k FeSe-
nim pravé kdyz ke kaZdé dvojici (x, @), (y, ) € E, (v, B) p(x, «) existuje feSeni s
takové, Ze s(a) = x, s(B) = y.

1.6 Poznamka. Je-li s feSenim procesu p, a € domain s, pak fikdme, Ze s prochdzi
bodem (x, «), nebo také, Ze s prochdzi bodem x v a, pravé kdyZ s(x) = x.

1.7 Definice. Nechf p je proces na P nad R. Rikdme, Ze p pFipousti periodu
7 € R! prav€ kdyZ pro viechna f = o v R plati

g-tPa—1 = gPa = pi+tPlPa+c-
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1.8 Definice. Necht p je proces na P nad R. Rikdme, Z¢ p md jednoznacnost pravé
kdyZz kazdd relace ;4p, je parcidlnim zobrazenim P — P. Proces p na P nad R nazyvi-
me lokdlnim tokem (globdlnim tokem) prdvé kdyZ p je lokdlnim (globdlnim) procesem
s jednoznacnosti.

1.9 Poznamka. V dal§ich &dstech této prdce budeme pouZivat jistych zobecnéni
metod ljapunovské teorie z diferencidlnich rovnic ke studiu omezenosti abstraktnich
procest. Je vidét, Ze kaZdy proces p na P nad R definuje na odpovidajicim E &dste€né
uspofdddni pfedpisem

(v, B) > (x, 0) <= (v, B) p(x, @) .

Je tedy pfirozené vyslovit ndsledujici definici.

1.10 Definice. Necht p je proces na P nad R. Parcidlni zobrazeni
V:E - R!

nazyvame ljapunovskou funkci procesu p pravé kdyZ je V nezdporné a nerostouci
podél p, tj. pravé kdyz ze vztahl

(%5 B), (x, a) € domain V, (y, B) p(x, @) = 0 < V(y, B) g V(x, a).

2. OMEZENOST PROCESU p VZHLEDEM K MNOZINE m

2.1 Oznaéeni. V daldim textu budou symboly R®, R*, J znadit po fad& ndsledujici
mnoZiny: <0, + ), (0, 4+ ), {1, + ). V celé dal3i &4sti prdce pfedpokldddme, Ze
je ddn proces p na P nad R, neprdzdnd mnoZina

(1) mc P xR
a zobrazeni |
(2 g:PxR->R°
tak, Ze plati

3) g(x,0) =0« (x,x)em.

2.2 Definice. Rikdme, % p je omezeny vzhledem k m pravé kdyZ existuje zobrazeni

(1) ¢:E->J
takové, Ze plati .
() (% x,0)eD, (2 9) p(x, 2) = g(z, 9) < o(x, a) .

199



2.3 Vita. p je omezeny vzhledem k m prdvé kdyZ existuji zobrazeni
(1) V:E—>R%a:J - J,a jerostouci, a(v) > + o0 pro v - + o,

majici ndsledujici vlastnosti:
(i) V je liapunovskd funkce,
(i) (x.9) € E g(x, 0) € J = a(gl(x, o)) S V(x, o).

Dukaz. Necht p je omezeny. Definujme zobrazeni
(2 V:E - R°:V(x,a) = sup {g(z, 9) : (z, 9) p(x, ®)} ,
€) a:J-J:av)=v.
Nyni dokdZeme, Ze zobrazeni (2) a (3) maji vlastnosti (i) a (ii). _
Ad (i): Necht je ddno (x, ) € E. Podle definice 2.2 ze vztaht (9, x, &) € D,
(z, 9) p(x, @) plyne g(z, 9) < ¢(x, a), takZe V je pfedpisem (2) skutené definovdno.

Dile pro (y, B) p(x, a) a kazdé (z, 9) takové, Ze (z, 9) p(y, B) plati také (z, 9) p(x, «),
takZe

V(y, B) = sup {g(z, 9) : (z. 9) p(y, B)} =
< sup {g(z, 9) : (z, 9) p(x, @)} = V(x, a).
Je tedy V ljapunovskou funkci.
Ad (ii): Zfejmé plati
g(x, o) e {g(z, 9) : (z, 9) p(x, a)}
a tedy g(x, o) < V(x, a).

Necht existuji zobrazeni (1) majici. vlastnosti (i) a (ii). Necht je ddno (x, @) € E.
Definujme zobrazeni ¢ z 2.2(1) tak, aby byl spinén vztah

a(o(x, @)) = V(x, a) .
Nyni se snadno ukdZe, Ze pro kaZdé (9, x, a) € D, (z, 9) p(x, @), g(z, 9) € J plati
ala(z 8)) 5 V(2. 9) < V(s 0) (ol ),

odkud plyne g(z, 9) < ¢(x, ). Je tedy p omezeny vzhledem k m.

2.4 Definice. Rikdme, Ze p je asymptoticky omezeny vzhledem k m pravé kdyZ p
je omezeny vzhledem k m a existuji

(1) . xel
a zobrazeni

) T:E - R*
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takové, Ze plati

3 8, x,a)eD, 9za+ T(x, o), (z,9) p(x,)=>g(z,9) < x.

2.5 Véta. p je asymptoticky omezeny vzhledem k m prdvé kdyZ existuji zobrazeni
2.3(1) s vlastnostmi 2.3(i) a 2.3(ii) a zobrazeni T, : E - R, %, € J takové. Ze plati

(iil) (9, x,0)e D, 9 = a + Ty(x, a), (z,9) p(x, ) = V(z, 9) < %.

Diukaz. Necht p je asymptoticky omezeny. Pak podle véty 2.3 existuji zobrazeni
2.3(1) s vlastnostmi 2.3(i) a 2.3(ii). Zvolme v (iii) za x, € J konstantu x z 2.4 a defi-
nujme zobrazeni T, : E » R* : Ty(x, a) = T(x, ), kde T je zobrazeni z 2.4. Pak

podle 2.4(3) pro kazdé (9, x, @) e D, (z, 9) p(x, o), 8 = « + To(x, a) plati g(z, 9) <
< %, a tedy vzhledem k 2.3(2) je také V(z, 9) < x,.

Necht existuji zobrazeni 2.3(1) s vlasnostmi 2.3(i) a 2.3(ii), %, € J a zobrazeni T,
majici vlastnost (iii). Z vlastnosti 2.3(i) a 2.3(ii) vyplyvd podle véty 2.3, Ze p je omezeny
vzhledem k m. Definujme konstantu x z 2.4(1) tak, aby byl splnén vztah

a(x) = %,

a za zobrazeni T z 2.4(2) zvolme zobrazeni T, z (iii). Pak pro kazdé (9, x, a) € D,
8 2 a+ T(x,a), (z, 9) p(x, @), g(z, 9) € J plati

a(g(z, 9)) < V(z, 9) < %o < a(x),

odkud plyne g(z, 9) < x. Je tedy p asymptoticky omezeny vzhledem k m.
2.6 Véta. Necht p je globdlni a uplny vzhledem k FeSenim. Necht existuji zobra-
zeni 2.3(1) s vlastnostmi 2.3(i) a 2.3(ii), zobrazeni ¢ : J - R* zdola omezené na

kaZdém konecném podintervalu intervalu J kladnou konstantou a konstanty x,,
%, € J s ndsledujicimi vlastnostmi:

(iii) (x, @) € E, g(x, ) < %y = V(x, &) < 3,

(1v) pro kaZdé FeSeni s procesu p a vSechna o, 3 € domain s, o < 9 plati
L'y
V(s(9), 9) — V(s(a), ) < — f (g(s(v), v)) dv ,

kdykoliv je c(g(s(v), v)) definovdno pro vsechna v e (&, 9), ve R.
Potom je p asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Dukaz. Z vlastnosti 2.3(i) a 2.3(ii) zobrazeni 2.3(1) vyplyvd podle véty 2.3, Ze p je
omezeny vzhledem k m. Volme x z 2.4(1) tak, aby platil vztah

a(x) = x, .
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Necht je ddno (x, a) € E, g(x, a) < %, a pfedpoklddejme, Ze existuje (B, x, @) € D,
(2, B) p(x, a) takové, Ze plati g(z, B) > x. Pak je

a(x) < a(g(z, B)) < V(z, B) S V(x, o) < o,

odkud plyne a(x) < %,, coZ je spor s volbou konstanty x. Necht je nyni (x, a) € E,
%, < g(x, «). Pfedpokladejme, Ze pro n&jaké (y, B) p(x, a) existuje FeSeni s procesu p
prochdzejici body (x, &), (y. B), Ze pro viechna « < 9 € R plati

%y < g(s(9), 9) < o(x, ),

kde ¢ je zobrazeni z definice 2.2. PoloZme

Mx, o) = inf {c(v) :%¢, < v < o(x, @)} .
Pak je

V(59), 9) < V(s(®), ) - J “e(g(s(v), v) dv < V(x, o) — A(x, @) (9 — ).

Odtud plyne, Ze pro 9 > a + V(x, a)/A(x, @), $e R je V(s(9),9) < 0, coZ je spor
s definici zobrazeni V. Existuje tedy y < o« + 1 + V(x, a)/A(x, a) takové, Ze g(s(y), y) <
< x,, takZe plati

(8,501 v)eD, (2,9 p(s(r), 7) = 9(z. 9) < x..
Definujeme-li zobrazeni Tz 2.4(2) pfedpisem
V(x, o) a)
Ax, )

dostdvdme odtud, Ze pro (9, x,a)e D, 3 2 « + T(x, a), (z, 9) p(x, ®) = g(z, 9) < .
Je tedy p asymptoticky omezeny vzhledem k m.

T(x,a) =1+

2.7 Definice. Rikdme, Ze p je ste]né' omezeny vzhledem k m prdvé kdyZ existuje
zobrazeni

(1) (:Rx J->J
takové, Ze plati
(2) 9, x,0)eD, g(x,0) S w, (z,9) p(x,a)=g(z,9) < {(, ®).
2.8 Véta. p jé stejné omezeny vzhledem k m prdvé kdy# existuji zobrazeni
(1) ViE->R%{:R x J>J,a:J - J,a rostouci, a(w) » + 0 pro w - + o,
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majici ndsledujici vlastnosti:
(i) V je liapunovskd funkce,
(ii) (x, ®) € E, g(x,a) £ 0= V(x, a) £ {o(a, w),
(iii) (x, @) € E, g(x, ®) e J = a(g(x, a)) < V(x, «).

Dikaz. Necht p je stejné omezeny. Definujme zobrazeni V: E — R® vztahem
2.3(2), zobrazeni

()] Lot R x J = J: (o, 0) = (o, w),
(3) a:J->J:a(w)=ow.

Nyni dokdZeme, Ze zobrazeni V, (2) a (3) maji vlastnosti (i) aZ (iii). Zobrazeni V a (3)
maji zfejmé podle 2.3 ad(i) a 2.3 ad(ii) vlastnosti (i) a (iii). Podle 2.7(2) ze vztahd
(8, x, @) € D, (z, 9) p(x, a), g(x, «) e J plyne g(z, 9) < {(a, g(x, )), takZe V(x, a) je
predpisem 2.3(2) skutedn& definovdno a md vlastnost (ii).

Nechf existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Definujme zobrazeni { z 2.7(1)
tak, aby byl spinén vztah :

a(t(e ) 2 Lol ).
Pak ze vztahii (9, x, a) € D, g(x, @) < o, (z, 9) p(x, &), g(z, 9) € J dostdvdme
a(g(z, 9)) £ V(2 9) £ V(x, ) < Lol ) < a(l(e @)) ,

odkud plyne g(z, 9) < {(«, ). Je tedy p stejn& omezeny vzhledem k m.

2.9 Definice. Rikdme, 7¢ p je stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m prévé
kdyZ p je stejné omezeny vzhledem k m a existuji
(1) xelJ
a zobrazeni
(2) T:RxJ- R*
takové, Ze plati ‘
(3) 8, x,0)eD, g(x,0)Sw, 32a+ T(x,w),

(z,9) p(x, ) = g(z, 9) < .

2.10 Véta. p je stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m prdvé kdy? existuji
zobrazeni 2.8(1) s vlastnostmi 2.8(i) aZ 2.8(iii) a zobrazeni
(1) To:R x J > R*, xyel
takové, Ze plati

(iv) (8, x,a)e D, g(x,a) £ 0, 32 a+ To(a, @), (z,9)p(x,a)=>V(z, ) < x.
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Diikaz. Necht p je stejn€ asymptoticky omezeny. Pak podle véty 2.8 existuji
zobrazeni 2.8(1) s vlastnostmi 2.8(i) aZ 2.8(iii). Zvolme v (1) za x, € J konstantu x
z definice 2.9 a zobrazeni T, : R x J - R* definujme piedpisem

To(o, w) = T(x, ),

kde T je zobrazeni z 2.9. Pak podle 2.9(3) pro kazdé (9, x,«) e D, g(x, a) < o,
(z, 9) p(x, @), 9 = a + Ty(x, w) plati g(z,9) < %, a tedy vzhledem k 2.3(2) je
V(z, 8) < %,. Odtud plyne, Ze zobrazeni ¥ md také vlastnost (iv).

Necht existuji zobrazeni 2.8(1) s vlastnostmi 2.8(i) aZ 2.8(iii) a (1) majici vlastnost
(iv). Z vlastnosti 2.8(i) aZ 2.8(iii) vyplyvd podle vty 2.8, Ze p je stejn& omezeny vzhle-
dem k m. Definujme konstantu x z 2.9(1) tak, aby byl spln&n vztah

a(x) = %o

a za zobrazeni T z 2.9(2) zvolme zobrazeni T, z (1). Pak pro kazdé (3, x, a) € D,
g(x,a) £ 0, % 2 a + T(x, @), (z,9) p(x, @), g(z, 9) € J plati

a(g(z,9) £ V(2 9) = % < a(x),

odkud plyne g(z, 9) < . Je tedy p stejn& asymptoticky omezeny vzhledem k m.
2.11 Véta. Necht p je globdlni a uplny vzhledem k Fesenim. Necht existuji zobra-
zeni 2.8(1) s vlastnostmi 2.8(i) a% 2.8(iii), zobrazeni ¢ : J - R* zdola omezené na

kaZdém konecném podintervalu intervalu J kladnou konstantou a konstanty xy, %, €
€ J s ndsledujicimi vlastnostmi:

(iv) (x,2)€E, g(x, o) < x, = V(x, @) < %,
v) pro kaZdé FeSeni s procesu p a vSechna «, 3 € domain s, & < ati
(v) pro kazdé p h 9 plati

Vo) ) - Vo) o) - | (gl ) v,

kdykoliv je c(g(s(v), v)) definovdno pro vSechna ve <o, 95, ve R.

Potom je p stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Dikaz. Z vlastnosti 2.8(i) aZ 2.8(iii) zobrazeni 2.8(1) vyplyvd podle véty 2.8, Ze p
je stejn& omezeny vzhledem k m. Nechf { je zobrazeni z definice 2.7. PoloZme

Mo, w) = inf {c(v) 13, < v £ {(o, w)} .

Definujme zobrazeni T z 2.9(2) pfedpisem

T(t, w) = 1 +M,

Mo, w)
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konstantu x z 2.9(1) tak, aby byl spln&n vztah
a(x) = %

a ukaZme, Ze takto definované » a T vyhovuji definici 2.9. Necht je ddno (x, o) € E,
g(x, @) < . Je-li g(x, @) < x,, ukdZeme stejnym zpisobem jako v ditkazu vty 2.6,
Ze plati
9, x,0)e D, (z,9) p(x,0)=g(z,9) < x.

Nechf je tedy x»; < g(x,a) < w a pfedpoklddejme, Ze pro n&jaké (y, B) p(x, «),
B = a + T(a, ) plati vztah g(y, ) > ». Necht s je feSeni procesu p prochdzejici
body (x, «) a (y, B). Je-li x; < g(s(9), 9) < {(«, w) pro viechna 3 € <&, B), $ € R, pak
pomoci 2.11(v) a 2.8(ii) dostdvdme vztah

V(y, B) S V(x,a) — fﬂ c(g(s(v), v)) dv < C;,(a, w) — Mo, 0) T2, 0) < 0,

coZ je ve sporu s definici zobrazeni V.

Existuje-li y € <a, B> takové, Ze g(s(y), y) £ ,, plyne ze vztahu (y, B) p(s(y), v)
nerovnost g(y, B) < x, coZ je spor s nasim pfedpokladem. Odtud dostdvdme, Ze pro
kazdé (9, x,2)e D, g(x,4) S w, 3 2 « + T(x, ), (z, 9) p(x, «) plati g(z,9) < .
Je tedy p stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

2.12 Definice. Rikdme, Ze p je stejnomérné omezeny vzhledem k m pravé kdyz
existuje zobrazeni

) E:J->J
takové, Ze plati

) (8, x,0)eD, g(x,0) =¥, (z,9)p(x,2)=g(z,9) < &V).

2.13 Véta. p je stejnomérné omezeny vzhledem k m prdvé kdy# existuji zobrazeni

(1) V:E-R%a:J—J,arostouct, a(y) » + oo proy - +00,b : R® > J, b ne-
klesajici,

5 ndsledujicimi vlastnostmi:

(1) V je liapunovskd funkce,

(i) (x, @) € E, g(x, «) € J = a(g(x, a)) < V(x, ) a(x, «) € E = V(x, &) < b(g(x, )).

Diikaz. Necht p je stejnomérné omezeny. Bez (jmy na obecnosti miZeme pfedpo-
klddat, Ze zobrazeni ¢ z definice 2.12 je rostouci. Definujme zobrazeni V: E — R°

piedpisem 2.3(2). Odtud a z 2.12(2) plyne, Ze zobrazeni V je timto pfedpisem skute€ng
definovdno a md vlastnost (i). Definujme zobrazeni a, b z (1) vztahy

a) =y, by)=2¢W), by)=2¢1) pro yel01).
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Necht je ddno (x,a)eE. Ze vztahu 2.12(2) plyne (9, x,a)e D, g(x,a)e J,
(z, 9) p(x, @) = g(z, 9) < &(g(x, @), takZe také V(x,a) < &(g(x, «)). Zfejmé plati
g(x, ) < V(x, ) a tedy zobrazeni (1) maji vlastnost (ii).

Nechf existujf zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) a (ii). Definujme zobrazeni ¢ z 2.12(1)
tak, aby platilo

. aE¥)) 2 bH)
Pak ze vztaht (8, x, @) € D, g(x, a) < ¥, (2, 9) p(x., @), g(z, 9) € J dostdvdme -
a9(z, 9) £ V(2 9) S V(s a) = B(¥) S a(EW)
odkud plyne g(z, 9) < &(). Je tedy p stejnomérn& omezeny vzhledem k m.

2.14 Pozndmka. Necht proces p pfipousti periodu 7 > 0 a necht zobrazeni g
2 2.1(2) je periodické v druhé promé&nné s periodou . Je-li p stejné omezeny vzhledem
k m a existuje-li zobrazeni p : J - J takové, Ze p(w) = {(, ) pro viechna a € €0, ©),
@€ R, w e J a n&jaké ¢ vyhovujici definici 2.7, pak plati:

(i) p je stejnomé&rn& omezeny vzhledem k m,

(ii) existuje ljapunovskd funkce V periodickd v posledni promé&nné s periodou 7
a majici vlastnost 2.13(i).

2.15 Definice. Rikdme, e p je stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem k m
pravé kdyZ p je stejnomé&rné omezeny vzhledem k m a existuji

(1) xel

a zobrazeni

(2 T:J - R*

takové, Ze plati

(3) (9, x,0)eD, g(x,a) <y, $=a+ T(Y),
(z, 9) p(x, ) = g(z, 9) < .

2.16 Véta. p je stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem k m prdvé kdyZ
existuji zobrazenf 2.13(1) s vlastnostmi 2.13(i), 2.13(ii) a zobrazeni

)] To:J > R*Y, x,€lJ
takové, Ze plati
(iil) (9, x, )€ D, g(x, o) S ¥, 3 = o + To(¥), (2, 9) p(x, a) = V(z, 8) < 2.

Diikaz. Necht p je stejnomé&rn€ asymptoticky omezeny. Pak podle véty 2.13
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existuji zobrazeni 2.13(1) s vlastnostmi 2.13(i) a 2.13(ii). Zvolme v (1) za %o € J
konstantu x z definice 2.15 a zobrazeni T, : J - R* definujme pfedpisem

To(¥) = T(¥),

kde T je zobrazeni z definice 2.15. Pak podle 2.15(3) pro kazdé (9, x, «) € D, g(x, @) <
Sy, 92 a+ Ty¥), (z,9) p(x, a) plati g(z, 9) < x,, odkud vzhledem k 2.3(2)
dostdvdme V(z, 9) £ x,. Odtud plyne, Ze zobrazeni ¥ md také vlastnost (iii).

Necht existuji zobrazeni 2.13(1) s vlastnostmi 2.13(i) a 2.13(ii) a (1) majici vlast-
nost (iii). Z vlastnosti 2.13(i) a 2.13(ii) vyplyvd podle véty 2.13, Ze p je stejnom&rn&
omezeny vzhledem k m. Definujme konstantu x z 2.15(1) tak, aby byl spln&n vztah

a(x) = %,

a za zobrazeni T z 2.15(2) zvolme zobrazeni T, z (1). Pak pro kaidé (9, x, @) € D,
g(x,a) £ ¥, 8 2 a + T(WY), (2, 9) p(x, a), g(z, 9) e J plati

a(9(z, 9)) S V(z, 9) < »o < a(x),
odkud plyne g(z, 9) < . Je tedy p stejnom&rn& asymptoticky omezeny vzhledem k m.
2.17 Véta. Necht p je globdlni a uplny vzhledem k Fesenim. Necht existuji zobra-
zeni 2.13(1) s vlastnostmi 2.13(i) a 2.13(ii), zobrazeni c: J - R* zdola omezené na

ka%dém koneéném podintervalu intervalu J kladnou konstantou a majici ndsledujici
vlastnost

(ii) pro kaZdé FeSeni s procesu p a vSechna «, 9 € domain s, « < 9 plati
3
V9),9) = Vs ) 5 ~ [ oot D) v,

kdykoliv je c(g(s(v), v)) definovdno pro vSechna v e{x, 9, veR.

Potom je p stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Ditkaz. Z vlastnosti 2.13(i) a 2.13(ii) zobrazeni 2.13(1) plyne podle véty 2.13, Ze p
je stejnomé&rné& omezeny vzhledem k m. Necht & je zobrazeni z definice 2.12 a nechf

AMy) =inf{c(v):1 £ v S W)} .
Definujme nyni x a T z definice 2.15 pfedpisem
b(¥)
AY)

a ukazme, Ze takto definované x a T skute¢n& vyhovuji 2.15. Necht je ddno (x, «) € E,
g(x, a) < y. Pfedpoklddejme, Ze pro n&jaké (y, B) p(x, ), B = o + T(¥) plati vztah

x=¢1), TU) =1+
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g(y, B) > . Necht s je feeni procesu p prochdzejici body (x, @) a (y, f). Je-li 1 <
< g(s(9), 9) = &(¥) pro viechna 9 € {a, B>, 3 € R, pak pomoci (iii) a 2.13(ii) dost4-
vdme vztah

V(y: B) = V(x, 0) - f " o). M) d S bW) - AY) TW) <0,

coZ je ve sporu s definici zobrazeni V. Existuje-li y € (a, B) takové, Ze g(s(y), y) < 1,
plyne ze vztahu (y, B) p(s(y), ) nerovnost g(y, B) < &(1) = x, coZ je spor s nasim
pfedpokladem. Odtud dostdvdme, Ze pro kazdé (9, x,a) e D, g(x,a) S ¢, $ 2 « +
+ T(Y), (z, 9) p(x, «) plati g(z, 9) < x. Je tedy p stejnomérn& asymptoticky omezeny
vzhledem k m.

3. STEJNOMERNA OMEZENOST A STEJNOMERNA ASYMPTOTICKA
OMEZENOST SPOJITEHO TOKU

3.1 V této &dsti budeme pfedpoklddat, Ze P je metricky prostor s metrikou @
a zobrazeni g z 2.1(2) definované pfedpisem
g(x, @) = inf {o(x, y) : (v, a) € m}
je spojité na P x R'.

3.2 Definice. Rikdme, Ze tok p na P nad R! je spojity pravé kdyZ jsou feseni spojitd
zobrazeni.

3.3 Véta. Spojity tok p je stejnomérné omezeny vzhledem k m prdvé kdyZ existuje
ljapunovskd funkce V s ndsledujicimi vlastnostmi:

(i) existuje 6 € J takové, Ze
domain ¥ = {(x,®) € E : g(x, @) = 6},

(i) existuji rostouci spojitd zobrazeni a,b:J — J, lim a(y) = + o takovd,
e plati yoto

(x, «) € domain V= a(g(x, «)) < V(x, ) < b(g(x, a)) .

Dikaz. Necht p je stejnomérné omezeny. Bez ijmy na obecnosti miZeme pfedpo-
klddat, Ze zobrazeni ¢ z definice 2.12 je rostouci a spojité. Zvolme § = 5(1) a definujme
parcidlni zobrazeni V' : E - R* pfedpisem 2.3(2) pro (x, a) € E s g(x, «) = 8. Vlast-
nosti (i) a (ii) ndmi definovaného zobrazeni potom vyplyvaji z prvni &dsti ditkazu véty
2.13. Stejné jako ve vété 2.13 se ukdZe, Ze V je ljapunovskou funkci.

Necht existuje ljapunovskd funkce V's vlastnostmi (i) a (ii). Necht je ddno ¢ = 8.
Definujme zobrazeni & z 2.12(1) tak, aby

a(¢()) > b(y)
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a predpoklddejme, Ze existuji bod (x, @) € E, g(x, &) £ ¥ a y € {a, &(x, a)) takové, e

plati g(,p.x,y) > &(Y). Ze spojitosti potom vyplyvd, Ze existuji « <y, <7y, <7,
pro které plati

9G,Pe%s 1) =¥, g(,Pa% 72) = () a ¥ < g(spex, 8) < &(¥) pro Y€ (yy,72)-
Pak je

a(g(,,ps%> 72)) = a(E(¥)) £ V(1.02%, 72) S V(0% v1) £ b(g(,,p.%, 71)) = b(¥),

coZ je ve sporu s volbou &isla é(llt). Tim je véta dokdzdna.

3.4 Véta. Spojity globdlni tok p je stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem
k m prdvé kdy? existuje ljapunovskd funkce V s vlastnostmi 3.3(i), 3.3(ii) a spojité
zobrazeni c: {8, + ) — R* takové, %e plati

(i) (x, @) € domain V=>V(4p.%, §) — V(x, a) < — |2 c(g(,p.x, v)) dv, kdykoliv je
c(g(,p.x, v)) definovdno pro viechna v e {a, 9).

Dikaz. Necht p je stejnomérné asymptoticky omezeny. Bez Gjmy na obecnosti
muZeme pfedpoklddat, Ze zobrazeni & z 2.12 a T'z definice 2.15 jsou rostouci a spojitd.

Zvolme ¢ > 1 a poloZme 6 = ox + 1, kde x je konstanta z 2.15. Definujme parcidlni
zobrazeni V: E - R* ptedpisem

1+(0—a)o
V(x, a) = su Xy ) —————— 1 3 =«
(x, @) p{g(sp ) 129 —a }

pro (x,x) € E s g(x, a) = 8.
Snadno se ukdze, Ze plati

(1) g(x, a) < V(x, a) < o&(g(x, )) .

Definujeme-li nyni zobrazeni a pfedpisem a(y) = y a b ptedpisem b(y) = o&(y),
vyplyvd z (1), Ze V md vlastnosti 3.3(i) a 3.3(ii). Necht jsou ddny (x, a), (y, f) €
edomain ¥V, y = ;p,x. Pak pro kaidé z = gpgy platitaké z = gp,xa(l + (8 — «) 0):
(1+9—-)=(1+(9—-B)o)/(1 + 9 — p), takZe

V(y, B) = sup {g(spay, 9) 1‘;‘{%: 32 ﬁ} S

S PR (L R )

QOdtud plyne, Ze zobrazeni V je ljapunoifskou funkci. Necht je ddno (x, o) € domain V.
Pak podle 2.15(3) pro viechna 9 = a + T(g(x, «)) plati g(sp,x, 9) < x, takze
1+(%—a)o

X, 3
9(sp.x, 9) rr—

Sox<ox+ 1= g(x,a) SV(x, o).
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Nyni ze spojitosti p a g vyplyvd existence 9, € <a, a + T(g(x, a))) takového, Ze

1+ (% —a)o
V(x, a) = X, Jo) —————1— .
( ) g(30p 0) 1 + ‘90 -

Oznatime-li y = gp,x a z = 4p,y, pak je

. 14 (yo— 9o 1+ (o — 9o
V(z,9) =g Z,Y0) — 2 = o , Po) —— 2 =
(. 9) = g(sops2: 7o) Ty oo =g SlePecopeyt0)

) L4 Go= B, =)@
= 9(,,Pp¥: Y0) 1+ 90— B [1 (1+yo-—9)[1+(yo—ﬁ)a]]

_ (c-1)(3 -5
éV(y’ﬁ)[l 1+ -p +(?o“ﬂ)"]i|,

IIA

takZe

V(z, 9) — V(y,B) < —(o=1) V(y; B)
= (L+70 = 9) (L + (3o — B) o)

3-8 -
Odtud a ze vztahd 0 < 7o — 9 < T(g(2, 9)), 0 < o — B < T(g(z, 9)) + (3 — B)
dostdvdme nerovnost

@) V(z, 8) —V(y, B) < _ (‘7 -1 V(y, B)
-8 — [+ T(e(z 9] [1 + oT(g(z, 9)) + o(8 - B)]

<_ (6 - 1) g(», B) .
=1+ T(a(z )] + oT(g(z, 9) + o9 — B)]

JelikoZ je lim g(z, 9) = g(y, B) a zobrazeni T je podle pfedpokladu spojité, vyplyva
3-8+

=

z (2) nerovnost

lim sup V(spex, 9) = V(pax, B) < —(o - 1) g(spax, B) .
op 8~ 8 ~ [t + T(9(pex, B)][L + oT(gopax, B)]

Definujeme-li zobrazeni ¢ z (iii) pfedpisem

- -1y
W) = T + oT)]
vidime, Ze ljapunovskd funkce ¥ md vlastnost (iii).

Necht existuje ljapunovskd funkce V's vlastnostmi 3.3(i), 3.3(ii) a (jii). Z vlastnosti

3.3(i) a 3.3(ii) vyplyvéd podle véty 3.3, Ze p je stejnom&rn€ omezeny vzhledem k m.
Nechf £ je zobrazeni z definice 2.12. PoloZme

My) = inf {c(v) : 6 < v £ W)} -
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Definujme nyni x = &(6) a T(¢) = 1 + b(y)/A(Y) a ukaZime, Ze takto definované x
a zobrazeni T vyhovuji definici 2.15. Nechf je ddno (x, «) € E, g(x, «) < . Pfedpo-
klddejme, Ze pro n&jaké B = « + T(y) plati vztah g(zp.x, f)) > %. Je-li 6 <
< g(spax, 9) < &(¥) pro viechna 9 e <a, B), pak z (iii) plyne nerovnost

V(ppex, B) < V(x, o) — J " g, v)) dv < (W) — AW) T(¥) < 0,

coZ je spor s definici zobrazeni V. Existuje-li y € a, ) takové, Ze g(,p,x,7) < 9,
plyne ze vztahu gp,x = gp,o ,p,x nerovnost g(zp.x, f) < &) = x, coZ je spor
s nasim pfedpokladem. Odtud dostdvdme, Ze pro kazdé (x,a)€E, g(x, a) < ¢,
9 2 o + T(y) plati g(sp,x, 3) < ». Je tedy p stejnomé&rn& asymptoticky omezeny
vzhledem k m.
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Summary

BOUNDEDNESS OF ABSTRACT PROCESSES

FRANTISEK TUMAJER, Liberec

The properties of boundedness both of abstract processes and of continuous flows
are studied by means of method of Liapunov’s theory. The notions of boundedness,
asymptotical boundedness of the abstract process relatively to a set are introduced.
The equi-and uniform variants of these notions are introduced as well. In the paper is
shown that these properties can be totally characterized by means of generalized
Liapunov’s functions with certain additional properties.
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