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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 88 (1963), Praha

OBDOBA FUBINIHO VETY PRO PLOSNY INTEGRAL
PRES POLYEDRALNI PLOCHU A GAUSSOVA VETA
S INDEXEM

Irsa CERNY, Praha
(Doslo dne 23. srpna 1961)

V €lanku se pievadi integrace pies polyedralni plochu v E; na sled integra-
ce pies E; a integrace pies systémy orientovanych kfivek, které tvori priniky
polyedralni plochy s rovinami, kolmymi k dané pfimce. Na zdkladé toho a na
zékladé Greenovy véty se odvozuje Gaussova véta pro (libovolné se proti-
najici) polyedrélni plochu.

1. V tomto ¢lanku budeme uZivat definic a symboll, zavedenych v prvnich tfech
odstavcich [3]; jsou obsaZeny také v résumé k [3]. Zopakujme je struén&: Je-li B8 =
= {t,}0-, (kdet, = {a,, b,, c,}) triangulace mnoZiny B = {B;}}-, a je-li F zobrazeni

1

mnoZiny B = | B; do Es, které je linearni na kaZdém z trojuhelnikd T, = T(z,) =

ji=1
= T(ay, b,, ¢,) (jejichZ sjednocenim je B), ¥ikame, Ze F je polyedrdlni plocha. Kom-
paktni mnoZinu F(B) nazyvdme grafem plochy F, body a,, b, ¢, (n =1,...,p)
vrcholy triangulace B; mnoZinu vSech vrchold triangulace B oznaéime V(EB).
Body mnoziny F(V()), tj. body A, = F(a,), B, = F(b,), C, = F(c,), nazyvame
vrcholy plochy F.
Ve [3] jsme dokaézali toto tvrzeni:

Véta. Bud R rovina v E;, kterd neobsahuje #ddny vrchol plochy F. Bud P =
= E[n; F(T,) n R % 0]. Je-li ddna orientace roviny R (ij. kladné orientovand
ortonormdlni base {Xy, X,, Y} v E; zvolend tak, %e {X,, X,} je basi v R), miZeme
usecky, které jsou priniky F(T,) s R (n € P), orientovat tak, %e oznacime-li D, resp.
E, jejich poldteéni resp. koncovy bod a ¢, linedrni zobrazeni intervalu {0, 1) do E;,
pro né# je ¢,(0) = D,, ¢,(1) = E,, Ize P rozloZit na koneéné mnoho disjunktnich
neprdzdnych mnoZin P, (m <= 1, ..., r) s touto vlastnosti:

Kazdé P, lze cyklicky usporddat tak, Ze jsou-li napt.

n(1) < n(2) < ... <n(k) <n(1) <...
vSechny prvky P,, je
Um = Onty + Ouy + -+ + Oy
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(oznaleni viz [3]) uzaviend kiivka. Znaéi-li y systém viech kfivek ,, (m = 1, ..., 1)
a poloZime-li

r
ind, w = ) ind, w
m=1
pro v§echna w € R nepatFici do mnoZiny

|1 =ml£1|¢'m|

(tj. nepattici do F(B)), je
pro tdz w.

2. Bud B, n&ktera st¥na z B; oznadme jako v [3] 7; vektor, jehoZ po&ateSnim bodem
je stfed krychle A; € U, jejiZ st€nou je B;, a jehoZ koncovym bodem je stfed stény B;.
Zvolme déle dva vektory a;, f;, jejichZ spole€nym pocateénim bodem je néktery vrchol
A;stény B;a jejichZ koncovymi body jsou vrcholy u;, v; téZe stény, a to tak, aby platilo:

1) Lo B 73] > 0.
KaZdy bod £ € B; Ize napsat jednoznacné ve tvaru
() =2+ &y + 8By,

kde ¢&;,&,€<0,1). Pravou stranu (2) oznatme (pro &, &, €0, 1)) symbolem
(&4, &,); funkee @ je pak prosté linearni zobrazeni &tverce <0, 1) x <0, 1) na B,;.
Abychom zjednodusili oznadent, ztotoZnime v dalsim body £ € B; s pfisluSnymi dvoji-
cemi (¢4, £,) €0, 1) x €0, 1> (tj. budeme misto &/(&,, &,) psat (&y, &,), jestliZe bude
patrné, na které st&n& B; bod & = ¢I(&,, &,) leZi). Cisla ¢, budeme nazyvat soufadni-
cemi bodu ¢ na B;.

Poznamka. Bud 7 = {a, b, ¢} orientovany trojihelnik na ¥ (viz odst. 2 nebo
résumé v [3]), bud T = T(x) = B,. PoloZme

(3) . [b—a,c—a]B-_—bl—abbz—az

2

€1 — a4y, €3 — a4
kde a4, a,; by, b,; ¢4, ¢, jsou soufadnice bodi a, b, ¢ na B;.

Vzhledem k (1) a k podmince [b — a, ¢ — a, ;] > 0, pomoci niZjsme v [1]iv [3]
definovali orientaci trojihelnika na B, jsou base {a; B;} = {u; — 4;, v; — 4;} a
{b — a, c — a} v rovin& obsahujici sténu B; souhlasn& orientované. Odtud plyne, Ze

(4) [b—a,c—alz>0.

3. Bud g reélnd funkce definovand na B; je-li M = B;, definujme:

() f 9 dp = f f M(M)g(@f(él, &,) &, dg,,
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jestlize Lebesguetv integral vpravo ma smysl; déle poloZme

(6) Lgdp=2€jgdp,

j=1]8;
jestlize ma smysl soudet vpravo.
Poznamka 1. Je oviem také

(7) f gdp =ni gdp,

=1 T,
ma-li soucet vpravo smysl. . ,
Poznamka 2. Jestlize uZijeme umluvy z odst. 2 o ztotoZn&ni bodii £ € B; s pfislus-
nymi dvojicemi (£;, £,), mZeme (5) napsat ve tvaru

(8) f K dp = HMg(él, &) d¢, dé, 3

integral [,, g dp se niim podstatnym nelisi od ,,obyCejného” Lebesgueova integralu
a ma viechny jeho vlastnosti. V dalSim jej budeme Casto transformovat podle véty
0 substituci.
Pii uvedeném ztotoZnéni odpadé zfejm& nutnost uZivat zobrazeni &’,.co% zjednodu-
Suje zapis nékterych vzorcd. K nedorozuméni nemiZze dojit.
Snadno lze ukézat, Ze ani existence ani hodnota integralu (5) nezévisi na tom,
kterou ze &tyf moZnosti volby vrcholt 4;, u;, v;stény B; (s podminkou (1)) jsme vybrali
. — tedy jak jsme zvolili zobrazeni &’/; v dfikazu této nezavislosti jde pouze o jedno-
duchou aplikaci véty o substituci (pro pfipad transformace, kterd znamena otodeni
bud o +7/2 nebo o x).

4. F necht je jako nahofe polyedrélni plocha; pfo body ¢ = (&, &,), neleZici na
strané Zddného trojuhelnika T, definujeme:
aF(fu 52) x aF(éh fz) '1)
o, 9,

Vektor N (definovany na sjednoceni vnittk viech T;) nazyvdme vektorem nor-
maly k F. PoloZime je§té

© N(&y, &) =

(10) ‘ V=“L1:i, jelli N 0, v=0 jinak.

Lemma. Je-li © = {a, b, ¢} néktery z trojihelnikii triangulace B (pro jedno-
duchost vynechdvdme index n), plati uvnitF T = T(t) rovnost

(11) v = 1((F(b) — F(a)) x (F(c) - F(a))),

kde x je jisté kladné Cislo.

1y Znak x uZvadme pro vektorovy sougin. Skalarni soudin dvou vektort X, ¥ zna&ime (X, Y),
|| X je délka vektoru X.
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Dikaz. Bud T < Bj; zobrazeni F (€1 €5) je linearni na T, tak¥e existuji tii vektory
w1, W2, W3 tak, Ze pro (&, &) e Tje

(12) F(&, &) = W + W2, + W2
Odtud plyne, Ze
(13) aF(f1s 62) — W1 , aF(fl’ 52) == Wz,
0, 43
takZe
(14) N =VIN| = W x w2,
Znamenaji-li a4, a, atd. soufadnice bodu a atd. na Bj, je
(15) F(a) = F(ay, a;) = W'ay + W?a, + W?, atd.,

odkud snadno plyne, Ze
(1) (F(B) ~ F@) x () - F@) = (7" x WI[b — e — ala.
Nage tvrzeni je disledkem (14), (16) a (4).

5. Je-li V vektorové funkce definované na F(B), definujme

(17) J V'VdP.= f (K * F) v;INlldp?) pro i=1,2,3,
F B

(18) f F”VdP = L(V*F, v) INl dp,

maji-li integraly vpravo smysl.
Pro posledni integral, ktery miiZeme nazvat plosnym integrdlem normadlni sloZky
vektoru V pres plochu F, plati:

3 ‘ P
(19) f”VdP =3 J”*VdP=‘Z zj (Vi F)v,N| dp.
F i=1 Jp i=1n=1Jp,

6. V odst. 6—8 bude pevné dan jeden z trojihelnikd triangulace B; pro jedno-
duchost jej ozna&ime (podobni jako v lemmatu z odst. 4) © = {a, b, ¢}"(bez indexu);
poloZime téZ T = T(t). Krom& toho bude d4na rovina R kolma k ose x3, probihajici
v (orientované) vzdalenosti z od po&atku. Rovina R nechf protiné trojuhelnik F(T),
ale necht neobsahuje Zadny z jeho vrcholi

A=F(a), B=F(b), C=F{).

V R zvolme basi sloZenou z vektori (1, 0, 0) a (0, 1, 0) (v tomto pofadi), kterou Ize
vektorem (0, 0, 1) doplnit na kladng orientovanou basi v E;. Oteviené poloprostory
uréené rovinou R v E, oznadime E7, E; ; E; necht je pfitom ten poloprostor, ktery
obsahuje body, jejichZ t¥eti soufadr}ice je vEtsi nezZ z.

2) Znak * uZivime pro sloZené zobrazeni.
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Jako v odst. 4 v [3] sestrojime body D a E: Bez Gijmy obecnosti mizeme pfedpo-
kladat, Ze vrchol F(T), ktery leZi v p¥islu§ném poloprostoru sdm, je A. D a E jsou pak
krajnimi body usecky, ktera je priinikem F(T) s R, ptidemZje-li 4 € E5, je D € S(4, B),
je-li AeE3, je DeS(4, C). Jako v [3] oznalime pismenem ¢ line4rni zobrazeni
intervalu <0, 1) do E;, pro n&% je ¢(0) = D, ¢(1) = E.

Zavedme tato.dal$f ozna&eni: w bud zobrazeni, p¥ifazujici kaZdému bodu z F(T)
jeho kolmy primét do roviny x,x5. Je-li v; & 0 na T, je o prosté; v tom piipadé ozna-
&ime Q zobrazeni inversni k o (je-li v; = 0, zobrazeni Q nedefinujeme). Bud dale
W= w(F(T)),c =sgnv,na T.

7. DokéaZeme predevsim toto tvrzeni:

Véta. Integrdl
(20) [geryamiap
T
je roven integrdlu

(1) a.ﬂw(f* @) dx, dx,

pro kaZdou funkci f, kterd je spojitd na F(T) (vice nebudeme v daliim potfebovat).
Diikaz. Bud nejdfive v; = 0 na T; pak je integral (20) roven 0, nebot integrand
je nulovy. W je v tomto pfipadé€ tiseCka, tedy mnoZina dvojrozmérné miry 0, takZe
integral (21) je téZ roven O — nevadi, Ze integrand neni viibec definovén.
V dal§im predpokladejme, Ze v, = O na T. Oznaéme H linearni zobrazeni pfevade-
jici rovinu x,x3 na rovinu S, v niZ le# st€éna B; > T, pfi kterém

(22) body w(A), »(B), »(C) pfechazeji v body a, b, c.
Jest

(23) Q=F+HnaW,

takZe

(24) v F=QxH_, na T=H(W).
Odtud plyne, Ze

(25) j(f*F)VlllN” dp=f(f*9*H—1)V1UNH dp =

T T

=-U (f* Q) (vy *H) IN*HJ| .|D|.dx,dx;,
w

kde D je Jacobiho determinant transformace H.
Vypodtéme pomoci (23) derivace Q podle prom&nnych x,, x3; jest

(26) @:M: .@E*H _a_£{_1+ E_*H % pro j=2’3_
0x 0x; 04 0x; 0¢, X ;

J J J
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Vektorovym vynasobenim z toho dostaneme

(27)' —qu—qg-:(N*H).D,
Ox,  0x3
takZe
o R
(28) ~|IN*H|.|D| = ||-— x —]|.
X,  0x3

Z (25) tedy plyne rovnost

(29) f (f « F) wlIN| dp = ﬂ (f « Q) (v + H) H
T W
ProtoZe Q ,,zachovava posledni dv€ soufadnice™, tj. protoze

(30) Q(xz, xa) = (QI(XZ’ x3), x2, x3) N

ma vektor (3Q/dx,) x (92/dx,) (konstantni uvnitf W a kolmy k trojuhelniku F(T) =
= Q(W)) prvni slozku rovnou 1. Jednotkovy vektor v je také kolmy k F(T), takZe

?2 x ?_9_ =sgn(v1*H) na W=o.
axz 6x3 »

oQ 09

— X dx, dx, .
0%, oxyl|

(31) (v = H)

Z (29) a (31) plyne ihned rovnost (20) a (21).
8. V dalsim budeme studovat souvislost integrali (20), (21) a integralu

(32) j f dx, = ﬁ(f « 0) do,

4

(integrél vlevo je integral kiivkovy, integral vpravo Stieltjesv). K tomu budeme
potfebovat mimo jiné i rovnost

(33) o = sgn (w,(E) — wy(D)).
Diikaz (33). Z lemmatu v odst. 4 plyne, Ze '
(34) v, = k((By — 4,) (C3 — 43) — (Bs — 43) (C; — 43)),

kde k > 0. Pfedpokladejme nejdfive, %e A e EF; pak je D e S(4, B), E e S(4, C)
a existuji tedy 4, ue(0, 1) tak, Ze

(35) D=A+AB—A), E=A4+pC— A).
Body tsegky S(D, E) lze popsat vztahem

(36) x=¢(t)=D + #E— D), kde te0,1).

Je oviem

(37) o0) = wy(D), o¢1) = w(E) pro k=2,3.
Z (35), (36), (37) ihned plyne, Ze

(38) @y(E) — (D) = p(C, — 4,) — XB, — As)
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a zZe

(39) 0= a)3(E) - co3(D) = ,u(C3 - A3) - }.(33 — A3)

(oba body w(D), w(E) leZi v R, takZe maji tou tfeti soufadnici).
Dosadme pomoci (39) za C; — A5 do (34) a uZijme (38); dostaneme:

(40) —_ é_iﬁ(wz(E) — y(D)).

V naSem pfipadg, kdy 4 € E5, je A5 > B,, tak¥e konstanta pfed zavorkou vpravo je
kladna. Z toho plyne ihned (33). »

Je-li A€ EF, bude A5 — B3 < 0, ale zarovett D € S(4, C), E € S(4, B), coZ mé za
nasledek, Ze po analogickém vypodtu vyjde v zdvorce na pravé stran& (40) w,(D) —
— ,(E). Plati tedy (33) i v tomto piipadg.

9. ProtoZe nyni budeme ménit rovinu R a trojuhelnik 7, je tfeba zavést podrob-
né&js§i oznaleni.

Rovinu kolmou k ose x3, prochazejici v (orientované) vzdalenosti z od po&atku,
oznaéme R(z). Neprochazi-li R(z) Zddnym vrcholem trojihelnika F(T,) a je-li R(z) n
n F(T,) + 0, miZeme definovat pfisluiné body D, E a line4rni funkei ¢ (viz odst. 6):
oznatime je podrobngji D,(z), E,(z), ¢(n, z).

Bud déle , = (@,, ®,2, ®,3) zobrazeni, které bodim F(T,) pfitazuje jejich kolmé
priméty do roviny x,x;; je-li v, & O na T, je w, prosté a miZeme definovat Q, =
= (241, Q2+ Q,3) jako zobrazeni inversni k o, (je-li v; = 0 na T,, zobrazeni ©, ne-
definujeme). Necht dale W, = w,(F(T,)), necht Q, znamena primét W, do osy xs,
Q priimét F(B) do té%e osy. Oznaéme koneéné o, = sgn v, na T},

Podle vysledkd v [3], které jsou struéné formulovany v odst. 1, miZeme pro kaZdé
z € Q, pro néZ R(z) n F(V(B)) = 0, utvofit ze ziskanych ¢(n, z) systém kiivek x(z);
plati pfitom:

(41) indp x = ind,,,) x pro viechna xeR(z) — F(B).

Symbol [, f dx, necht znamené soudet kfivkovych integrald Jomnfdx, (ptes
viechna ¢(n, z), z nichZ se skldda y(z)).

Jednim z hlavnich vysledkd této prace je tvrzeni, které miZeme nazvat Fubiniho
vé&tou pro ploSny integral pfes polyedralni plochu:

Véta, Je-li Vvektorovd funkce spojitd na grafu F(B) polyedrdlni plochy F, je

o (e

Poznimka. Plati oviem je§té dv& analogické rovnosti, které dostaneme z (42)
cyklickou zaménou soufadnic x4, X, a x; = z. Nevyslovujeme je proto, Ze by to vy-
7adovalo dal§i novd oznaleni. (Dalsi tfi analogické rovnosti, které lze dostat ne-
cyklickou permutaci soufadnic, se li§i od pfedchézejicich pouze tim, Ze na jedné strané
rovnosti pfibude znaménko minus.)
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Lemma. Pro vSechnan=1,...,p je

(43) o, . J (Vy * 2,)dx, dz = j‘ (J. 14 dx2> dz.
‘ Wa n \J 0(n,2) :

Dikaz lemmatu. Je-li v, = 0 na T, je integral vlevo roven 0, nebot W, mé dvoj-
rozmérnou miru 0. Funkce ¢(n, z) jsou v tomto pfipad€ konstantni, takZe i vpravo
je 0.

MiZeme tedy pfedpokladat, Ze vy & O na T,. Aplikujme na integral vlevo Fubiniho
vétu a to tak, Ze uvnitf se bude integrovat podle x,, vn& podle z. Vngjsi integrace bude
tedy probihat pfes primét Q, trojihelnika W, do osy x,. Vnitini integrace bude pro-
bihat p¥es ,,fezy”> W, rovinami kolmymi k ose x;; meze budou w,(D), w,(E), pfi SemZ
dolni mez bude men3i z téchto &isel. Podle rovnosti analogické (33) se vnitfni integral
vynasobeny ¢islem o, rovna kiivkovému integralu

(44) j (V% 2) dx,,
h(n,z)

kde h(n, z) = o, * ¢(n, z); protoZe Q,, * h(n, z) = hy(n, z)a o(n, z) = Q, * h(n, z),
je integral (44) dale roven

_[:(Vl * Q, % h(n, z)) dhy(n, z) =
= J‘:(V1 * Q, * h(n, 2)) d(2,, * h(n, z)) = J‘ Vidx, .

. o(n,z)
Tim je lemma dokazano. Obratme se k dikazu véty. Podle (17), podle vty z odst. 7
a podle lemmatu z tohoto odstavce je

P
(45) J “VdP = 21 (Vi * F) v(|IN| dp =
n= Tn

F

) )
=Za,,.f (Vi *Q)dx,dz =Y, J <j Vi dx2>dz.
n=1 Wn n=1 n @(n,z)

Posledni integral je viak zfejmé roven

. (]

kde s¢itani probih4 pres ta n, pro n&z (pfi pevném z) je F(T,) n R(z) # 0. (Vniténi
integral nemé smysl pro koneéné mnoho z, totiZ pro ta z, pro néz R(z) n F(V(B)) *
% @, ale to pfi integrovani podle z nevadi.) Vnitfni soudet je tedy roven integralu
Juw) V1 dx,, 8imZ je dikaz véty dokongen.

10. Druhym hlavnim vysledkem této prace je Gaussova véta pro polyedralni
plochu. Diikaz je zaloZen na ,,Fubiniho v&t&”, kterou jsme pravé dokazali a na véte
Greenove. Predpoklady Gaussovy véty 1ze upravit podle toho, které znéni Greenovy
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véty uZivame; vybrali jsme zn&ni z [ 2], které 1ze téZ najit v [4]. PYed aplikaci Greenovy
vety je viak tfeba pong&kud ji modifikovat.

Véta. Budte ,, (m = 1, ..., 1) uzaviené kfivky s konecnou délkou, definované
0 {0y B3 necht’ltﬁml < E,. Systém téchto kFivek oznaéme x a poloZme

(47) ind, w = Y ind,  w
m=1
pro vSechna w nepatrici do mnoZiny
(48) I = (._Jlll//ml-
Oznaéme
(49) G = E[weE,;ind,w £ 0] .

Bud f funkce spojitd na G v le Necht existuje mnoZina H = G, kterou skoro ka%da
pfimka rovnobéZnd s pruoni osou souradnou protind ve spocCetné mnoZiné, pFidem#
koneénd derivace df|dw, existuje vSude v G — H. Necht existuje koneny Lebesgueiiv
integrdl

(50) I= H ind, . L aw, dw,.
G Owy
PoloZime-li

(51 [ram=3 | sam.
je x Um

(52) I= jf dw, .

X
Diikaz. Véu snadno odvodime z Greenovy véty, vyslovené a dokazané v [2].
Oznaéme u,, v, (m = 1, ..., r — 1) funkce linearni na <0, 1), pro n&Z je
um(()) = vrn(l) = Wm(ﬁ,,,) > um(l) = vm(o) = Vms 1(“m+ 1) >
a definujme
(53) S=VYstus FYsFuyt .o d g+ VY F Om-r ... F 0y
Pak je @ uzaviena kfivka s koneénou délkou a zfejmé

(54) indy w = ind, w
pro viechna w nepatfici do mnoZiny

r—1
(59) |2l = ld v U Ju -

Z toho plyne, Ze

r—1
(56) G = E[w;indgw + 0] = G — U |um| = G.
m=1
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Spojitou funkci f Ize z uzavfené mnoziny G © x| rozsifit spojite na celou rovinu E,,
tim spi¥e na G U l@l =GuU ldﬁl a _]e_]l derivace df/ow, spliiuje v G podminky analo-
gické jako v G. Vzhledem k (56) se G li§i od G pouze o mnoZinu miry nula, takze

(57) indg . —— . dw, dw, = || ind,. 9 . dw, dw,
G 5W1 G ow,

je konecny.

Viechny predpoklady Greenovy véty z [2] jsou tedy spln&ny, takZe

(58) fj~ind¢.—g—.dw1 dw2=dew2.—_
de2+Z< fdw, + J‘fdw2>=dew2,

Z (57) a (58) plyne ihned nafe tvrzeni.

11. Véta. Bud F jako obvykle dand polyedrdlni plocha; poloZme
(59) G = E[x € E,; indpw £ 0].

Bud V vektorovd funkce spojitd na G U F(B), pro ni# ddle plati: Existuje mnoZina
H < G tak, %e priinik H se skoro kazdou rovinou R(z) (rovnobéfnou s rovinou xx,
a majici (orientovanou) vzddlenost z od poldtku) je mnoZina, kterou skoro kaZdd
pfimka rovnobéznd s osou x, protind ve spoletné mnoZiné, pficemZ viude v G — H
existuje konecnd derivace 0V[dx;.

Necht existuje koneény Lebesguetiv integrdl

(60) I= ﬁf indg . M . dx; dx, dx; .
G 0%y
Pak je '
(61) I= j Y dP.
F

Dikaz. PiSme z = x,; podle Fubiniho véty je — vzhledem k tomu, Ze primét Q
mnoZiny F(B) do osy x; obsahuje primér G do téZe osy —

(62) I=J (” indp.%.dxldxz)dz,
0 G(z) 0x,

kde
(63) G(z) = E[(x4, x2); (%1, %2, 2) € G]

(G(2) je oviem préazdna, jestliZe z nepatfi do primétu G do osy xs, ale to v dal§im
nikde nevadi).
Vnitini (dvojny) integral v (62) existuje a je kone&ny pro skoro viechna z; z toho
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a z pfedpokladii o mnoZiné H plyne, Ze existuje mnoZina M < E, nulové miry tak,

Ze plati:
Jeldi ze Q — M, je 1) prinik H(z) = H n R(z) mnoZina, kterou skoro kazda
pfimka rovnob&Zna s osou x; protind ve spofetné mnoZing; 2) existuje kone&ny

integral
. ov,
(64) I(z) = indp . —* . dx; dx, ;
G(z)

0x4

3) R(z) neobsahuje Zadny vrchol plochy F.
Jeli tedy z € @ — M, miiZeme sestrojit systém k¥ivek y(z) (jako v odst. 9), pro

ktery je

(65) ind,) x = indp x

pro viechna x € R(z) — F(B). Pro tato z je tedy

(66) I(z) = Jj ind,, . P .dx, dx, .
6(2) 0x,

Funkce Vj(x,, X5, z) je oviem spojita pro (x5, X5) € G(z) U lX(z)l, kde X(z) je
,,pramét” y(z) do roviny x,x,, a podle (65)
(67) ' G(z) = E[(xy, x2); ind, ) (x4, Xx,) % 0] .

Skoro kazd4 pfimka rovnob&Zna s osou x, ma s mnoZinou H(z) spoetny prinik a
V3 (x4, X2, 2)/0x, je konetna viude v G(z) — H(z).

Jsou tedy splnény vSechny predpoklady Greenovy véty z odst. 10 a plati:
(68) Iz)=| V,dx, pro zeQ - M,

x(z)

takZe podle (62) je

- J(] )

Integral vpravo je podle véty z odst. 9 roven integralu

(70) f "VdP,
F

¢imZ je nae tvrzeni dokazano.
12. Snadnym disledkem véty z odst. 11 je druhé hlavnitvrzeni této prace:

Gaussova véta. Za predpokladii, které vzniknou z pr“édpokladﬁ véty odst. 11 vSemi
cyklickymi permutacemi souradnic Xy, X5, X3 = z, je

(71) J f f indp . div V. dx, dx, dx, = J Wdp .
G F

Dikaz. Stadi pouze seist tfi vzorce, které vzniknou z (60)—(61) cyklickymi per-
mutacemi souradnic.
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PesromMe

AHAIJIOI' TEOPEMBI ®YBHMHU [J15 IIOBEPXHOCTHOI'O
UHTEI'PAJIA IO MHOI'OTPAHHOI ITOBEPXHOCTHU U TEOPEMA
T'AVCCA C MHAEKCOM

Wb YEPHBIM (Ilja Cerny), Ilpara

Mzr 6yneM MoNb30BaThCS ONPEMIEICHUSIMHU ¥ CHMBOJAMH, BBEJICHHBIME B IEPBHIX
Tpex maparpadax [3]; oEm mpuBopATCS Takke B pesrome k [3]. Ilycrs F — MHOTO-
l

rpagHas IOBEPXHOCTB, T. €. OTOOpaXkeHHe MHOXecTBa B = 'U B; B E;, mameinoe

j=1
Ha KaxJoM u3 Tpeyrousuukos T, = T(t,), rme B = {t,}_; (7, = {a, by, ¢x}) —
JaHHAS TPUAHTYJIAIMS MHOXKECTBA B.

HWaTerpan no B; mul onpenemamM Tak: BoseMeM aBa BekTopa «;, B;, oOmel Ha-
YaJIbHOH TOYKOH KOTOPBIX SBIISETCA OJHA M3 BEPIIMH A; KBanparta B;, a xoHIeBble
TOYKH — BepIUMHBI B; BEIOpaHBI Tak, YTO €CIM y; O3HAYAET BEKTOP, HAYaJbHOM
TOYKOH KOTOPOro SBIsieTCst NeHTp Kyba (rpams kxoToporo — B), a koHueBas Touka —
neHTp rpanu B;, To BHemmEee npomssenerue [aj, f;,7;] > 0. Kaxnyro Touky ¢ € B;
TOTJIa MOXHO 3allACaTh B BUJE
(*) = A;+ &y + &85,
rae &, &, €40, 1). Ecmu g onpezenesa Ha Bj, To mycts fs,9 dp o3mauaeT mATErpa
JIebera ot pynxmmm g mo kxBampaty <0, 1> x <0, 1), xoTopsli mpoberarot &, &,,

ecmu Touka ¢ mpoberaer B;.
Ecmu g onpenenera Ha B, TO MOJI0XIM

1
jgdp=2 gdp,
B =18,

€CIM CyMMa BIPaBo HMeeT cMBICH. Ecim V — BexTopHASL QYHKIHSA, OIIpe/eIeHHast
Ha F(B), To MBI elle IOJIOXAM

'[“VdP - j (Vi*F)vN|dp mmx i=1,23,
F B

j Wdp = ( (V* F,»)IN| dp,
F

vB
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roe N — BeKTOp HOPMAaJH K OBEepXHOCTH F (onpep;eneHHbIﬁ B Tex Toukax B, xoTo-
pHIE He JIeaT HU Ha OMHOM CTOpoHe Kaxoro-nudo T,, kKak BEKTOpPHOE IPOW3BEICHHUE
OF|0¢, x 0F[|3&,), v = N/|N|, ecom N % 0, v = 0 B IpOTHBHOM CiIyyae).

O,IIHI/HVI U3 TJIaBHBIX PE3YJIBTATOB CTAThU ABJISICTCA CICOYHOLIECC YTBEPXKIOCHUE:

IIycmo R(z) — naockocmv, nepneHOUKYAApHAA K OCU X3 U NPOXOOAWAA HA OpUEHMU-
DOBAHHOM paccmoaHuUu Z om Hauaaa koopournam. Ecau R(z) He codepocum Hu 00HOl
sepuiunbl nogepxnocmu F (cm. manp., pesiome x [3]), mo mvl obpazyem cozsacHo
[3] cemeiicmeo y(z) kpuswvix r,(z) (komopoe sgasemcs, epybo 2080psa, cemelicmeom
écex ompeskos, aexwcawux ¢ nepeceuenuu R(z) n F(B) u mnaozemcawux obpazom
ODUEHMUPOBAHHBIX).

Ecau Q osnauaem npoexyuio F(B) na ocv x5, mo 6yoem

J Vi dP = f (J Vi dx2> dz
F o\J x(2)

018 xancdoil eexmopHoti Pynkyuu V, nenpepuisroti na F(B).

(Marerpan ., OUpe/eleH kKaK CyMMa KPUBOJIMHEHHEIX HHTETPANIOB 10 OTIETBHBIM
¥(2), 13 KOTOPBIX ocTaBieHO X(z).)

CrpaBe/IMBEI, KOHEYHO, [BA aHAJOTMYHBIX ypaBHeHus 14 [ VAP, i = 2, 3.

BTopeIM U3 I'JIABHBIX pe3yJIbTAaTOB CTAThH SBJIIETCA BHIBOJ (HOPMYIIBI

(**) j:” indgp e dz, dx, dx;, =j ' dP
G 0xy F

Opyu Clemyiomux yciuoBusx: 1. F — MHororpagHas HoBepxHOcTs, G = E[x;
indg x # 0]; 2. BexTOpHas byHKIHU V HempeprBHA Ha G U F(B) " obyasiaeT Ko-
HeWHOM IpowsBomHOM V,/dx; Ha MHOXecTse G — H, rhe mepecedenveM H moutn
€ XKaXJOH IJIOCKOCTBIO, NEPICHANKYISIPHOU K OCH X3, SBJIIETCS MHOXECTBO, Iepe-
cedyeHre KOTOPOro IOYTH C KaXAOM IpsSMOH, TapaiieslbHOH C OChXO X, CYETHO;
3. ViHTerpai B 1eBOH 4acTu (**) CYIECTBYeT U SBISETCS KOHEUHBIM.

HoxasatenscTBo Gopmynsl (¥*¥) ocHoBaHo Ha Teopeme I'priHa M Ha IEpBOM H3
TJIABHBIX PE3YJIbTATOB CTATH, KOTOPHI IpeAcTaBiseT coboil cBOero poma ,,reopeMy
Oy6ousu* [ MHTETpaja 110 MOBEPXHOCTH.

Ilpu BRIMONHEHHHM BCEX YCIOBMMH, BO3HUKAOIIUAX W3 TOJHKO 4TO CHOPMYJIUPOBAH-
HBIX YCJIOBUM (IIpM KOTOPBIX GBUIO BHIBEACHO COOTHOMIEHHE (**¥)) myTeM BeexX LAKIIM-
YeCKHX IMEePECTAHOBOK KOOPOMHAT X, X,, X3 = z, B3 (**) U ¥3 IByX HambHeHIoux
aHAJIOTMIHBIX COOTHOIICHUH JIErKO CIEIYeT PaBEHCTBO

J“[j indF diV del dX2 dX3 = J deP N
G F
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Summary

AN ANALOGUE OF FUBIN]’S THEOREM FOR THE SURFACE
INTEGRAL OVER A POLYHEDRAL SURFACE AND GAUSS’
THEOREM WITH THE INDEX

ILia CerNY, Praha

Let us use the definitions and symbols defined in the first three pé.ragraphs of [3];
they are also contained in the summary to [3]. Let F be a polyhedral surface, i. e.
1

a mapping of the set B = () B; into E;, which is linear on each of the triangles T, =

i=1
= T(t,), where B = {t,}2_, (1, = {a,, b,, c,}) is a given triangulation of the sst B.
We define the integral over B; in the following way: If B; € B is the face of the cube
A; e nad if y; is the vector with origin in the centre of the cube A; and terminal
point in the centre of B;, let us choose two vectors «;, f; the common origin of which
is an (arbitrary) vertex A; of the square B; and the termini of which are vertices of B;
chosen so that the outer product [e;, §;, y;] is positive. Then each point £ € B; can be
written in the form

™ &= A; + &y + £,85,
where £, £, €40, 1). If g is a function defined on B;, let us denote the Lebesgue

integral of the function g over the square <0, 1> x <0, 1>, over which &, &, vary
when the point ¢ varies over Bj, by the symbol [, , 9 dp.

1
jgdp=2f gdp,
B i=1 Bj

if the sum on the right side of the equation is meaningful. If V is a vector function
defined on F(B), put

If g is defined on B, we put

f"VdP=j(V,.*F)v,.uNu dp for i=1,23,
F B

J Wap = f (VxF,) Nl dp,
F B

where N is the normal vector of the surface F (defined in those points of B, (which do
not lie on any side of any T,, as the vector product 8F/0¢; x OF[d¢,), v = N/[N| if
N =% 0 and v = 0 otherwise).

One of the main results of the present article is the following theorem:

Let R(z) be the plane perpendicular to the axis x,, whose intersection with this
axis has third coordinate z. If R(z) does not contain any vertex of the surface F
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(see for instance the Summary of [3]), let us construct (according to [3]) the system
x(z) of the curves Y, (z) (which is — roughly speaking — the system of all segments
lying in R(z) n F(B) and oriented in a suitable manner).

If Q is the projection of F(B) into the axis x5, then

J‘ ledP = J‘ <f V1 dX2> dZ
F 2\J x(2)

for every vector function V continuous on F(B). ([, is defined as the sum of the
curvilinear integrals over the curves Y,,(z) of which x(z) is composed.)

Of course, there hold another two analogous equations for f r 'WdP,i = 2,3.

The second main result of the present article is the derivation of the relation

(**) M indy 2 dx, dx, dx; = j "y dp,
G 0%y F

if the following assumptions hold: 1) F is a polyhedral surface, G = E[x; indy x =
+ 0]; 2) the vector function V is continuous on G U F(B) and has a finite partial
0V, /0x, in the set G — H, where the intersection of H with almost every plane per-
pendicular to the axis x5 is a set which has a countable intersection with almost every
straight line parallel to the axis x,; 3) the integral on the left side of (**) exists and is
finite. '

The proof of the equation (**) is based on Green’s theorem and on the first of the
results of the present paper (which is an analogue to Fubini’s theorem for the surface
integral).

If all assumption which are obtained from the assumptions 1)—3) by all cyclic
permutations of the coordinates x,, x,, X3 = z, hold, it follows easily from (**)and
from the corresponding equations that

ﬂj‘ indg div Vdx,; dx, dx; = j 'VdP.
G F
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