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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¢. 88 (1963), Praha

INDEX BODU VZHLEDEM K POLYEDRALNI PLOSE
A JEJIMU PRUNIKU S ROVINOU

Itsa CERNY, Praha
(Doslo dne 23. srpna 1961)

Studuje se souvislost indexu bodu vzhledem k polyedrélni ploSe a indexu
bodu vzhledem k systému kf¥ivek, které tvofi prinik polyedrilni plochy
s rovinou.

1. Uzivame pojmi a ozna&eni z [1]: Jsou-li i, j, k celé &isla, necht
(1 AGi 1, 1) =
=E[x=(x1,x2,x3)eE3; I—1=x =i, j-12x=j,k-1=x ék]-
Bud ¥ zatim libovolny neprazdny kone&ny systém krychli A(i,j, k); oznaGime
kratce

(2) A= {Ai}li‘=1 .
Bud
(3) | B = {Bj}zl'ﬂ

systém viech st&n krychli A; e U, které jsou sté€nou jen jedné krychle z U.

PoloZime-li

k 1

(4 A=UA;,, B=UB,
=1 j=1

je B hranici A.

Dvé stény B;, B, € B nazveme sousedni, je-li jejich prinik tsecka (spole¢na strana
Stverci B;, By). V dalsim budeme stdle pFedpoklddat, Ze systém A md tuto vlastnost:
(5)  kazda strana ka’dé st¥ny z 9B lezi pravé ve dvou riznych sténach z B .

2. Bud t = {a, b, ¢} uspofadana trojice bodd z E;; budeme ztotoZiiovat trojice
{a, b, ¢}, {b, c, a} a {c, a, b}. KaZdou takovou trojici T nazveme orientovanym troj-
uhelnikem o vrcholech a, b, c. KaZdému orientovanému trojihelniku = = {a, b, ¢}
piifadime tfi uspo¥adané dvojice (orientované iseky) {a, b}, {b, ¢}, {c, a}, které
nazveme orientovanymi stranami t.
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Konvexni obal T(z) = T(a, b, ¢) mnoZiny, jejimiZ prvky jsou body a, b, ¢, nazveme
trojithelnikem o vrcholech a, b, c. Konvexni obaly mnoZin, obsahujicich po fad€ body:
a, b; b, c; a, ¢ nazveme stranami T(t) a ozna&ime S(a, b), S(b, c), S(a, c).

Uvedenych nazvi uXivame i tehdy, nejsou-li viechny prvky trojice © = {a, b, ¢}
navzijem rizné; ¥ikdme v tom pfipadg, Ze trojihelnik t (a T(t)) je degenerovany.

Je-li F linearni zobrazeni T(t) do E, oznadime F(t) = {F(a), F(b), F(c)}; je oviem
F(T(z)) = T(F(z)

3. Orientovanym trojihelnikem na B nazveme kaZdou uspofadanou trojici T =
= {a, b, ¢}, majici tyto dv& vlastnosti:

1. viechny tfi body a, b, c leZi na téZe sténé B; € %B;

2. ozna&ime-li y; vektor, jehoZ po&atednim bodem je stfed krychle A;e A, jejiz
sténou je Bj, a jehoZ koncovym bodem je stfed stény B, je vn&jsi soucin

(6) _ [b—-a,¢c—av]>0.
Triangulaci mnoZiny B nazveme kazdy systém

(7) B = {T,}5-1

orientovanych trojuhelniki

®) T, = {ay, by, Co}

na 9B, ktery ma tyto vlastnosti:

o) oznadime-li

(9) T;l = T(tn) = T(am bna cn) s
je
(10) , B = LP_) T,;

B)jelil <m < n £ p, je primik T,, N T, bud O nebo spoleny vrchol nebo spo-
leCna strana obou trojthelnikid.

Body a,, b,, ¢, (n =1,..., p) nazveme vrcholy triangulace 8; mnoZinu viech
vrcholii triangulace 9B ozna&ime V(). :

Je-li T,, n T, spole€nd strana obou trojihelnikd, fekneme, Ze 1, a 1, jsou sousedni.

Abychom nemuseli v dal§im opakovat stale totéZ, umluvime se, Ze v celé praci za-
chovame veskera dosud zaveden4 oznadeni. Budeme pfedpoklidat, Ze je dina triangu-
lace (7) mnoZiny (3), sloZen z trojuhelniki (8); v platnosti zistane také ozna&eni (9).
Kromé toho bude v dal$im pevné dano zobrazeni F mnoZiny B do E,, které je linearni
na kaZdém z trojithelnikid (9); toto zobrazeni nazveme polyedrdlni plochou, kompakt-
ni mnoZinu F(B) jejim grafem, body mnoZiny F(V()) vrcholy plochy. Pro kratkost
oznaleni poloZime konecng

(11) A,=F(a,), B,=F(b), C,=F,).
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4. Bud R libovolna rovina v E;; zvolme v E; kladng orientovanou ortonormalni
basi {X,, X,, Y} tak, aby {Xy, X,} byla base v R. Zvolme w € R libovolng. Otevieny
poloprostor uréeny v E; rovinou R, v némZ leZi bod w + Yresp. w — Y, oznadme
E3 resp. E;.

Bud ¢ = {4, B, C} orientovany trojuhelnik v Es, pfi¢emZ R n T(o) * 0, ale Zadny
vrchol o nelezi v R. V jednom z poloprostort E3, E; leZi tedy jediny vrchol o, ve
druhém poloprostoru lezi dva vrcholy. Pfedpokladejme — jak se ihned ukiZe, bez
jmy obecnosti — Ze vrchol, ktery leZi v pfislusném poloprostoru sim, je A. Rovina R
protina tedy strany S(4, B) a S(4, C); prisetiky R s témito stranami oznalme D, E,
pfiCemZ :

(12), je-li A€ E3, necht D e S(4, B) (takZe E e S(4, C)),
(12), je-li A€ E7, necht D e S(4, C) (tak¥e E € S(4, B)).

Trojihelniku ¢ pfifadime orientovanou tusetku {D, E}; jest oviem S(D, E) =
= R n T(o).

Oznadime koneéné ¢ zobrazeni <0, 1) do E;, pro né&Z plati:

(13) @ je linearni na <0, 1),
(14) ¢(0)=D, o(l)=E.

Poznamka 1. Je patrné, Ze vysledek konstrukce, totiZ usetka { D, E} a zobrazeni o,
nezavisi skute€né na tom, Ze jsme vrchol o, ktery leZi v pFislu§sném poloprostoru sim,
oznadili A. ,

Pro jednoduchost nevyznalujeme zavislost {D, E} a ¢ na R, na orientaci base
{X, X,} a na trojihelniku o.

Poznamka 2. Konstrukei {D, E} a ¢ provadime i pro degenerované trojiihelniky
{A, B, C}. Pro takové trojihelniky je oviem D = E a ¢ je konstantni.

5. Jsou-li ¥Va W dva vektory v R, oznaéme

— Vla VZ
(15) [V’ W]R - W1: W2

kde Vi, V,, Wy, W, jsou slozky V, W pfi basi {X,, X,} (kterou pokladdme za pevnd
danou).

b

Poznamka. Je-li base {X,, X,, Z} v E, kladn& orientovana, je

(16) sgn [V, W]g = sgn [V, W, Z],
nebot uzivame-li pro rozklad vektord v E, ve sloZzky base {X,, X,, Y}, je
(17) Vi, V,, O
[V, W,Z]= Wp Wz,O =Z3-[V’ W]Rs
Zl: Zzs ZB

a Z3 > 0 je ekvivalentni s podminkou, e base {Xy, X, Z} je kladn& orientovana.
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Véta. Za situace popsané v odst. 4 je
(18) sgnfo,B— 4,C — A] =sgn[o, E — D],
pro kazdy vektor o roviny R.

Dikaz. Jsou moZné dva p¥ipady: 1) A€ E5, 2) A€ E;.

Ad 1): Base {X;, X,, 4 — D} je kladn& orientovana a existuji 4, u € (0, 1) tak, Ze

D=A+ AB—A), E=A+pulC— 4).
Podle pfedchazejici pozndmky je tedy
sgn[g,E— D]g =sgn[g,E— D,A— D] =
= sgn [0, y(C — A) — (B — 4), — (B — 4)] =
= sgn (— Apo,C — 4,B — A]) = sgn[o, B — 4,C — 4].

Ad 2): Diikaz je analogicky; platnost (18) je patrna také z toho, Ze p¥ipad 2) se od
piipadu 1) lisf tim, Ze nyni je kladng orientovéna base {X,, X,, D — A} a polohy bodi
D, E na stranéch S(4, B) S(4, C) jsou vyméné&ny — vysledek tedy bude tyZ jako
v piipadg 1).

6. V dalsim znamena (jak jsme se jiz umluvili) F danou polyedralni plochu. Bud R
rovina, ktera neobsahuje Zadny vrchol plochy:
(19) _ ‘ RAF(V(B) =0
prokazdén = 1, ..., pjetedy prinik F(T,) n R bud prazdny nebo nastane situace, za
niZ jsme pracovali v odst. 4 (R protina F(T,), ale neobsahuje Z4dny vrchol F(T,)).
Bud :
(20) P=E[nF(T,)nR +0];
pro kazdé n e P miZeme podle odst. 4 sestrojit orientovanou tsecku {D,, E,} a pfi-
slusnou linearni funkci ¢,.

Nez vyslovime hlavni tvrzeni prace, uvedme terminologickou poznadmku: Krivkou
nazyvame kazdé spojité zobrazeni w kompaktniho intervalu {«, > < E, do E;. Body
(), w(p) nazyvame pocdtecnim resp. koncovym bodem kfivky w; fikame, Ze kiivka
o je uzaviend, je-li w(a) = w(p).

Jsou-li w; (j = 1, 2) k¥ivky definované v <a;, B>, pro n& je w,(B,) = w,(«,), defi-
nujeme w, + w, jako ono zobrazenf w, pro néz je

wl(t) pro telug, By,
ol
el = <(02 t+a, — By) pro telBfy, By + B2 — ).
Podobné definujme @; + @, + ... + @, pro r > 2.
Grafem o nazveme mnoZinu

|(u| = o({a, B).
Index bodu vzhledem k plose a index bodu z R vzhledem ke k¥ivce probihajici v R
jsou zavedeny v [1].
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Za této situace plati toto tvrzeni:

Véta. Existuje rozklad mnoZiny P na disjunktni neprdzdné mnoZiny Py, ..., P,
(r = 0) s touto vlastnosti: Kazdé P, Ize cyklicky usporddat tak, e jsou-li

(21) n(1) < n(2) < ... < n(k) < n(1) < ...
vSechny proky z P, je
(22) Pnty + Puizy F -+ F Cry = ¥m

uzaviend krivka; pro kaZdy bod we R — F(B) = R — | |z,0,,,| pFitom plati
m=1

(23) indgw =Y ind,, w.
m=1

Dikaz. Je-li P = ¢, je tvrzeni spravné: bude r = 0, soulet vpravo ve (23) bude
nulovy a indg w = 0, nebof R n F(B) = 0, takZe w leZi v neomezené komponent8
mnoZiny E; — F(B).

Budtedy P =% 0; pfed konstrukci rozkladu P zavedme pro strugnost vyjadieni tento
pojem:

Bud me P; Yekneme, ¥e 1, je E-sousedni k t,, jsou-li 1,1, sousedni a E, e
e F(T,, N T,).

Je vidét, Ze ke kaZdému m € P existuje prdvé jedno n tak, Ze t, je E-sousedni k <,,;
je pak oviem také n e P.

Lemma. JestliZe <, je E-sousedni k t,,, je D, = E,,.

Diikaz. ProtoZe na oznadeni vrcholl zfejmé& nezéleZi, predpokladejme, Ze vrcholy
F(t,), F(z,), které leZi v ptislusném poloprostoru E3, E; samotné, jsou 4,,, 4,; pak
mame situaci analogickou té, za niZ jsme pracovali v odst. 4.

Rozeznavejme dva ptipady podle toho, zda 4,,leZi v EJ nebo v E; .

1. Bud nejdfive 4,, € E3; pak E,, € S(A,, Cy). ProtoZe {C,, A4,} je stranou F(z,,)
a protoZe 1,, T, jsou sousedni a E, € F(T,,n T,), je {4,, C,,} stranou F(z,). Je-li
A, € E3, je A, = A,, takZe nutn& C,, = B,, pfidemZ na stran& S(4,, B,) = F(T,, n
N T,) lezi D,; tedy D, = E,. Je-li A,€ E5, je 4, = C,, takZe A, = C,; na strané
S(A4,, C,) = F(T,, 0 T,) leZi v tomto p¥ipad€ opét D,, takZe i nyni D, = E,,.

2. Pfipad A, € E; se vySetf{ analogicky.

Tim je lemma dokazano; pokradujme v diikazu véty. Zvolme n(1) € P libovolng;
pfedpokladejme, Ze jsou jiZ sestrojena Cisla

(24) n(1),....n(j) (1)
z P tvofici prostou posloupnost tak, Ze 7, ) j¢ E-sousednik 7, proi = 1,...,j—1.
Jsou dv& moZnosti: 1) 1, je E-sousedni k 7,(;); 2) neplati 1.
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V prvnim p¥ipad® pokladdme konstrukci mnoZiny P, za skonenou: P, se sklada
z &isel n(1), ..., n(j), usporddanych v napsaném pofadi, pfi¢emz za n(;) nasleduje op&t .
n(1). Ve druhém ptipad¥ existuje pravé jedno n — oznalme je n(j + 1) — tak, Ze
Tuj+1y J€ T0ZNE 0Od 7,1y @ E-sousedni k 7,;).

DokaZme, Ze posloupnost

(25) n(1), ..., n(j), n(j + 1)

je (ve druhém pripadg) opét prostd. Predpokladejme, Ze tomu tak neni; existuje tedy
index i mezi 1 a j tak, Ze T,;y = T,¢j+1y- Je oviem i % 1 a také i # j, nebot sousedni
trojuhelniky 7,(;), Ta¢j+1y Demohou byt identické.

Pfedpoklidejme, Ze i = j — 1; protoZe t,;, je E-sousedni k 7,;_1) = T, a
Tui+1) = Tagiy J& E-sousedni k 7,;,, mély by sousedni trojihelniky 7,;), Ta(j+1, SPO-
ledné dv& riizné strany (ony strany Tn(j)» Které maji tu vlastnost, Ze na p¥islusnych stra-
néch trojuhelnika F(T, ;) leZi body D,;), E,;), coZ je nemoZné.

Jetedy 1 < i <j — 1@ Tp-1y, Tagit1)> Tagj) JSOU ti rizné trojihelniky (nebot po-
sloupnost (24) je prostd) sousedni k T,; = Ty+1)- Rovina R protind spoletnou
stranu F(T,;) a F(T,-1,), spole¢nou stranu F(T,,;)) @ F(T;i+1)) @ spolenou stranu
F(T,) a F(T,y), tedy viechny tfi strany F(T,;), coZ je spor (nebot pak by R obsaho-
vala i vrcholy F(T,;). Tim je dokéazano, Ze posloupnost (25) je prosta.

ProtoZe P je kone&n4 mnoZina a v konstrukci prosté posloupnosti n(1), n(2), ... Ize
pokracovat tak dlouho, dokud 7, neni E-sousedni k trojihelniku 7, jehoZ indexem
je posledni &len posloupnosti, existuje k tak, Ze konstrukce skonéi u n(k) — pfiCemZ
tedy nutné€ 7,,;, je E-sousednik 7,q,.

Tim je sestrojena mnoZina P, zéroved s cyklickym uspofadénim svych prvki (tak,
jak je to uvedeno v (21)). Je patrné, Ze mnoZina P, i jeji cyklické uspofadani jsou pln&
uréeny kterymkoli prvkem P,. ‘

Je-li P % P,, zvolime libovoln€ index v P — P, a analogickym zplsobem sestro-
jime P,; tak pokradujeme dale aZ do vylerpani viech prvkid mnoZiny P. Z kon-
strukce je patrné, Ze mnoZiny Py, ..., P,, které tak dostaneme, jsou disjunktni
a neprazdné. :

Moznost konstruovat kfivky ¢, plyne z toho, Ze jsou-li m, n dva indexy patfici do
téhoZ P,, pfiemZ n je ve smyslu cyklického uspofadani v P, prvek bezprostiedng
nasledujici za m, je 1, E-sousedni k 7, takZe podle lemmatu koncovy bod E,, kfivky

@ je pobateénim bodem D, kfivky ¢,. Z této vlastnosti plyne také uzavienost
ktivky .

DokaZme (23): Bud w € R — F(B) a zvolme jednotkovy vektor ¢ v R. Oznadme
(26) © P(w,@) = E[x;x=w+1g,t=0].
Pfedpokladejme, Ze P(w, ¢) neprochézi Z4dnym bodem E, (n € P); tuto podminku

Ize jist€ splnit. Polopiimka P(w, ¢) neprochazi pak 7adnou stranou Z4dného troj-
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thelnika F(T;), takZe podle definice indexu bodu vzhledem k ploge (viz [1], vztah (77)
v odst. 13, definici v odst. 10 a vztah (10) v odst. 5) je

(27) indpw =Y sgn[g, B, — 4,, C, — 4,],
kde vpravo se s&ita p¥es ta n, pro n&% P(w, o) n F(T;) * 0.
Podle analogické véty pro dimensi 2 je
(28) indy, w="7Y sgn[e, E, — D],
kde vpravo se s&ith pfes ta n € P, pro n&z P(w, @) n S(D,, E,) + 0. Sedteme-li vztahy
(28) pro m =1, ..., r, dostaneme

(29) Y.ind, w= Y sgn[o, E, — D]z >
m=1

kde vpravo se nynf s&it4 pfes viechna n e P, pro n&z P(w, ¢) n S(D,, E,) + 0. Mno-
Zina t&chto indexd n je ovSem identickd s mnoZinou indextl, podle nichZ se s&ita
vpravo v (27).

K dokonceni diikazu véty stadi vzit v ivahu jesté vétu z odst. 5.

7. Pro zkriceni zépisu miZeme jeSt€ pismenem yx oznacit systém vSech kfivek ,,
(m =1,...,r) a poloZit

r

(30) ind, w= ) ind, w

m=1

pro vSechna w, pro né€Z ma soudet vpravo smysl, tj. pro viechna

weR — Q|¢MI=R—F(B).
m=1

Oznagime-li jesté

(31) = UWu| = Uled.
m=1 neP

Ize misto (23) psat:

(32) indp w = ind, w

pro viechna we R — |y| = R — F(B).

Literatura
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Pe3romMme

MHIEKC TOYKU OTHOCUTEJIBbHO MHOI'OTPAHHOI
ITOBEPXHOCTHU M EE IIEPECEYEHHMA C ITJIOCKOCTBIO

WJIbS YEPHBIA (Ilja Cerny), Ilpara

Iycrs ¥ = {A}i-; — (nemycras) xomeuHas cuctema xy60B (B E;) eIMHHYHOIO
1
obpema, MpEYeM KOOPAMHATHI MX BEpLIMH — Leible yucna. [Iycte B = {B;}j-; —
— cucTeMa Beex rpaneii Ky6oB A;, KOTOpHIE SBJIAIOTCA TPAHAMM OIHOTO ¥ TOJBKO
k
onHoro ky6a u3 U (T. e. KoTopble JexaT Ha rpamuue MHOXectBa A = ) A;); zo-
i=1
mycriM, 4To cucteMa U BHIGpaHa Tak, 9TO Kaxgas CTOPOHA KaXIOW rpaHd H3 B
’ 1

SIBIISIETCSL CTOPOHOM B TOYHOCTH ABYX pasiuyHbix rpaneit u3 B. [Tomoxum B = | B I
i=1

OpueHmupo8anHbiM mpey20abHUKOM MBI Ha3BIBaeM KaXIYIO YIOPSIOYCHHYIO TPOii-
xy © = {a, b, ¢} Touek u3 E;; NpETOM MBI OTOXKIECTBISIEM TPOiikH {a, b, ¢}, {b, ¢, a},
{e, a, b}. Iycte T(t) — BHIIyKIast 060I0YKA MHOXKECTBA, COLEPXKAILErO TOUKH 4, b,
¢; nyctb S(a, b) — Bemykiass 00OJIOYKa MHOMKECTBA, CONEPIKAIIEIO TOYKH 4, b.
OpueHmuUHOOGHHYIM MPeYy20AbHUKOW Ha % MbL Ha3blBaeM KaXAYIO YIIOPSOOYEHHYIO
TPoiky © = {a, b, ¢} Touek, Jexalux Ha ONHOM rpanu B; e B, nua xoTopoit cnpa-
BEIUBO YTBEpXeHHe: Eciu y; — BEKTOp, HAYAIBLHOW TOYKOH KOTOPOTO SIBIISETCS
nentp kyb6a A; (rpasp KoToporo — B)), a xoHumEBoM TOukOi — LEHTp rpauu B,
TO BHeUIHee Npou3BesieHue [b — a, ¢ — a, y;] > 0. :

Tpuanzyasayueii mHoxcecmea B MbI HasbBaeM Kaxayroo cucreMy B = {7,}}_,
OPHEHTHPOBAHHBIX TPETOJLHUKOB T, = {a,, by, ¢,} Ha B, 0b6ragarollyio TeM CBOM-

e ‘
cTBoM, uTo B = J T(x,) w uro mig 1 < m < n < p nepeceueHue TPEYrOJbHUKOB
n=1
T(‘L‘m), T('c,,) SIBJISIETCS. WJIK MYCTBIM MHOXECTBOM MIIK oO1ieif BepImuHOH Wiu obiei
CTOPOHOM 3THX TpeyronbHukos. OTobpaxenne F MHOXecTBa B B mpocTpascTBo Ej,
KOTOPOE JHHEHHO Ha KaXXJOM Tpeyrom;nmce T, = T'(t,), MBI Ha3BIBAEM MHO202PAHHOL
No8epXHOCMbIO, TOYKH a,, b,, ¢, — eepuunamu mpuanzyiayuu B, ux obpassl 4, =
= F(a,), B, = F(b,), C, = F(c,) — eepuunamu nosepxHocmu.

I'maBHBIM DPE3yNbTATOM CTaThH SBIETCS ClEAyrollee yTBepxaeHue: Ilycrs
R — mrockocTs, B XoTopo#t naH Gasuc {X;, X,}; NycTb R He CONEPKUT HU ONHOM
BepIIHBI 10BepXHOCTH F. OGo3gauwuM P = E[n; F(T,)n R + 0], Y= X, x X,
(BexTopHOe mpomssenenue). Ilycte E; (coorB. Ej) — OTKDHITOE IOJYIPOCTPaH-
cTBO, ompenensemoe B E; miockocTsio R, B KOTOPOM JIEXHT Touka w + Y (cooTs.
w—Y), ec we R.

Kaxmsiit u3 otpeskos F(T,) N R (n € P) me1 opuenTHpYeM Tak: B omsom u3 mo-
siynpoctpHacts E3, ES nexuT onHa u3 BepumH F (T,,), B npyroM — nBa. be3 orpanu-
yeHysi OOIIHOCTH MOXHO HPEANONOKHUTh, 9T0 BepumiHoi F(T,), kKoTopas JEKHT
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B COOTBETCTBYIOIIEM IOJYIPOCTPAHCTBE OfHA, sBIsETCS Todka A,. Ecmu A, € E;
(coots. € E7), To mycTs HauambHOM Toukoit D, oTpeska F(T,) N R ABIsieTcs TOUKa
nepeceverus R co croporoit S(4,, B,) (coors. S(4,, C,)); KOHUEBYO TOUKY OTpes3-
ka F (T,,) N R obo3nauum vepe3 E,; nMycTe ¢, — nuHelinoe Ha <0, 1) orobpaxenue,
mnst kotoporo umMeeT MecTo ¢,(0) = D, ¢,(1) = E,

Torga P MOXHO pa3NOXHTh Ha KOHEYHOE 9HCJIO HENEPECEKAXOIMXCS HEMyCTBIX
MHOXECTB P,,,(m =1,..,rr 2'0) TakK, 9TO:

Kaxcooe mHoxcecmso P,, moxcHo yukauuecku ynopadouump (B CTaThe HOKA3aHO,
KakuM 06pa3oM 3TO YHOPSHOYEHHE MOXHO 3((EKTUBHO OCYIIECTBHTB) mMaK, umo
ecau

n(l) <n2)<...<nk)y<nl)<...
— 6ce saemenmel P, mo
Um = Onty + Ony + -+ + Py

b6yoem 3amxnymoii kpusoii. Ecau obosHauumv yepe3 y cucmemy 6cex Kpugvlx Y,
U NOA0AHCUMD

r
ind, w = lend,,,m w
me

045 6cex w € R — F(B), mo 0aa smux w chpagedauso pageHcmso

ind, w = indp w.
(MEaexc TOYKH w € R OTHOCUTENBHO KPUBOHA B R, a TakKe HHIEKC TOYKH OTHOCHTENb~
HO HOBEPXHOCTH, 6bUT BBeZeH B [1].)

Summary

THE INDEX OF A POINT WITH RESPECT TO A POLYHEDRAL
SURFACE AND TO ITS PLANE SECTION

ILsa CERNY, Praha

Let % = {4,}{_, be a (nonempty) finite system of cubes (in E;) with unit volumes
and integer coordinates of vertices. Let 8 = {B }i=1 be the system of all the faces

of cubes A; which lie on the boundary of A = U A;; let B be their union: B = U B;.

i=1 j=1
Let us suppose that the system U has the following property: each side of each face

from B lies in exactly two different faces from 5.

Each ordered triplet © = {a, b, ¢} of points from Ej is called an “oriented triangle”;
we say that the triplets {a; b, c}, {b, c, a}, and {c, a, b} are identical. Let T() be the
convex envelope of the set containing the points a, b, ¢, let S(a, b) be the convex
envelope of the set containing the points a, b. An “oriented triangle on B” is an
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arbitrary triplet © = {a, b, c}, the points of which lie on one face B; € ¥, and which
has the following property: If B; € % is the face of the cube A; e 2 and if y; is the
vector with origin in the center of the cube A; and terminal vertex in the center of B;,
then the outer product [b — a, ¢ — a, y;] is positive.

Each system 8 = {r,}E_, of oriented triangles t, = {a,, b,, ¢,} on B having the

14
property that B = |J T(t,) and that for 1 < m < < p the intersection of T(z,,),
n=1

T(v:,,) is either the empty set or the common vertex or the common side of the both
triangles, is called “a trianqulation of the set B”. A mapping F of the set B into
Ej, linear on each triangle T, = T(z,), is called “a polyhedral surface”; the points
a,, b, c, are the “vertices of the triangulation $8”, their images 4, = F(a,),
B, = F(b,), C, = F(c,) are the “vertices of the surface”.

The main result of the present article is the following theorem: Let R be a plane
in which the base {X, X,} is given; let us suppose that R does not contain any vertex
of the surface F. Let P = E[n; F(T,) n R + 0], Y= X, x X, (vector product). Let
E7 (resp. E;) be the open half-space in E; whose boundary is R and which contains
the point w + Y (resp. w — Y), if we R.

Orient each of the segments F(T;,) N R (where n € P) in the following way: One of
the half-spaces E;, E; contains only one vertex of F| (T), the other half-space contans
two vertices. Let us suppose (we can do so without restricting generality) that 4, is
the vertex of F(T;) which lies alone in the corresponding half-space.

If A, E7 (resp. A, € E7), let the origin D, of the segment F(T,) n R be the point of
intersection of R with the side S(4,, B,) (resp. S(4,, C,)); let E, be the terminal point
of the segment F(T,) n R. Let ¢, be the linear mapping of the interval <0, 1), for
which ¢,(0) = D,, ¢,(1) = E,.

Then we can decompose the set P into a finite number of disjoint nonempty sets
P, (m =1,...nr= 0) so that the following holds:

Each set P,, can be ordered cyclically (in the article there is shown how this can be
performed effectively) in such a manner that if

n(1) < n(2) <...<n(k)y<n(1)<...
are all the elements of P,,, then
Um = Puty + -+ F Pne

is a closed curve. If we denote the system of all the curves y,, by the symbol y and
if we put .

ind, w= ) ind, w for all points we R — F(B),

m=1

then the following relation holds: -
ind, w = indy w for all we R — F(B).

(The index of a point w € R with respect to a curve in R and the index of a point with
respect to a surface are defined in [1].)
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