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Casopis pro pEstovini matematiky, ro¥. 95 (1970), Praha

UHLOVE LIMITY POTENCIALU DVOJVRSTVY

JIki VESELY, Praha
(Doslo dne 22. prosince 1968)

Pii vySetfovani vlastnosti potenciali jednoduché a dvojné vrstvy, z nichZ nékteré
jsou dulezZité pro feSeni okrajovych tloh teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic,
jsme ve svych moZnostech znaéné zavisli na charakteru kfivek, resp. ploch, s nimiz
pracujeme. V tomto &lanku si v§imneme bliZze podminek existence uhlovych limit
t&chto potenciali. Je-li H plocha v E;, Q € E; — H a je-li W(F; Q) hodnota poten-
cialu dvojvrstvy v bod€ Q s hustotou F soustfedénou na H, rozumime thlovou limi-
tou limitu tvaru

lim W(F; P + ¢o(Q — P));

e—0+
pozadujeme pfitom, aby existoval nedegenerovany rotaéni dvojkuZel s osou PQ
a vrcholem P tak, Ze v jistém okoli bodu P mé s plochou H spoleény prave jen bod P.
V citované praci [1] jsou formulovany nutné a postadujici podminky pro existenci
uthlovych limit logaritmického potencidlu dvojvrstvy. Zde jsou tyto vysledky pfene-
seny na obecné valcové plochy v E; a Newtonlv, resp. tepelny, potencial dvojvrstvy.
K formulaci podminek je pouZito vlastnosti fidicich kfivek t&chto vélcovych ploch,
vyjadfenych pomoci jejich cyklické a radialni variace.

L

Jelikoz budeme uzivat ve vétsi mife vysledk z citovanych praci, zejména pak
&lanku [1], pfizpisobime k tomu vhodn& uZivané oznadeni. Zopakujeme téZ strung
zavedeni n€kterych pojmi a shrneme jejich nejdilezit&jsi vlastnosti.

Eukleidovsky dvojrozmérny prostor E, budeme ztotoZiiovat s rovinou komplex-
nich ¢isel. K oznadeni normy v E,, k = 1, 2, 3, budeme uZivat symbolu |. . .|. Prostor
viech omezenych spojitych redlnych funkci na mnoZiné M s normou, definovanou
vztahem

I/ = sup {|f()], xeM},

budeme znatit C(M). Symbolem y budeme znag&it spojitou komplexni funkci, defino-
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vanou na uzavieném nedegenerovaném intervalu (a, b); budeme pfedpokladat, Ze
plati

(1.1) var [¢; <a, b)] < + 0,
(1.2) (@sty<t, b, t,—t; <b—a)=y(t) * ¥(t,).
tj. K = y({a, b)) je jednoducha rektifikovatelna k¥ivka v E,.

ProzeE,; 0 <r < +o, a€ E, oznatime p¥(a, z) podet prvkd mnoZiny
{t;teda,b), 0 < [Y(t) — z| < r, Y(t) — z = |Y(t) — z| . exp ia} .
Podobn pro ze E,, 0 < r £ + 0, ¢ > 0 oznatime v¥(¢g, z) podet prvkéi mnoZiny
{t; teda, by, |Y(t) — z| = g} .

Vzhledem k prom&nnym a, resp. g, jsou (e, z), resp. v/(o, z), lebesgueovsky méfi-
telné funkce a lze definovat
2n r
(13). W) = j W D) do, w¥(z) = f W(o. 2)de.
0 0
V ptipadé r = + oo budeme uZivat oznadeni v¥ resp. u’.
Pro z € E, definujme na {a, b) spojitou realnou funkci r, pfedpisem

(1.9) r(t) = [u(o) — 2| .

Na {a, b) — y~!(z) existuje spojita v&tev arg [y(t) — z], tj. spojita realn4 funkce 0,
pro kterou plati

(1.5) r(t)exp i (1) = y(1) — z.

Je-li z ¢ K, je funkce 6, spojita na <a, b) a je urCena aZ na aditivni konstantu jedno-
znadné&.

Oznadime-li 9, , systém viech komponent # mnoZiny

{t;tela,b), 0 < |Y(f) — 2| < 1},

plati

(1.6) u¥(z) = )J:var: (v = z; #], £e9.,.
Je-li 6, libovolna spojité vétev arg [(r) — z] na # € 9),,,, je dale
(1.7) v¥(z) = ;Var. [0, #], #€9...

Jelli{eK,R>0aBeE, aexistuje-li 6 > 0 tak, %e plati (jy — | < 9,0 < r <
< 2R) = { = rexp iy ¢ K, pak plati nasledujici vztahy

(1.8) sup r~1u¥(0) < L[vR(0) + sup v¥%(¢ + rexpif)],
0<r<R 0<r<R

(19) sup ok( + rexp iB) < M[u4a(0) + sup r w¥(()],
0<r<R 0<r<2R
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kde L, M jsou konstanty zavislé pouze na d. Dikaz platnosti té&chto vztahd je pro-
veden v [3]

Funkce ¥ jest v E, zdola polospojitd. Oznadime-li ¢(z) = inf{|z — {|, { e K]},
potom vzhledem k (1.1) plati .

(1.10) v¥(z) = var [0,; <a, bD] < o7 '(2) var [y; <a, b ] pro z¢K,

(1.11) var [, — 0,; <a, bY] < |u — v| @~ (1) 0 *(v) var [; {a, b)] pro u,v¢K.
Diikaz tohoto tvrzeni viz v 1.12 v [2].

1.1. Poznimka. Z formuli (1.3) vyplyva, Ze pro kfivku K jsou hodnoty funkci
u?, v! tytéZ pro libovolnou funkci , popisujici K a splitujici podminku (1.2). Proto
budeme v dal$im uZivat ozna&eni uX, v¥.

1.2. Poznimka. Jestlize nastane pfipad y(a) = y(b), tj. K jest uzaviena kfivka,
mbZeme p¥i praci s bodem { € K pfedpokladat, Ze ¢ ~*({) = {to}, o € (a, b). Kdyby
nastal piipad ¥ ~!({) = {a, b}, 1ze funkci ¥ periodicky rozsifit z {a, b) na E, s pe-
riodou (b — a) a zvolit novy interval stejné délky <{a’, b’) tak, Ze yY(a’) + ¢
a y(<a’, b'y) = K. Tato zména parametrisace je pro nafe Givahy nepodstatna.

Pro ze E,, r > 0 oznalime

(1.12) Ufz) = {us;uekE,, ju—z|<r}.

1.3. Lemma. Necht je ddna funkce ¥, Y(<a, b») = K, K je jednoduchd rektifiko-
vatelnd krivka v E,, { e K, ¢ > 0 a plati -

(1.13) ' sup {v5(z); zeU Q) nK} < +o0.
Potom plati
(1.14) sup r~! K(C) < +o.

r>0

Dikaz. Necht ve smyslu 1.2 je y~'(¢) = {t,}, 1, €(a, b). Oznadime (pokud
existuji limity)

(1.15) () = lim fﬁg igtgl—expia+(¢(t)), teab),

(A — fim W) = ¥(t) : |
7 (f) = lim = exp ia_(Y(t)), te(a, b).
wr- [() — ()|
Z podminky (1.13) plyne v¥({) < + <0, coZ zarutuje existenci limit (1.15) v bod? t,.
Volime-li B + (), B + «_({), 1ze vyhovéti ptedpokladiim pro odhad (1.8) a volit
pisluina 6 a R. JelikoZ ziejmg plati v;(z) < v*(z), pak pro vyuziti (1.8) sta&i napf.
nalézti ro > 0 tak, aby platilo sup {v*(z); ze U,(¢)} < +oo. Polozme r, = }r.
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Ozna&ime {ay, b;) nejvétsi interval, pro ktery plati

toe <al’ b1> < <a, b> ’ ll/((al’ bl ) = Un(c) < UQ(C) °

V ptipadé {ay, b;> = (a, b) je sup {v*(z); ze K} < + o0 a podle tvrzeni 1.5 z [1]
je i sup {v*(2); ze E,} < +o. Pfedpokladejme bez jmy obecnosti na pfiklad
a < a;, b, < b. Ozna&ime

Ky =y(Ka,a)), K, =¥(Cay, b)), K;=y({by,b)).
Definujeme-li r; pomoci (1.4), plati
min {rf); te {a,a,> U by, b)Y} =r, > 0.
Vzhledem k defini¢nim vztahtim (1.3) pro v* plati
sup {v*¥(2); z e K,} < sup {v¥(z); zeK,} < + o0,
z &ehoZ plyne podle 1.5 v [1],
sup {v*%(z); z€E,} = ¢ < + 0.
Volime-li 7y = 4r,, plati pro viechna z € U, ({)
v¥(z) < v5(2) + v™(2) + v0(2),
z &ehoZ podle (1.10) vyplyva
v¥(z) S ¢ + 2rg ' var [§; <a, b)] < + 0.
Nyni sta&i volit 2R < r, a pouZit nerovnosti (1.8), z GehoZ obdrZime
sup {r"'uf({); 0<r<R}< +.
Pro r = R plati

rHul(0) < RO =

=R"! ; var, [|[y(t) — o|; £] < R™" var [y;<a, bD] < + 0.
FeDg,r
Ale odtud jiz vyplyvéa poZzadované tvrzeni (1.14).

Budeme jest& pouZivat t&chto oznaeni: plochu H = E; vytvofime jako kartézsky
soudin H = K x E,. Body v E, budeme popisovat dvojim zplsobem, tj. Q € E;,
Q =[xy u]l=[z;u],kde z€E,, x = Rez, y =Imz Jeli Re H, R = [{;v], je
za normélu ¥(R) k plode H v bod& R pfirozené brat vektor [n({), 0], kde n({) je vektor
normély ke kiivce K v bodé& { € K (lze se vidy dohodnout, jak tento vektor budeme
jednozna&ng urlovat). Je-li A line4rni mira na K, potom vzhledem k pfedpokladu
rektifikovatelnosti K existuje n({) A-skoro viude na K. Oznatime-li line4rni miru
na E, rovn&Z A, je pfirozené brat za povrchovou miru y na H soudinovou miru
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2 x 2; pak také »(R) existuje u-skoro v§ude na H. Budeme studovat vlastnosti funkci

typu

(1.16) W(F; Q) = LF(R) aG(lZ )Q ) u(R)

kde F jest omezena spojita funkce na H a G(R, Q) funkce specilniho tvaru.

1.4. Pozniamka. Oznadime-li # = {a, b) x E,, lze zavést nésledujici koresponden-
ci mezi C(H) a C(¢)
(1.17) F(L, v) = FY(t), v) = f(1,v),

kde F e C(H), [¢; v] € H, y(t) = {. Je-li y prosta, je tento vztah vzajemn& jednoznad-
ny a je isometrickym isomorfismem mezi C(H) a C(#); pro uzavienou K neni y/
~ prostd, lze viak pomoci (1.17) zavést isometricky isomorfismus mezi C(H) a Co(#) =
< C(o#), kde Co(o#) je tiida viech f z C(o#), pro n& plati f(a, v) = f(b, v) pro
vSechna ve E,.

2.
Oznatime-li Q = [z¢; uo], R = [z; u], ma v prvnim pfipadg, ktery budeme vySetfo-
vat, funkce G(R, Q) z (1.16) tvar
G(R, Q) = [|z — zo|* + (u — uo)’]™** = |@ — R|™".

Je-li Y, = Re Y, ¥, = Im ¢ a pfedpokladame-li, Ze funkce ¥ je absolutn€ spojita,
1ze po dosazeni do (1.16) W(F; Q) upravit na tvar (pro oznadeni zavislosti na y bude-
me uZivat symbolu W¥(F; Q) apod.)

WY(F; Q) =

Y A WO [ = %] = O [ = v
N IR O o perw e s e v L

Jeli zy ¢ K, 1, a 0,, jsou urleny pomoci (1.4) a (1.5) a jestliZe funkci F € C(H) p¥ifa-
dime pomoci (1.17) f € C(5#), lze upravit piedeslou formuli na vyhodn&jsi tvar

WW(F; Q) = Ww(ﬂ Zo, “0) = J J f( ) (t) '::2_0((?4 0;0(:)0)2]3/2 dudt =

[ [mmee Z01«,)2]*/2]) Rl
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Posledni vyraz ma smysl i bez dodate&ného predpokladu absolutni spojitosti funkce
a proto tento predpoklad opét opustime. Pro funkce fe C(#) resp. fe Co(#)
budeme vySetfovat vlastnosti funkce

¥ f. _ ([ S — Ug '
(2.1) wi(f; 2o, o) J; J‘— cmf(t’ s) d, [["zzo(t) + (5 uo)z]l/z:l
kde z, ¢ K. V‘)"razu (2.1) 1ze viak dat smysl i v pfipadé z, € K. Potom, jak jiZ bylo
feeno, je moZno funkci ,, definovat v {a, by — ¥ ~!(z,). Integral v (2.1) pak budeme
chépat jako soudet integraldi pfes komponenty mnoZiny <a, b — ¥~ '(z,); (v nafem
pfipad¥ tento soudet ma nejvyse dva &leny).
‘Funkce

dlezc;(t) ’

s — U
[r2(®) + (s — wo)*]'"

je pro libovolné z, ¢ K, t € {a, b) monotonni funkci s € E, a je

2 e C )=

pro libovolné z, € E, — K. To nim umoZiiuje odhadnout w¥(f; z,, ) pro zo ¢ K

@3) [z )] S 2. ] var [0, Ca, b5 = 2. ] o¥(z0)

Odhad vSak bude stejny i pro z, € K, kdyZ budeme pracovat s variacemi 6, na kom-
ponentach <a, b) — Y ~*(z,). Aby integral v (2.1) byl konecny pro viechny funkce
f e C(#), je nutno pozadovat v¥(zo) < +o0.

2.1. Lemma. Pror 2 0, 6 > O plati

r2

o

(2.4) var, [”—fﬁ/‘z 5 (6, +oo)] <

[ +x

Je-li ddle |4| < 18, plati

. A 2
(2.5) var, l:(rz " ’(°x++ e ; <6, +oo):| <4 ;~2 .

Dikaz. Pro libovolné r = 0 je vySetfovana-funkce monotonni funkci x € E,.
Pfimym vypodtem obdrzime pro hodnotu (2.4) odhad
8 82 r r

-7  _<1- =
(r2 + 52)1/2 - r2 + 52 r2 + 52 52

IIA

b

tj. plati tvrzeni (2.4). PoloZime-li nyni v (2.4) x + 4 =y, Ize zkoumany vyraz upravit
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na tvar, ktery lze dale odhadnout takto

y .
varyli(;—z—:——yz)lﬁ; <5 + A, +CD)] é

r2

oy r’

Tim je dok4zana i formule (2.5).

2.2. Lemma. Pror > 0, A€ E, plati

(2.6) varxl: *+4 X (e, oo)] <2 Lf_l'

(P + (x+ A2 (P42

Je-lir, >0, r, > 0, plati

2.7) varx[ SIS — oo)] <4, dri=nl

T+ =) (3 ) min (rp, r5)

Diikaz. V prvém pfipadg staci vySetfit pfipad 4 = 0, pfipad 4 £ 0 pfevedeme na
predesly substituci.

Oznadime-li v prvém pfipadé vySetfovanou funkci h,, plati

hm h,(x) = lim hy(x) =0.

X =00

Pro r > 0 je funkce h; i se svou derivaci

B (x) = r r
l(x) = (r2 N (x T A)z)s/z - (rz + x2)3/2

2

spojita a je hj(x) > 0 pro x < —34, hi(x) < 0 pro x > —}4. Z prab&hu funkce h,
je patrno, Ze

(2.8) var, [hy(x); (— o0, )] = 2h

IA

44 4
‘(%)*(4 24 )i 2';

z &ehoZ jiZ plyne (2.6). Ve druhém pfipédé oznacime vySetfovanou funkci h,. Tato
funkce je v E; spojita, licha a je h,(0) = 0. Dale je lim h,(x) = 0. V intervalu
(0, +c0) ma funkce xbe

2

hae) = r3

(r + x2)3/2 (ri + x2)3/2

" jediny nulovy bod

- (ryr2)*?
(rz/a + r§/3)1/2 :
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Z prib&hu funkce h, vyplyva

var, [h,; (— 00, )] = 2 var, [h,; €0, + )] =
= 4. max {|hy(x)|; x € €0, +0)} = 4. |hy(xo)| s

aviak
(r3 + x)Y2 = (r} + x?)M2
. |ha(x)] = |x . 2 N1/2 (2 : Dz |
(r} + X2 (1 + x?)
. o n S
(r + x*)12 (r§ + X2 [(r} + x¥)Y2 4 (73 + x*)Y2]| T min(ry, 72) ’
z &ehoZ plyne jiz (2.7).

2.3. Lemma. Je-li # interval, # < E,,f, g funkce s konecnou variaci na ¢,
plati

29) . var [f + g; £] < var [f; £] + var [g; £] .

2.4. Lemma. Pror, > 0,r, > 0, A€ E, plati
(2.10)

var,,[ x + 4 - X '(—oo,oo)]§4.|_':1__f_r2_'j_!i1_l_

[r2 + (x+ 4PV [r? + x?]V%° min (ry, 7;)

Dikaz (2.10) plyne pomoci (2.9) z lemmatu 2.2.

2.5. Lemma. Nechf je ddna funkce y, spliujici (1.1) a (1.2), ¥(¢a, b)) = K,
fe C(#) a necht { € K je hromadnym bodem mnoZiny M < E, — K, pro ni# plati

sup {v*(z); zeM} =c < + .

Oznacime-li ddle Q = [z; u], P = [{; v}, |P — Q| = d, plati pro libovolné § > 0

: J u+af :5)d [[ 2 + (s - u)z]uz] d:0.(r) -
J onfﬂ )4 [ ri(t) + (:_v 0)2]1,2] d,();(t)‘ =0
J j Js)d [[rf(t) +s (: - )2]1/2] 0u(r) -

-1 s [Fo+c = )0 -

(2.11) lim

d—'0+

(2.12) lim

d“q—
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Diikaz. Je zfejmé, Ze sta&i dokazat napt. (2.11); platnost (2.12) by se dokazovala
stejnym zpisobem. Pfedpokladejme nejprve, Ze K je jednoduchy oblouk a y~*({) =
= {a}. Pro dostatetn& malé 8, > 0 plati nasledujici odhad '

j b w,f (t5) . [[r:(:) +s (:f u)z]l,z] d.6.(f) -

B J : .iof (t5) . [[rg(t) +s (:_v ,,)2]1/2] d.6,(1)

J :ulJ. ::af (t.9)d, [[rf(t) +S (:f 7 [70) +s (:_l_, T ,2] d,0,(t)

J- :+a, .:.sf (t5)d, [[rg(t) -|-s (:_v 02! /2] d(8:(r) — 641))

J‘:Hl .:af(t’ 9 ds [[rg(,) _:(;f u)l]l/z] d,0.(t)

J : h :af ) . [[rf(t) +s (: j ,,)2]1/2] d,6,(1)

Zvolme libovolné ¢ > 0 a ocislujme vyrazy v absolutnich hodnot4ch na pravé strané
odhadu postupn& I—1V. Z trojuhelnikové nerovnosti plyne pro viechna t € {a, b)

(2.13) In() — rdl S |2 — 1] < 4,

z &ehoZ vyplyva, Ze pro d — 0, je r, — r, stejnom&né v {a, b). jelikoi r; j€ spojita
funkee, rya) = 0, r(t) > 0 pro t € (a, b), Ize volit &, tak, Ze plati

s

=

+

-+

+

+ +

+

.

(2.14) max {ri(t); te<a,a + §,>} < 3e6*.
Oznacime jesté . _
(2.15) min {rt); te {a + 8;,b)} = 2m > 0.

Vzhledem ke stejnom&rné konvergenci, plynouci z (2.13), existuje d;, > 0 tak, Ze pro
d < d,, tj. pro pfisluSna ze M

(2.16) max {r2(t); te{a,a + §,)} < e6?,
min {r,(t); te<a + 6, b)} = m.
Provedeme nyni dil¢i odhady; podle lemmatu 2.1 plati

V15 17255 o) 5 ] e
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Z lemmatu 2.1 vyplyva dale pfiv — u = 4 < 14,
ed? g
HUERT '4'37'0 (2) = 4.||f| ec.
Vzhledem ke zfejmé nerovnosti [u — v| < d obdrZime uZitim lemmatu 2.2
2d d
N T - PP N T
m m
Koneng vZitim (1.11) na | o4 4, », obdrzime
| < 2. [ f] dm™(2m)~tvar [y <a + 6,, b5] < | ] d .25
m

Shrnutim t&chto &asteCnych odhadi vzhledem k moZnosti volby € a d —» 0, obdrZime
dokazované tvrzeni (2.11) pro ptipad ¢ ~!() = {a}. Podobnym zpiisobem lze tvrzeni
dokézat v pfipad& ¥ ~'({) = {b}. Kone&né v ptipadé ¥ ~1({) = {to}, to € (a, b) (na
tento pfipad lze téZ pfevést ve smyslu pozndmky 1.2 i p¥ipad uzaviené kfivky K)
aplikujeme predeslé postupy v kaZzdém z intervalt {a, to) a {t,, b) zvla3f. Tim je
vztah (2.11) doké4zan.

2.6. Lemma. Nech? je ddna v, spliujici podminky (1.1) a (1.2), y(<a, b)) = K
a f € C(o#) takové, %e f(t, s) je pro ka%dé t € {a, b> konstantni funkci proménné s.
Potom pro libovolny bod [z; u], z ¢ K, plati

(2.17) WH(f: 2, 4) = 2 J 1, 5) d.0.0),

tj. w(f; z, u) rovné# nezavisi na ,,druhé*“ proménné. Hodnoty této funkce lze uréit
jako hodnoty logaritmického potencidlu dvojvrstvy s hustotou 2f.

Diikaz. Dosadime do (2.1) a provedenim vnit¥ni integrace obdrZime formuli (2.17).

Této souvislosti s logaritmickym potencialem vyuZijeme podstatné jiZ v nasledujici
véte:

2.7. Véta. Necht ¢ spliiuje podminky (1.1) a (1.2), K = y(<a, b)), { e K. Necht
y € Ey, ¥’ € (—1n, in) a necht existuji konstanty 6 > 0, R > O tak, Ze plati
(y—Bl<d,0<r<R)=(xrexpif¢kK.
Jestlize pro libovolnou funkci f € C() plati
(2.18) lim sup |[w*(f; { + eexpiy, v + @tg?)| < + 0,

e—04
(specidlné je-li pro kazdou f € C())
(2.19) lim w¥(f; { + gexpiy, v + ¢tgy) + £ ),

e—04
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potom je
(2.20) v*(¢) < +o0,
(2.21) sup rtuf(¢) < +oo.

r>0
Dikaz. Pro tfidu funkei f e C(o¢), které jsou pro kazdé t € {a, b) konstantnimi
funkcemi s Ize (2.18) vhodn& upravit. Pro kaZdou funkci f z této t¥idy je moZno
vyraz v absolutni hodnot& na levé stran& nerovnosti (2.18) nahradit podle lemmatu
2.6 logaritmickym potencialem dvojvrstvy; po této upravé plati (2.18) pro kaZdou
f1 € C(a, b)). Porovname-li nyni pfedpoklady dokazované véty a véty 2.4 z [1], je
zfejmé, Ze lze tuto vétu pouZit a tak dokonéit dukaz tvrzeni 2.7.

2.8. Poznimka. Podobné jako v poznamce 2.5 v [1] Ize ukazat, Ze v piedeslé vétE
2.7 stadj napf. predpokladat, Ze limita (2.18) je konedn4 pro vSechny fe C(#),
nezavislé na druhé proménné, které se vesmés anuluji pro pevnou koneénou mnoZinu
hodnot t € {a, b).

V [1] je dale ukézéno, jak Ize hodnotu limity logaritmického potencialu pro danou
hustotu f za pfedpokladu (2.20) a (2.21) vypodist. Odvodime analogické formule
i pro w’.

2.9. Véta. Necht  spliiuje (1.1) a jest prostd. Necht {-€ K = y(<a, b)) a necht
plati (2.20) a (2.21). Je-li y~'({) = a a tx(a) = exp ia (viz 1.15), plati pro libovol-
nou f e C(#)

(222) lim w*(f;{ + gexpiy, v + otgy’) = w(f; {v) + 2f(a, o) (m + a — y)
-0+
stejnomérné pro ye {o, ), ¥ € By, B2), kde a < oy L oy < o + 27, —in <
< By =B, <inm
Dtkaz. Pfedpoklad (2.20) zaruguje jiZ existenci tx (a); podle 2.6 se opét predchozi
tvrzeni redukuje pro pfipad, kdy f e C(#) a f(t, 5) je konstantni funkci s pro kazdé
te {a, b), na tvrzeni o logaritmickém potenciilu oznatené v [1] jako tvrzeni 2.9.
Libovolnou funkci f € C(#) rozloZime nyni na soudet funkci f;, f, € C(5#), které
jsou urceny takto

(2.23) fi(t,u) = f(t,v) prokazdé teda,b), uek,,
fr=f- fi- »
Jelikoz ziejm& plati w¥(f;...) = w¥(fy;...) + w¥(f,;...), stadi dokézat (2.22) pro

kazdou z funkci f,, f, zvlast.
V [1], v dikazu vety 2.9, jest téZ dokazano, Ze pfedpoklady (2.20) a (2 21) zaruduji
omezenost funkce v¥ pro z € P,, kde

(2.24) P={z;z={+gexpiy,a; Sy 2,0<eo<r},
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pro dostaten& malé r > 0. Zvolme toto r pevné€ a poloZme
sup {v*(z); zeP,} =c < + 0.

Zatim co funkce f; je nezavisld na ,,druhé“ proménné, funkce f, spliiuje vztah
£t v) = 0 pro libovolné t € (a, b). K libovolnému ¢ > 0 tak existuje 5, > 0 tak,
Ze plati

- [tsleda, by x v =80+ 80 =|f(t,s) <.
Vyuzijeme-li (2.2) a pfededlych odhad#, obdrZime snadno pro z € P,

f b J :i:f’(t’ ) [[rf(t) +s (: . u)z]llz:l d,0.(r) —

[0 e S 20

b pv+d; b prv+d2
< I fat,8) ... |+ I Sty s)...| < 4dee.
aJv—édz aJv—3z
Tento vztah spolu s lemmatem 2.5 dava pro f,
(2.25) lim w¥(f,; { + eexpiy, v + otgy') = w¥(f2; {, v).

¢—0+

Pro f, podle 2.4 v [1] plati
(2.26) lim w¥(fi; ¢ + eexpiy, v + otgy) = wW(f1;{,v) + 2f(a, v)(n + « — 7).

e—0+
Odtud spolu s (2.25) plyne jiZ platnost (2.22).
2.10. V&ta. Nechr y spliiuje(1.1) a jest prostd; necht { € K = y(<a, b)) a necht plati

(2.20) a (2.21). Je-li y~1(¢) = {b} a tx(b) = exp ix (viz 1.15), plati pro libovolnou
Fec(#)

(2.27) lm w(f;{ + gexpiy, v + thy) = w(f; ¢, v) + 2f(b,v) (y — « — m)

e—0+
stejnomérné pro ye<{ay, a,), Y €{By, B> kde a < oy S a, <o+ 27, —in <
< By =B <im

Dikaz. Nahradime-li ¢ funkci §, §(f) = y(—1) pro te {—b, —a) a funkci f
funkei f, f(t, u) = f(—t, u) pro te {(—b, —a), u € E,, potom plati

wi(fs 2, u) = —w¥(f; z, u)

a tvrzeni plyne z pfcdeﬁlé véty.

2.11. Véta. Necht »,b spliuje (1.1) a (1.2); necht L e K = llt((a, b)) a necht plati
(2.20) a (2.21).
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Je-li y~1({) = {to}, to € (a, b) a oznacime-li (viz 1.15)
15 (to) = expio, , tx(to) = expia_,
(Ize predpoklddat a, < a_ < a, + 2n), 4 = n — («- — a,), plati pro libovolnou
fec(#)
(2.28) lim w¥(f;{ + eexpiy, v + otgy’) = w(f; L, v) + 2f(to, v) (n + 4)

e—0+
stejnomérné pro (y,7')€ F; x F,, kde F, je kompaktni v (a,,«_), F, kompaktni
v (—%Tf, %7[),
(2.29) lim w*(f;¢ + eexp iy, v + e tgy’) = wi(f; {, v) — 2f(to, v) (= — 4)

=04+

stejnomérné pro (y,y)€ Fy x Fj, kde F} je kompaktni v (a_,a, + 27) a F;
kompaktni v (—4n, im).

Dikaz. Schéma dikazu je stejné jako diikaz tvrzeni 2.11 v [1]. DokaZeme napt.
formuli (2.29).

Polozime ¢ = Y|4, 105> @ = ¥|cro,5y- Necht (v,7") € Fi x F. Potom
Fic(t_,op +2n) < (a_,0_ +21) a F;c(a-,ay +2n) < (o, @y + 27),
tj. podle ptedeslych v&t plati pro (7, ') e Fi; x F3 »

lim wo(f; ¢ + eexp iy, v + otgy’) = w(f; {, v) + 2f(to, ) (7 + @y — 7),

=0+
lim w?(f; ¢ + eexp iy, v + atgy) = wo(f; {,v) + 2f(to, v) (¥ — % — n).
e—0+
Vzhledem k rovnosti w¥(f; ...) = w°(f;...) + w®(f; ...) plyne odtud settenim a ipra-
vou formule (2.29).

Pripomerime jesté, Ze pfipad uzaviené kfivky K lze pfevést v souhlasu s poznam-
kou 1.2 na pfipad vySetfovany v této véte.

Vzhledem k tomu, Ze chceme jeSté roziifit tento vysledek na omezené vélcové
plochy, polozime # = {a, b} x {u,, u,», kde {u,, u,) je nedegenerovany uzavte-
ny interval v E,. Pro funkce f e C(#,) resp. f € Co(H#,) (viz &ast 1) definujeme

b prus

S—u
230)  wi(f: 2 u) = J' A9, [[r:(t) 2 uy]m]
Pro funkce f e C(#,), pro n& plati f(t, u,) = f(t, u,) = 0 pro viechna t e {a, b),
neobdrZime nic nového — kaZdou tuto funkci lze rozsifit spojité na +# tak, Ze ji
dodefinujeme mimo hodnotou 0. Predesla tvrzeni pak zlstanou v platnosti
s tim, Ze miZeme misto w¥ psat wf. Aviak i pro libovolnou fe C(#,) lze dokazat
analogicka tvrzeni, jako jsou 2.9, 2.10 a 2.11. DokaZeme pouze jedno; plati

d,0.() .

2.12. Véta. Tvrzeni 2.11 zistane v platnosti, doplnime-li pfedpoklady o ve
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€ (uy, u,) a ve formulich (2.28) a (2.29) nahradime w¥ operdtorem w¥, definovanym
v (2.30).
Diikaz. Funkcife C(.}f o) lze se zachovanim normy spojit& rozsifit na #; zvolme

pevné jednu z takto vytvofenych funkci a oznadme ji f. Pro funkci f plati formule
(2.28) a (2.29). Je tedy napf.
lim w¥(f; ¢ + gexp iy, v + o tgy) = w/(f; {, v) + 2f(to, v) (= + 4).
e—0+ °

Dale plati (stejnom&rn& v pfislusném oboru)
lim {(W(f; ¢ + eexpiy, v + etgy) — wi(fi{ + cexp iy, v + otg?)) —

o WG o) — Wi L)) = 0.

To vyplyva rozepsanim vyrazii v integralnim tvaru; potom uZijeme lemmatu 2.5, kde
poloZime za § hodnotu v — u, > O resp. u, — v > 0. Z té€chto dvou vztaht jiZ plyne
2.12 pro f, aviak v oboru J#, plati f = f, &im% je 2.12 dokazéno.

3.

V této Casti vySetfime chovani tepelného potencidlu dvojvrstvy. V tomto piipadé
m4 funkce G(R, Q) z (1.16) tvar (oznatime opét Q = [zo; uo], R = [z; u])
I
(uo — u)~ " exp [— I—Z—ZOI—] pro u < u,
G(R, Q) = < 4(uo — u) ,
0

pro u = uo

Budeme zamérné€ uZivat stejného oznadeni jako v druhé casti; tvrzeni tak budou mit
stejnou formélni strukturu, ale novy obsah a bude je nutné dokazovat trochu jinym
zpusobem.

Necht je nejprve y opét absolutng spojité; potom dosazenim do (1.16) obdrZime

WHF; Q) = I " f :F(./,l(z), Ualt), w) exp [_ |¢(‘)_—Zo|_2] ,

Huy — u)

VO i) = %ol = i [¥a() = ¥l 4,
2(uo — u)?

Jestlize z ¢ K, 7., a 0,, maji jiz zndmy vyznam a f odpovidd F podle (1.17), lze jest&
upravit formuli dale

WY(F; Q) = W!(J; 2o, o) = f f :f(t, ) exp[_ rzt) ] rao(t) 024(1) dudt =

4(up — u)] 2(uo — u)

= Zf:(jlf(t’ 5) d, [— exp <_Z(_E({)T)>]) d, 0:(1) -
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Posledni vyraz ma opét smysl i bez absolutni spojitosti funkce . Pfedpoklddejme
tedy, Ze y spliiuje (1.1) a (1.2). Pro funkce f € C(o#) resp. f € Co(#°) budeme vysetio-
vat vlastnosti funkce

(1) wHf; zo, ug) = 2 j :J':f(t, 9, [— exp <_ 4_(1":_(1)_@)] 40, )

(V pfipadé z, € K utinime tutéZ dohodu o vyznamu pfedeslé formule jako ve druhé

Casti.)

je pro libovolné z, ¢ K, t € {a, b) monotonni funkci s € (— o0, uo) a je

(32) vars[-— exp(_ Z(;’_%) (-, uo)] 1.

Lze tedy opét odhadnout

Funkce

[W¥(f; 2o, )| < 2. |£]] v(20) -
Odvodime opét ngkolik lemmat, kterd budou mit stejny vyznam pro w¥ v tomto

piipadg, jako véty a lemmata 2.1 —2.6 pro Newtonovsky potencial.

3.1. Lemma. Pror = 0, 6 > 0 plati

(3.3) varxl:— exp <— 52—) ; (6, +oo)] < _ri
4x :

45
Je-li ddle |A| £ 16, plati

(34) varx[— exp< T r )> <8, +oo)] < %.

Dukaz. VySetfovana funkce v (3.3) je monotonni a Zddanou formuli obdrZime
snadno odhadem skute&né hodnoty vySetfovaného vyrazu. Vzorec (3.4) obdrzime
z (3.3) substituci.

3.2. Lemma. Je-li 6 > 0, |4| <46 addle M 2 r,2m > 0,i=1,2 plati

(3.5) var,[exp (-— g) - exp(— :—Z) {6, +oo)] %__r_ll ,

m

(3.6) | var,{exp(— ﬁ) — exp (— -:—1) G, +oo)] Sm‘ll.
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Dtkaz. Oznatime funkci, vySetfovanou v (3.5) symbolem h;. Odhadneme jeji
variaci na intervalu (0, + ); funkce h, je v tomto intervalu spojita, lze ji spojitd
roziffit i do bodu 0. Plati lim hy(x) = lim h,(x) = 0. Funkce h} ma v intervalu

(0, + ) jediny nulovy bod *~°+ tw
2 2
xo b r2 rl .
- 8(log r, — log ry)

Z pribé&hu funkce h, tedy vyplyva odhad
2 2
var, [hy(x); (0, +00)] = 2|h,(x,)| = 2 exp (— 4—“—) ) ll - (f_l)

X

<2|r,—r2[ 4.M.|r, — 1)
= 2 ’

7‘2 m

ze kterého plyne Zadany odhad (3.5).

Podobné& oznalime h, funkci, vySetfovanou v (3 6) a opét odhadneme jeji variaci
na intervalu (0, + o). V tom p¥ipad¥ pfedpokladejme 4 = 0. Ozna&ime

h(x) = exp(— ;—i);

lim hy(x) > 0, lim hy(x) =0, lim #'(x) = lim A'(x) = 0
x—*+ o0 x—20 4 x>+

x-’0+

plati

a dale
hy(x) = h(x + 4) — h(x), hy(x) = h'(x + 4) — k'(x).

Ziejmé je téZ h'(x) > 0 pro x € (0, + o) a h’ nabyva na tomto intervalu svého ma-
xima v bod& x, = 4r2. Snadno nyni zjistime, 7e funkce h) ma pravé jeden nulovy
bod x, v intervalu (x; — 4, x;). Z prib&hu funkce h, Ize tedy odhadnout hodnotu
hledané variace hodnotou 2h,(x,). Z véty o sttedni hodnot& odhadneme
16
hy(x) < h(x1) 4 = S exp(-2)4 £2.2. —A—z.

Odtud jiZ plyne (3.6) pro 4 = 0,<pro 4 £ 0 uZijeme jeste jednoduché substituce.
Utitim (3.5), (3.6) a (2.9) obdrZime

3.3. Lemma. Nechf je 6 > 0, [4| <36, M 2 r, 2 m > 0, i = 1,2. Potom plati

(3.7) var,,[exp (— Z(lxljzr_f)) —exp (— %) . (0, +oo)] <

£5.|A|+M|r1—r2].
- m2,
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3.4. Lemma. Nechf je ddna funkce , spliujici (1-1) a (1.2), ¥(<a, b)) = K,
f e C(5#) a necht { € K je hromadnym bodem mno%iny M < E, — K, pro ni¥ plati

sup {v*(z); zeM} = c < +©.

Oznacime-li ddle Q = [z;u], P = [{;v], |P — Q| = d> plati pro libovolné & > 0

(35) lim fb ::f(t, 9 d, [— exp ( - 4_(:2_.%‘);))] 40.1) -

=0.

~[[ 98] - (- 20 an0

a

Dikaz. Pfedpokladejme nejprve, Ze K je jednoduchy oblouk a y~*({) = {a}. Pro
dostatecné mala 6, > 0 plati odhad

[ waa]-oo(- 25)|ents -

a -

[ ] oo (- 205) a0

a -

[ om0

S

< +

r u-af(t’ )e. [_ exp (_ EF)?_(_QS_) )] d,(6,(t) — 64))

a+d1d —

a

+ +

+

a

. ,rm ":f(t, 9 ds[— exp (— R:?(_—%)]dﬂ;(t)’.

a -

Zvolme libovoln€ ¢ > 0 a odislujme opét vyrazy v absolutnich hodnotach na pravé
strang pfedetlé nerovnosti postupng I—1V. Ze spojitosti r, r/(a) = 0 vyplyva moz-
nost volby 8, tak, aby platilo

(3.9) max {r}(t); te {a, a + 6,>} < 43¢.
Zaroveii oznacime
min {r{f);te<a + &, b)} =2m > 0.
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Uvézime-li opét (2.13), existuje d; > 0 takové, Ze pro |z — (| < d < d,, tj. pro
pfisluina z e M je

max {r}(t); te {a,a + §;)} < 83¢,
min {rX(t); te{a + 6,;,b)} > m.
Nahlédneme pyni, Ze 1ze odhadnout
466
mf < £ —= . v"z) = |£] -2 c,
v = ||f]| .. c.

Dile pro z € U,,(¢) (viz (1.12)) a viechna t e <a, b) existuje konstanta M takova, Ze
Ize odhadnout |r,(f)] £ M, resp. |r{f)] < M, nebot kfivka K je rektifikovatelna.
Potom plati

(M+1) 4

=705

AEME s -
m

K odhadu II uZijeme (1.11) na ¥/|,+ 5, 4y, €imZ obdrzime

AK
< |f] -4

Opét shrnutim té€chto ¢asteénych odhadd obdrZime vzhledem k moZnosti volby ¢ > 0
a d— 0, tvrzeni (3.8) pro ¥ ~*({) = {a}. Podobn& dostaneme (3.8) pro y~1(¢) =
= {b}. Je-li y 1) < {to}, to €(a, b) (ptipometime pozndmku 1.2 o uzaviené K),
aplikujeme oba pfedeslé postupy v intervalech (a, t,) a {t,, b). Tim je lemma 3.4
dokézano.

V nasledujici ¢asti vyuZijeme formalni shodnosti druhé a tfeti ¢asti ¢lanku.

3.5. Lemma. Je-li w¥ ddno formuli (3.1), plati lemma 2.6.

Dikaz je stejny jako u lemmatu 2.6 — s tim rozdilem, Ze se ,,vnitfni‘‘ integrace
déje podle jiné funkce.

3.6. V&ta. Je-li w¥ ddno formuli (3.1), plati véta 2.7.

Dikaz opét probiha stejné jako u 2.7, lemma 2.6 nahradime 3.5.

Pti zm&n&ném vyznamu w¥ si zachova svou platnost i pozndmka 2.10; to je dulezité
pro pfipad uzaviené kfivky K.

3.7. Véta. Je-li w¥ ddno formuli (3.1), plati véta 2.9.

Dikaz. VyuZijeme opét vlastnosti logaritmického potencidlu a lemmatu 3.5.
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Libovolnou f € C(#) rozloZime opét podle (2.21) na souget funkei f1, f2; postupu-
jeme stejné aZ k volbé 6, > 0 takového, Ze plati

[t, 5] €<a,b) x (v — &, v + 6> = le(ta S)I <e¢.

Je-li nyni [u — v| < 6,, miZeme stejné jako v (3.3) odhadnout

i fit,s)d, [ —exp( - __13_(_‘_)_ ] d8.(t) -
ado-s; 4u — )/
j f 5894, [— ex - @ _(_‘)s)) TE

.§fbjw fi(t,5) .. wa fitys)...|S 2c.¢.

Tento vztah spolu s lemmatem 3.4 dava (zde je nutno piisluiné vztahy nésobit 2)
pro f,

lim w¥(f,; { + eexpiy, v + otgy’) = w/(f2; {,v);

e—0+
to jest viak jiz formule (2.25); (2.26) pro f; na zakladg 3.5 platl a tak zavér dikazu je

opét stejny a (2.22) plati i p¥i novém vyznamu wY.

3.8. Véta. Je-li w” ddno formuli (3.1), plati véta 2.10.

Diukaz je tyZ jako v pfipadé véty 2.10.
RovnéZ zcela analogicky z vét 3.7 a 3.8 plyne:

3.9. Véta. Je-li w¥ ddno formuli (3.1), plati véta 2.11.
V ptipad® vySetfovani omezenych valcovych ploch poloZime pro u € (uy, u,)

(G.10)  wi(fizu) = J. f 1(t, s) d, [— exp< e r:() ))] d,0.(t)

-

pro libovolnou fe C(#,) resp. Co(#,). Potom opét lze formulovat analogické
tvrzeni jako ve v&t& 2.12. Neni na zavadu, e (3.10) urduje pouze hodnoty wf pro
0 = [z; u], leZici ve vrstvd u; < u < u,. Plati

3.10. Véta. Je-li w} dano formuli (3.10), plati tvrzeni 2.11, predpokladame—lt
v e (uy, u,) a ve formulich (2.28) a (2.29) nahradime symbol w¥ symbolem w}.

Dukaz. Funkci f € C(o#,) rozsifime spojit® pro u < u; na #; rozsifeni na celé 5,
tj. pro u > u, je zbytedné a je pouze formalni zaleZitosti, nebot pies tuto ¢ast oboru

397



neintegrujeme. Pro roz¥ifenou f — ozna&me ji f — formule (2.28) a (2.29) plati. Déle
podle lemmatu 3.4 plati (stejnom&rn& v p¥islu§ném oboru)

lirr; {(W(f;C +oexpiy, v+ otgy) — wh(f;{ + eexpiy, v + otgy)) —
- W60 - wi(fs o)) =0.

Tyto vyrazy stadi rozepsat v integralnim tvaru podle (3.1) a (3.10) a porovnat s 3.4
(klademe v — u; = 8). Z t&hto vztahi shrnutim plyne platnost 3.10 pro f, aviak na
integraénim oboru plati f = f a tedy 3.10 plati i pro f.

4.

V této &asti pouze predeslé vysledky shrneme. Poznamenejme nejprve, Ze podle
lemmatu 1.3 zlstanou tvrzeni vét 2.9—2.12 a 3.7—3.10 v platnosti, nahradime-1i
pfedpoklady
(4.1) () < +o0, supr tuf(() < +o

r>0

pfedpokladem
sup {v¥(z); ze U({) nK} < + 0

pro jisté r > 0 (viz 1.12).

Vzhledem ke vztahu (1.17) lze pomoci vztahu F(, v) = F(y(t), v) = f(t, v) pfevést
vysetfovani WY(F; Q) na vy3etfovany p¥ipad w¥(f; z, u), a to pro newtonovsky i te-
pelny potencial dvojvrstvy. Na ziklad€ tohoto faktu formulujeme nejdileZit&jsi
vysledky i pro W¥(F; Q).

4.1. Véta. Necht K je jednoduchd rektifikovatelnd kfivka, popsand ve stejném
smyslu jako v édsti 1 komplexni funkci . Potom (4.1) jsou nutnymi a postacu-
Jjicimi podminkami pro existenci #thlovych limit Newtonova a tepelného potencidlu
dvojorstvy WY(F; Q) pro libovolnou F € C(H), tj. limit tvaru

(4.2) lim WY(F; P + ¢(Q — P)),
0+

kde P = [{, v] € H; pfitom musi existovat nedegenerovany rotacni dvojkuZel s osou
PQ a vrcholem P, ktery md v jistém okoli bodu P s plochou H spoleény pouze
bod P. Je-li Hy = K x {uy, u,), jsou (4.1) postacujicimi podminkami pro existenci
ithlovych limit (4.2) pro WY(F, Q) pro libovolnou F e C(H,) v ka*dém vnitfnim
bodé P = [{,v] € H, (4. v € (uy, uy)).

Platnost tohoto tvrzeni vyplyva z v&t, obsaZenych v predeilych &astech, s ptihléd-
nutim k 2.9 pro pfipad uzavfené kfivky K.
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Summary
ANGULAR LIMITS OF DOUBLE LAYER POTENTIALS
Jikf VESELY, Praha

Let ¢ be a continuous complex-valued function on a compact interval {a, b),
¥(<a, b)) = K and let

(1) var [; <a, b)] < 4+,
(ast,<t, b, t, —t,>b—a)y=y(t,) + ¥(t,).

We shall identify the set of all finite complex numbers with the Euclidean plane E,.
For ze E;, r €(0, +00) let r(t) = |[y(f) — z| and denote by 9, the system of all
components # of

{t;teda,b), 0 < |Y(t) — z| < r}.

67 will be a fixed continuous branch of arg [y(tf) — z] on # €Y, .. Now we can
define for z € E, the functions v¥, uX by

B = T var 05 0], uk@) = ¥ var,[W() - 2| 1.

IS‘H,-., ,E‘Dr,z
In case r = + oo we shall skip r in all symbols. Let s# = {a, b) x E, and denote
by C(5#) the space of all bounded continuous functions f on 5 with the usual norm
(in case y(a) = y(b) we shall assume that f(a, u) = f(b, u) whenever u € E; and

f e C(#)). Let us define for every f € C(5#) the function w¥(f; z, u) of [z; u] (z € E,,
uekE,) by

& =3 [ [ 169 o tet ] el
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or by

®  n9=3 f f f(t.5) 4, [- exp< . r:(1) ))] a,02(1).

We shall assume that the integrals on the right-hand sides exist end the sums are
meaningful (the sums have no more than two terms for every z € E,).

Since the functions (2) and (3) have similar properties we denote them by the same
symbol w¥(f; z, u); the following theorems are valid for both cases (2) and (3).
If { e K and v € E, we are interested in limits

lim w¥(f; z, u)

z—{
u-v

for the special case of [z; u] approaching [{; v].

Theorem 1. Let  fulfil (1), LeK, yeE,, v €(—14n, 3n). Suppose that there exist
constants 6 > 0, R > 0 such that

(jr—Bl<d6,0<r<R)y={+rexpif¢K.

If
limsup [w¥(f; ¢ + gexp iy, v + @tgy’)| < + oo

e—04

(especially if

4 llx?w"'(fC+QEXPl}’,U+Qt87)*+°°
¢e—0+
exists) ‘
for every f e C(##), then
(5) () < +o0, supr tuf(é) < +.
r>0

Further we put

£ (%) =3£r:1+ ljg; :E ;I = expia,(y(1)) for te<a,b),

%(t) = ,}L n llﬁgg 581 exp ix_(y(t)) for te(a,b)

(if the limits exist). We can express the limit (4) as follows.
Theorem 2. Assume (5). If y~*({) = {a}, then 15(a) = exp ia exists and
lim w¥(f; { + eexpiy, v + otgy’) = w(f; {,0) + 2f(a, ) (n + a — y)

e—0+
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(or: if y~1() = {b}, then t¢(b) = exp ix exists and

lim w¥(f; ¢ + eexpiy, v + otgy’) = w/(f; {,v) + 2f(b, v) (y — « — 7))
-0+
for every fe C(#) and uniformly for ye (ocil, oy, 7' € {By, By, where a < a;
§a2<0(+271', —%ﬂ<ﬂ1§ﬂ2<-}7[.
If y~Y(0) = {to}, to € (a, b), then t£(t,), tx (t) exist and we can choose o, a_ 50
that

IIA

oy Sa- <oy + 21, tx(te) = expin,, tx(ty) = expio_ .
We put A = n — (¢— — o). Then, for every f e C(#),

lim w¥(f; { + oexp iy, v + @ tgy’) = w*(f; {, v) + 2f(to, v) (n + 4)
e—0+

uniformly for (y,y')e Fy x F, where Fy is any compact in (ay,_), F, is any
compact in (—4m, in),

lim w/(f;{ + cexpiy, v + otgy’) = w(f; {,v) — 2f(to, v) (= — 4)

e—0+
uniformly for (y,7") e Fy x F; where F} is any compact in (oz_, ay + 2m), Fjy is
any compact in (—34=, n).

The functions w¥(f; z, u) are used to express the Newtonian potential or the
thermal-potential of the double distribution with bounded continuous density F on
H = K x E,. Similar results are obtained for the case of potentials with continuous
density F on Hy, = K x {u,, u,) where {u,, u,) is any compact interval in E;.
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