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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 83 (1958), Praha

O NEKTERYCH VLASTNOSTECH HOMOGENNI LINEARNT
DIFERENCIALNT ROVNICE CTVRTEHO RADU

ZDENEK HUSTY, Brno DT:517.941
(Doslo dne 29. bfezna 1957)

V préci jsou odvozeny dva kanonické tvary homogenni linedrni
diferenciélni rovnice 4. fédu, které mohou byt uZiteéné pii studiu
oscilaénich a asymptotickych vlastnosti. P¥i odvozeni obou kano-
nickyeh tvart hraji{ podstatnou dlohu funkee o, ®;, ®,, z nichZ prvni

je diferencidlnfm invariantem & ostatni jsou diferencidlnimi semi-
invarianty.

Necht je déna diferencidlni rovnice
Yy + 4ay” + 6ay” + 4a,y  +ayy = 0. (1,1)

Pozndmka 1,1. O ka?dé linedrni diferencidlni rovnici a tedy i o rovnici
- (1,1) budeme vidy predpoklidat, Ze jeji koeficienty jsou spojitymi funkcemi
proménné z v jistém intervalu <{a, by = J, pfi dem? v p¥ipadé b = oo je inter-
val J zprava otevieny. A
G. SANSONE, viz [8], odvozuje za predpokladu, ze funkee a,, a; jsou v J spo-
jité, typicky tvar rovnice (1,1)
YT — (99T — Q + 0y =0, (1.2
kde
V=% 9 — 289, Q= —28,1, B, =a,d,,
S = 3“2 - a(; - 2“324 ’
I = 443 + 6asa; — 6asa, + a3 — 3a, + 24, , (1,3)
kterého pouZiva p¥i studiu n&kterych osciladnich a asymptotickych vlastnosti.
Pozndmka 1,2. Funkece (1,3) je Halphentiv invariant diferencidlni rovnice
(1,1), viz HarpeEEN [2], Sansone 1. c.
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Poznamka 1,3. V této praci odvodime jiné tvary rovnice (1,1), jeZ nazveme
kanonickymi. Téchto tvart jsme pouzili v praci [4] {[3]} ke studiu oscilaénich
{asymptotickych} vlastnosti diferencidlni rovnice (1,1).

Poznamka 1,4. V celé této prici vylouéime ze svych tvah trividlni feSeni.

2
Iteraci homogenni linedrni diferencidlni rovnice n-tého ¥adu
L) = 3, a4 = 0 2.1
obdrzime homogenni linedrni diferenc;é,lni rovnici 2n-tého ¥adu
LA1y) = DLW = 3 (L]} = 0. 2.2

Pozndmka 2,1. O koeficientech a, (» =0, 1, ...,n) pfedpokliddme, Ze
maji v J spojité derivace, které se v rovnici (2,2) vyskytuji.

Plati tyto jednoduché pomocné véty:

Lemma 1. Ka#dé fedent rovnice (2,1) je Fedenim rovnice (2,2).

Lemma 2. Necht Y(x) [n(x)] je 7edent rovmice (2,1) [Lly] = Y (x)]. Potom
7(%) je FeSeni rovnice (2,2).

Pozndmka 2,2. Platnost pomocnych vét 1 a 2 se snad.no roz§i¥i na diferen-
cidlni rovnici I*[y] = 0, k > 2 ptirozené.

Definice 1. Iterovanou rovnici nazveme ka?dou homogenni linedrni diferen-
cidlni rovnici n-tého ¥adu, kterd vznikne n-nisobnou iteraci homogenni li-
nearni diferencialni rovnice prvniho fidu

Plyl=Ay +4y=0, 4,+0. (2,3)
Jestﬁie y1(x) je feSeni rovnice (2,3), pak podle pomocnych vét 1, 2 funkce
1 N
Yi(x) = y,(x) . [ff dx] , t=L12...,n, (2,4)
1 .

ol - [ o] - L
o)

vyhovuji iterované rovnici n-tého ¥adu .
Pyl =0. (2,5)

Integraly (2,4) jsou linedrné nezavislé. Nebot v opaéném piipad® by platila
pro viechna z e J identita

y,(x)(c1+c2f——dx+c3[fA ]+ +c[fjldx]"'1).=§,
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kde aspoi jedno z éisel ¢, (v = 1, 2, ..., ») je rlizné od nuly. AvSak tato iden-
tita je nemoZn4, nebot y;(z) je netrividlni integral rovnice (2,3) a wronskien
funkei, které se vyskytuji uvniti kulaté zdvorky, se rovna

AA=" & o,

3

- Predpoklidejme, Ze v rovnici (1,1) jsou koeficienty ay, a; spojitymi funkeemi
v intervalu J.

Véta 1. Diferencidlni rovnice (1,1) vznikne iteraci diferencidlni rovnice (2,3)s
kdy% a jen kdyZ plati pro viechna x e J identity
I = 40® + 60,0, — 6a,a, + ay — 3ay + 2a, = 0, (3,1)
I, = 4403 + 288aza; + 140a,a; + 84a;® + 20a; -+ 12a3a, — 52
— 150a40, + 12aa, — 81a® — 45a; + 25a, = 0 . ’
Dikaz této véty neni obtiZny, ale je pracny. Uvedeme pouze jeho hlavni
myslenky.
Je Pi(y) = Aly"" + AN6A; + 440) y" + AL(TA4] + 44,4, + 12414, +
+ 64,4y + 643) y¥ + A, (44,4147 + ATAY + AP + 4APA) +
+ 44, ATA, + 104,414 + 4434, + 64145 + 124, 4,4, + 44%) y' -+
+ (A, A3 Ay + AZATAy + BAZA A, + 44, A1 A, + 3ATAY +
+ 44i4 40 + AAY + 64,404, + 4)) y.
Dosadime-li do (3,1), (3,2)

4, 4 “

~6;1—1+4I:=4a3,
‘i2+4jf, 2—1—%—0+6§—f+64§—=6a2,
WA 4 +T4TI? 4 é’?ﬂ+4‘%‘-§—° +10 e -
A:’:;“+ %;f' s
_{_4‘44;?;_%‘1_3:: A;i" ﬁé’:%’

Pak zjistime, e I = I, = 0. Je tedy podminka (3,1), (3,2) nutn4.
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Necht naopak plati (3,1), (3,2). M4-li rovnice (1,1) vzniknout iteraci rovnice
(2,3), pak musi funkce 4, 4, vyhovovat systému diferencialnich rovnic (3,3).
Ukézeme, Ze pii splnéni naseho pfedpokladu existuje vidy feSeni systému (3,3).

Z prvni rovnice (3,3) vychazi

Ao = a,3A1 — %A],. . (3’4)

Dosadime-li (3,4) do druhé, t¥eti a étvrté rovnice (3,3), obdrzime po tGpraveé

diferencidlni rovnice

A7 A2 12 ,
2 - H =y @t a—a), (3,5)
Alll IrAI Al3 A” - A12 4 , ”
(3,6)
Ay G ATA] n 174742 7 (47 214 A';' B
A, 4T T2 4 T a\a,) T ® af + 2\,
AjA; | A] Ay AR 2 , (87
—2 fllf + As)“‘(%"‘“s)( 4, Zli)]=’3‘[a§+6a§%+

+ da,ay + 3az: + a5 — a,] .

System (3,3) mé feSeni tehdy, kdyZ diferencidlni rovnice (3,5), (3,6), (3,7)
maji spoleéné FeSeni. Tato otédzka souvisi s pojmem reducibility d1ferenmalmch
rovnic (3,6), (3,7) — viz KONIGSBERGER [5] —, takZe nam stati najit podminku,
kdy rovnice (3,5) je integralem diferencidlnich rovnic (3,6), (3,7). Tato pod-
minka je I = 0, [, = 0.

V poznédmkich 3,1—3,4 ptedpoklddame, Ze rovnice (1,1) je iterovana.

Poznimka 3,1. Jestlize rovnice (1,1) vznikla iteraci (2,3), pak miZeme

» psat jeji obecny 1ntegra1 ve tvaru ’

=B e o[ o) o o], 0o

viz lemma 1, 2.
Poznamka 3,2. Necht u, je partikuldrni integral rovnice
W= #(a; + a5 — a)) u, ’ (3,9)
pak funkce u1 je mtegralem rovnice (3,5). Klademe-li v (3, 8) s ohledem na
(3,4) 4, = u;, 4, = a,u: — 3u,u;, dostdvame vzorec

rode 1 1 1 "
y(x) = ule 1% [cl —}—./‘(c2 + f(c3 + c4fﬁdx)az~dx)q—l’?dx] . (3,10)
1 1

Poznidmka 3,3. Necht w, je partikuldrni integrdl rovnice

2/ .2
2w + wt = 12(al + a5 — ay),
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pak funkce &9 jeo mtegralem rovnice (3,5). Klademe-li v (3,8) s ohledem
na (3,4)
Al — ejw,dm , Ao — aaej'w,da: . %wlejw,dx ,

obdrzime vzorec
y(x) = 2900 L (e, 4 [(cg + cyfe™ % dz) 7119 dz) e 7119 da] .

Poznimka 3,4. Necht u,, u, ]sou nezavislé integraly rovnice (3,9). Podle
(3,10) jsou funkce

ule~ e ,uae—j‘a,dz (3,11)
(2 == ) 07/ (3,12)

FeSenimi diferencidlni rovnice (1,1). Z (3,12) vyplyva, Ze i funkce
Wrge ™% |y ule I ' (3,13)

jsou YeSenimi diferencidlni rovnice (1,1). Funkee (3,11), (3,13) jsou linearné
nezavislé, nebot ‘
W[u:’ ug: uium ulug] =+ 12w [uls uz]e + 0.

Necht je ddna diferencidlni rovnice
> (:) ay®» =0, n =3 pfirozend, a, =1. (4,1)
v=0 .
O koeficientech a, (v =0, 1, ..., » — 1) pfedpokliddme, %e maji v intervalu
J viechny derivace, které budeme potfebovat.
Je zndmo (viz Sansone [10], str. 81), %e nejobecn&jsi bodovs transformace,
" ktera prevadi rovnici (4,1) ¥4du n > 3 v rovnici téhoz typu, je tvaru

y=tx)u, (4,2)
Ozna¢me symbolem )
I(ay, ay, ..., @y_y) . (4,4)

libovolnou funkei koeficientt rovnice (4,1) a jejich derivaci.
Poznimka 4,1. Rikdme, Ze funkce (4,4) je absolutng, resp. relativné inva-
riantni vzhledem k transformaci (4,2), jestliZe plati rovnice
I(ao: ala LERE an—l) = I(bo, bl: ey bn—l)

~ resp.
I(aO’ al: AR an—-l) = f(x) I(boa bl; s bn—l) ]

kde b; (i = 1,2,...,n — 1) jsou koeficienty rovnice (4,12) a f(z) je n&jaks
funkce proménné x.
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Rikime, 7e funkee (4,4) je absolutnd resp. relativné invariantni vzhledem g
k transformaci (4,3), jestlize plati rovnice

I(ag, @y, ooy @py) = I(@y, Gy, - . @py)
resp.
I(ao, Ay oo es an——l) = f(x) I(do: C-"1’ ERR] d'n—l) ’
kde @, ¢ = 1,2, ...,n — 1) jsou koeficienty rovnice (4,14) a f(x) je né&jaki
funkece proménné x.

Nazveme funkei (4,4) prvnim [druhym) absolutnim semiinvariantem rovnice
(4,1), jestlize je absolutné invariantni vzhledem k transformaci (4,2) [(4,3)].

Nazveme funkeci (4,4) prvnim [druhym] relativnim semiinvariantem —
kratleji semiinvariantem — rovnice (4,1), jestlize je relativné invariantni
vzhledem k transformaci (4,2) [(4,3)].

Nazveme funkeci (4,4) absolutnim invariantem [relativnim invariantem —
kratdeji invariantem] rovnice (4,1),jestlize je absolutné [relatlvne] invariantni
vzhledem k ob&ma transformacim (4,2), (4,3).

Podle této definice je nap¥. funkce (4,4) invariantem rovnice (4,1), jestlize
vzhledem k jedné z transformaci (4,2), (4,3) je absolutné invariantni a
vzhledem k druhé je relativné invariantni.

Transformace

T~y =¢ 185y (4,5)

pfevadi (4,1) na polokanonicky tvar
L
S (v) Au», A, =1, 4,,=0. (4,8)
v=0
Koeficienty 4, (v =0, 1,...,2 — 2) jsou prvnimi absolutnimi semiinva-
rianty rovnice (4,6), nebof plati nasledujici véta:
Jestlize pouzijeme v rovnics (4,1) transformace (4,2) a transformovanou rovnici
prevedeme pomoci transformace T ~ h(zx)v na polokanonicky tvar

> (’:) By» =0, B,=1, B,_,=0, (4,7)

v=0
pak
A,=B,, »=1,2,...,n — 2. (4,8)
Viz Sansone [10], str. 81.
Poznamka 4,2. Pismenem 7 budeme zﬁaéit kaZdou transformaci tvaru

(4,2) kter4 pevadi danou linedrni diferencislni rovnici na polokanonicky tvar.
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Pozndmka 4,3. Mezi koeficienty rovnic (4,1), (4,6) plati vztahy:

L )
An—z =Qpg — Qpg — A3, (4:9)

A, 3=0a, 35— 3“7;—1“7;—2 + 205 4 — G,y , (4,10)

A, s =a, , — 4a, @, 5 — 6a,_a, ,+ 6a>_ja, , — 3ab_, +
n—4 n—4 1 3 1%n—-2 1%¥n—2 1 (4’11)

+ 6a;_4a,_, '|" 8a,> ) — @n_y -
Lemma 3. JestliZe funkce (4,4) je absoluiné invariantni vzhledem k tramsfor-

macy T, pak je také absolutné invarianint vzhledem k Uibovolné tramsformact
tvary (4,2).

Dikaz. Jestlize pouZijeme v (4,1) transformace (4,2), obdrzime rovnici

n

S (:‘) bu =0, by=1, (4,12)

v=0
kterou miizeme pomoci transformace

T ~u= e ta1d2y
prevést na (4,7). Vzhledem k predpokladu a (4,8) plati
I(by, byy --vs byq) = I(By, By, ..., Bp_y) = I(4,, 4,4, ..

= I(a,, ay, ..

.y -An—l) :
o Bpy) -
Poznamka 4,4. Mezi koeficienty rovnic (4,12), (4,1) plati vztahy
173 [n—w % :
by=> 21 3 @kt P, »=12..n. (4,13)
t £

Transformaci (4,3) pfejde (4,1) v rovnici

- dy a _
2, ) T TR WL (4,14)
kde
n ; - ~ n 'Kn—i.’
(1’) (S)n a’=i20 (7:') a‘ﬁ"iT; Y= 0: 17 2:-.-,7['- (4,15)

Pomoci zndmych hodnot
Kpm=ml(E)V, Kpi=§6m, m=1,2,..

e e

v
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jsou vyéisleny v Sansonové knize [10], str. 84 koeficienty

) LT 16" o
b= 5 [" _ ‘J; n a,,_l] , (4,16)
7 _. L | & mn—28&  (n—2)(n—3) 5”2]
an-z—(—g);[an—z—r(n—2)an-15—,+ 3 7 + ————4———(5)

| (4,17)
Jestlize vypotteme jesté

obdrzime podle (4,15)

1 {n — 3 &M 4 (n — 3)(n — 4) £"&" + (n — 3)(n — 4)(n — 5) (5”)3-}-

dn-—3 =

G 2 &) 8 7
E/// 3 50 2
+ @y | (n — 3) 2 7 (v —3)n — 4) + Cps (n — 3) -i— Op—g
(4,18)
Jestlize
=‘Il—v—‘i n — v\ (n=v—i) - .
&, ZL( 1) ( ; )an_,, , »=0,1,...,n—1, (4,19)
pak rovnice
v-0 \¥
je adjungovana s rovnici (4,1).
5
Véta 2. Funkce
I = 1@, q, @y, Qp_g) = 4a°_, + 6a,_,0,_; — 6, 10,
( 1 2 3) 1 + 1 1 1 2 + (5’1)

+ a;:-l - 3“7'»—2 + 2an—-3
je invariantem rovnice (4,1) a md tyto vlastnosti:

1. I(bn—la n-—2 n—3) = I(a'n—l: n—2s @ —3) ’

- - _ dz\®
2. I(an—p Ap—ps a’n-—s) = (Ti?) I(an—-p Qp—y, a-n—a) )

3. I(an—l: Kn—gy Kn— 3) = - I(a —13 Ap—3; @, —3)

Diukaz je velmi snadny a spoéivd v podstaté ve verifikaci vlastnosti
1, 2, 3, kterou zde vzhledem-k jeji zdlouhavosti nebudeme provadét. Po-
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znamenejme pouze, Ze k verifikaci vlastnosti 1 mizeme pouZit lemmy 3 a
vzorct (4,9), (4,10), k verifikaci vlastnosti 2 vzorcl (4,16), (4,17), (4,18),
k verifikaci vlastnosti 3 vztahu (4,19).

Poznémka 5,1. Podle vlastnosti 3 soudime, Ze
I(an-la Ap—9, am-—s) =0 (5;2)
je nutnou podminkou pro to, aby rovnice (4,1) byla samoadjungovand. Jestlize
n = 3, 4, pak podminka (5,2) je i postadujici.

Poznémka 5,2. Pro » = 3, 4 jsou vlastnosti funkce (5,1) v literatufe znd-
mé. Pro n = 3 je funkece (5,1) nazyvana Laguerrovym invariantem -- viz
na p¥. Sansone [9], Laguerre [6] —, pron = 4 obdrZime Halpheniyv invariant --
viz (1,3).

Véta 3. Funkce I, = Iy(as, ay, a,, ay) — viz (3,2) — je druhym semiinvarian-
tem rovnice (1,1) @ md tyto viastnosts:

/ 4
- = = dz
1. I?.(a‘a, Gy, Ay, ao) = (ag) Iz(aaa Qgy Ay, ao) P

t’
2. I,(bs, by, by, by) = 50 7 I(as, as, a;) + Iy(as, ay, ay, ay) ,

3. Iy(oeg, 0y, 1, 0tg) = I5(@g, @y, @y, @g) — 501" (g, @y, @,).

Dikaz lze snadno provést verifikaci. Je

I,(4,, A, Ay, 4,) = — 156a5 — 12a3a; + 90a,0; + 84as® + 20ay -
+ 312a2a, + 12030, — 100a,0, — 8la’ — 45a; + 25a, == (5,3)
= I,(tg, @y, @y, @) = I, .

Srovname-li funkee (3,2) a (5,3), tj. I; a I,, snadno podle lemmy 3 dojdeme
k zavéru, Ze funkce I,(as, @y, @y, ay) je pronim absolutnim semitnvariantem ron-
nice (1,1). Funkee I, I;, I, pro n = 4 jsou vziny vztahem

Ly(ag, g, ay, ) = 50asl(ay, ay, a,) + I,(as, a,, a;, &),

odkud (vzhledem k vlastnostem funkei I, I,) odvodime, %e

4

oo = da\*
I1(a3: a'23 a’l: a’o) = (d—é) [Il(a’37 “z, a’p ao) - 75 gT I(aa, aﬁ’ a’L)] )

PiSeme-li v (5,3) @1, @, @pg; @,y misto ag, a,, a,, a,, MmiZeme se opdt
verifikaci pfesvédéit [pomoci lemmy 3 a vzorcd (4,9), (4,10), (4,11)], Ze funkece
I,(@y s, @pgy Cng, Un_y) Je pronim absolutnim semiinvariantem rovnice (4,1) pro

‘nm=4a ma tyto vlastnosti:
1- Il(bn—l, bn—-Z: bn—a: bn—4) = Il(an—-ls an—z: an—aa a’n—d.) ’

2. I(n—1>%n—-2> ®n—z» Op—g) = Ly(@n_y, Oy g5 Ay 3, an.;4) — 8501 (a, 3, Ay g, a,,..,) .
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6

Pouzijeme vlastnost{ funkei I, I,, I, k odvozeni dvou kanonickych tvart
homogenni linedrnf diferenciélni rovnice &tvrtého Fadu.

Necht v rovnici
Y™ 4 4a,Y" + 6aY" + 4a,Y" + q¥ = 0 (6,1)

jsou funkee ajy, ay spojité v intervalu J a necht I, 1,, I, jsou funkce koeficientt
rovnice (6,1), definované vzorei (5,1), (5,3), (3,2).

Transformaci 7 ~ Y == e~ 1%y mizeme (6,1) pfevést na tvar
" 4 6Ay" 4 44y + Ay =0, (6,2)
kde AQ g (1=, - (Ig b (1; y 4’A1 i 6A; “}- 2.[, Ao ey —l"" %AJ + Q'SI

Zavedenim novych oznadeni
A =34y, =2l o=} (6,3)
obdrzime prvnf kanonicky tvar rovnice (6,1)
Y 4 104y” 4 (104 + @)y’ - [334* + A7) + 0]y =0,  (6,4)
kde vzhledem k predpokladu jsou funkee 4, w, w, spojité v intervalu J.
V pfipadd o -~ 0 pro vechna z e J jeo .
y'" A (104y')" + [3(34* + A") + w,]y = 0 (6,5)

samoadjungovand rovnice.
Rovnice
Y + (104y') + 3(34* + A") y = 0 (6,6)
je podle véty 1 iterovanou rovnief a podle pozndmky 3,4 tvo¥f jeji fundamen-

talnf systém funkce 3, uv, uvd, v3, jestlize u, v jsou linedrnd nezdvisld fe¥ent
diferencidlnf rovnice

u + Au = 0. (6,7)

Jestlize pouZijeme v (6,2) postupnd transformaci y = tv, £ = £(z), dosta-
neme rovniei

déa d*y d :
d“ } 1’ )3 dfa + 62’2 df* '} 4p.|. df +" 2’03/ = O (6’8)

1 3 E" t/ 1 t” t/ " . 2 m n\2
aope=y [JE 7] m=glirae ot E iR ()]
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Mé-li rovnice (6,7) aspoil jedno feSeni z(z) + O pro vSechna zeJ, pak
miZeme poloZit
§=f-1—dm+0, t::‘za}

#(x)

takie p, = p, = 0; viz napt. Sansone [10], str. 86. Pak
1 111 "
4:1)1—-—“?2[, p0='§—,4[2—5-11—3271].

Pouzijeme-li je§té oznadeni (6,3), obdriime druhy kanonicky tvar rovnice
(6,1)

ds 1 dv 1 3¢&
Tesp.
%—}—zswg—g—,&—zs(wl—l— 3%0))7):0.

Poznamka 6,1. Je-li rovnice (6,1) samoadjungovand, muZeme ji uvede-
nymi transformacemi pfevést na tvar

d* 2 w,v =0 resp. %;—Qi + 280, = 0.

a T

-
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PesmowMme

O HEKOTOPBIX CBOMCTBAX OIOHOPOIHOI'O
JUHENHOIO JUOOEPEHIIMAJIBHOI'O YPABHEHU S
YETBEPTOT'O IIOPAIHA

3OEHEK T'VCTHBI (Zdensk Husty), Bpro
(Tlocrynuio B pegaxmuio 29/TIT 1957 r.)

- Iapdepernmansuoe ypasaenme (1,1) mosnydaerca myrem mrepanmm pudde-
PEeHnZalbHOTO YpaBHEHEA (2,3) TOrfa ¥ TOIBKO TOTAA, €CIE CIpPaBeNIEBEL
ToxmecTsa (3,1), (3,2), 1. e. I = I, = 0. Oyexnua I aBiusgerca HHBAPUAHTOM
ypaBrenns (4,1), dyernusa I, [I; = I, — 50a,]] — ceMEmEBapHAHTOM ypaBHe-
mua (1,1) [(4,1) zna » = 4). B paGore manee mpmBOAATCA HEKOTOPHE CBOMCTBA
¢ymrnuit I, I, I, u nBe xanoHEmIecKuXx Popms (6,4), (6,9) nuddepernmansHEOTO
ypaBrerns (1,1).

Zusammenfassung

UBER EINIGE EIGENSCHAFTEN DER HOMOGENEN
LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNG VIERTER
ORDNUNG

ZDENEK HUSTY, Brno
(Eingelangt am 29. Mérz 1957)

Die Differentialgleichung (1,1) geht dann und nur dann durch Iteration der
Differentialgleichung (2,3) hervor, wenn die Identititen (3,1), (3,2), d. h. I =
= I, = 0, gelten. Funktion I ist Invariante der Differentialgleichung (4,1),
Funktion I, [I; = I, — 50a,]] Semiinvariante der Differentialgleichung (1,1)

[(4,1) fiir n = 4]. Ferner werden in der Arbeit noch einige Eigenschaften der
Funktionen I, I,, I, und zwei kanonische Formen (6,4), (6,9) der Differential-
gleichung (1,1) angegeben. :
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