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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

POZNAMKA O ENDOMORFIZMOCH NA SVAZOCH

JAN JAKUBIK, Kofgice DT: 519.48
(Doslo dne 12. srpna 1957)

V poznémke je riefeny problém, poloZeny G. Birxuo¥rom ([1],
problém 93).

Nech 8§ je svdz. Zobrazenie f svazu S do seba, pre ktoré plati
z,ye8 = f@z)ufly) =fzuy),
sa nazyva endomorfizmus vzhladom k operédcii u na svize S.

Nech E je mno#ina vietkych endonorfizmov vzhladom k operdcii u na svize
S. Ak f, g € B, poloZime f < g vtedy a len vtedy, ked pre kaZdé z, e S plati
f(@) < g(xy). Tym je na mnozine E definované ¢iastoéné usporiadanie.

G. BIRKHOFF uvadza, %e mu nie je zndme, &i B je sviz, ak sviz S nie je di- -

stributivny (pozri [1], str. 213) a Specidlne kladie otdzku ([1], str. 209, pro-
blém 93):

Nech S je Tubovolny sviz. Je Ciastobne usporiadand mnozina E semimoduldr-
nym svizom?

V tejto poznimke dokédZeme tvrdenia:

1. Nech svaz je dplny. Potom mmofina véetkych endomorfizmov vzhladom
k operdcii U tvort dplng sviz.

2. Ciastotne usporiadand mmnofina E nemusi byt semimoduldrnym svdzom
(ant viedy, ked sviz S je koneény).

Doékaz tvrdenia 1. Nech S je tGplny svéz, nech {f;ie M} c B, M =+ §.
Polozme pre kazdé x ¢ S

f@) = o fix) (eM).
flay) U f(@e) = (U fulzy)) © (v fi(xz)_) = U (fiz;) L fi(xa)) =
: = U (fi(m, v 23)) = f(z; U 2,) .
Z predoslej rovnosti vyplyva, Ze f je najmensie horné ohranidenie mnozi-

R F=uf GeM).
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Nech 0 je najmensi prvok svizu S. Polozme pre kazdé ze S fo(x) = 0.
Potom f, je zrejme najmensi prvok &iastoéne usporiadanej mnoziny K. Podla
vety 2 kap. IV, [1] E je tplny sviz.

Dokaz tvrdenia 2. Nech S je sviz, obsahujici 5 prvkov, S = {0,1,2,3,4},
0<2<4<1, 0<3<], prifom prvok 3 je nezrovnatelny s kazdym
z prvkov 2,4. Polozme pre ¢ =0, ..., 4

f00)=0, f(1)=12)=Ff4)=1, [(38)=1.

Lahko sa preveri, %e kazdé zo
zobrazeni f; (1 = 0, ..., 4) je en-
domorfizmus vzhladom k operdcii
U na svéze S. Z tvrdenia 1 vyply-
va, %e prisludny diastoéne usporia-
dany systém Z je svdz. Nech pre
f, g€ E symbol f=3g oznaduje,
%e prvok f je pokryty prvkom g
(t. j. plati f < g a neexistuje
prvok h e E, pre ktory by bolo
f < h < g¢). Zrejme plati

fo2f3fa3f, fo3f3f,

(1)

Z definicie semimodularnosti a zo

vztahov (1) vyplyva, Ze sviz B

nie je semimoduldrny.

Dodatok. V priklade 4, § 4, Obr. 1.

kap. XITI[1] (str. 208) je uvedené

tvrdenie: ,,Endomorfizmy vzhladom k operécii u nalubovolnom svize L tvoria

l-pologrupu‘‘. (Prisluiné terminoldgia je uvedend v [1], str. 200—201.)

VySetrujme tento priklad:

Nech st dané 4 mnoziny, z ktorych kazdé dve si né,vzéjom dizjunktné:
Al = {1}: A2 = {xlx Ty, T, }’ Aa = {?/15 Y2, Ys» }: AL = {zli 29, 23, } De-
finujme na mnoZine L = u 4; (1 = 1, ... 4) operacie n, u nasledovne: Pre
kazdé p € L poloZzme

a)pnl=p pul=1L1L

Ak n, m 84 prirodzens &isla, oznaéme v = max (n, m), v = min (n, m).

Ak p,, pned; (¢ = 2, 3, 4), poloZme '

b) PO P =1p., Py U P =D,

Dalej polozme
C) Yn O 2m =2, Y,U2Zn=1,
d) 20 Pr=2m,, 2,V Pp=p,,
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pridom p je Iubovolny zo symbolov y, z. MnoZina L s operdciami n, U je sviz
{porov. obrazok). '
Nech f; je identické zobrazenie mnoZiny L na L. Nech f, je nasledujice
zobrazenie mnoziny L na L:
f2(1) = 1, fo(2,) = %, fo(Un) = 20, fol2n) =Y (n=1,2,...).
Zrejme je f, aj f, endomorfizmus vzhladom k operdcii u na svize L. Pred-
pokladajme, Ze f je endomorfizmus vzhladom k opericii U na svize L a Ze

plati f = f1, [ = fo

Potom musi byt pre n = 1, 2, ...

f@) = hlYn) = Yas f@n) S oltn) =20, [Wn) S Un 0 20 = s
f¥n) £ Yo 0 2, =,
a analogicky
Hz.) = 2 5
takie
f) = fa © 2) = f(ya) U f2n) = 2, -

KedZe vo svize L mnozina 4, nie je zdola ohranifend, dosli sme ku sporu.
Teda neexistuje Ziadny endomorfizmus f vzhladom k opericii u na svize L,
pre ktory by platilo f < f,, f < fo-

Z toho vyplyva, Ze citované Birkhoffovo tvrdenie je nespravne.

LITERATURA

{1] G. Birkhoff: Lattice theory, revised ed., Amer. Math. Soc. Colloquium Publications
vol. XXV, New York 1948.

Peswome

3AMEYAHHME OB 9HIOMQPOU3MAX CTPYKTVP

fAH AKYBUK (Jén Jakubik), Komme
(ocrynnao B pegakuuio 12/VIIT 1957 r.)

OtoGpamxenue f cTpyxTypH S B cebd, XA KOTOPOTO MMeET MeCTO
z,ye8 =fz) v fly) =fzvy),
HasBBaercsa U-9HIOMOPPH3OM.

IIycrs £ — MHOeCTBO BceX U-3HAOMOPH3MOB RaBHOM cTpykTypH S. Has f,
g € S Mbt nonosxuM | = g, ecnm i kaxgoro x € 8 f(z) < g(z).
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[orasaEE yTBepIKEGHAA: ' o

1. Ecau cmpykmypa S — noanas, mo E mosce ssasemcs noarnoi cmpyk-
mypou.

2. Cywecmseyem woneunas cmpyrmypa S, 0as romopoi cmpyrmypa E ne
aeasemca noaydedexundosoii. Cywecmeyem cmpyrmypa, 04z komopos E coscem
He ABAAEMCA CMPYKMYPOiL.

IdruM pemeH Boopoc, nocrasiuenrsd I's Bupkrodom (cm. [1]; mpobaema 93).

Summary
NOTE ON THE ENDOMORPHISMS OF LATTICES

JAN JAKUBIK, Kosice
(Received August 12, 1957)

A mapping f of a lattice S into S is called an u-endomorphism if

x,yeS=fx)ufly) =fzvy).
Let E be the set of all u-endomorphisms of a given lattice S. If f, g ¢ S
we put f < g if for every z ¢ S f (z) =< g(x).
1. If S is a complete lattice, then E is also a complete lattice.

2. There exists a finite lattice S such that the lattice E is not semi-modular.
There exists a lattice S such that the set B is not a lattice at all.

This solves a problem of G. BIRkHOFF ([1], Problem 93).
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