
Časopis pro pěstování matematiky

Ján Jakubík
Poznámka o endomorfizmoch na sväzoch

Časopis pro pěstování matematiky, Vol. 83 (1958), No. 2, 226--229

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108306

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1958

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/108306
http://project.dml.cz


Časopis pro pěstování matematiky, roč. 83 (1958), Praha 

POZNÁMKA 0 ENDOMORFIZMOCH NA SVÁZOCH 

JÁN JAKUBÍK, Košice M : 519.48 

(Došlo dne 12. srpna 1957) 

V poznámke je riešený problém, položený G. BIBKHOFFOM ([1], 
problém 93). 

Nech S je svaz. Zobrazenie / svazu S do seba, pre ktoré platí 

x,yeS => f(x) u f(y) = f{x u y) , 

sa nazývá endomorfizmus vzhladom k operácii u na svaze S. 
Nech E je množina všetkých endonorfizmov vzhladom k operácii u na svaze 

S. Ak /, g e E, položíme / ^ g vtedy a len vtedy, keď pre každé x0e S platí 
f(xo) á= 9(XQ)* Tým je na množině E definované ciastocne usporiadanie. 

G. BraKHOFF uvádza, že mu nie je známe, či E je svaz, ak svaz S nie je di- * 
stributívny (pozři [1], str. 213) a speciálně kladie otázku ([1], str. 209, pro­
blém 93): 

Nech S je XubovóEný svaz. Je ciastocne usporiadaná množina E semimodulár-
nym svázoml 

V tejto poznámke dokážeme tvrdenia: 
1. Nech svaz je úplný. Potom množina všetkých endomorfizmov vzhladom 

k operácii u tvoři úplný svaz. 
2. Ciastocne usporiadaná množina E nemusí byť semimodulárnym svazom, 

(ani vtedy, kedsváz S je konečný). 
Dokaž t v r d e n i a 1. Nech S je úplný svaz, nech {/,; i e M} c E, M #= 0„ 

Položme pre každé x € S 

}{x) = u U(x) (ieM). 

f(xl) U /(a?,) = (U ft(xx)) U (U f{{x2)) = U (/,(&-.) U /,(*,)) = 

= u (fi(xl u x*)) = }(xl u »l) • 

Z predošlej rovnosti vyplývá, že / je najmenšie horné ohranicenie množi­

l y ífih • . 
/-= u / f ( i € l f ) . 
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Nech O je najmenší prvok svazu S. Položme pre každé x € 8 f0(%) = 0. 
Potom /o je zrejme najmenší prvok čiastočne usporiadanej množiny E. Podlá 
vety 2 kap. IV, [1] E je úplný svaz. 

D ó k a z t v r d e n i a 2. Nech 8 je svaz, obsahujúci 5 prvkov, 8 = {0,1,2,3,4}, 
0 < 2 < 4 < 1, 0 < 3 < JI, pričom prvok 3 je nezrovnatelný s každým 
z prvkov 2,4. Položme pre i = 0, ..., 4 

fi(0) = 0, A-(l) = /,(2) = /,(4) = 1 , A(3) = i . 

Eahko sa preverí, že každé zo 
zobrazení ft (i = 0, ..., 4) je en-
domorfizmus vzhladom k operácii 
u na svaze 8. Z tvrdenia 1 vyplý­
vá, že příslušný čiastočne usporia-
daný systém E je svaz. Nech pre 
/, g e E symbol / -§ g označuje, 
že prvok / je pokrytý prvkom g 
(t. j . platí f < g a neexistuje 
prvok h e E, pre ktorý by bolo 
f <h < g). Zrejme platí 

(1) 
Z definície semimodulárnosti a zo 
vzťahov (1) vyplývá, že svaz E 
nie je semimodulárny. 

D o d a t o k . V příklade 4, § 4, Obr. 1. 
kap. X I I I [1] (str. 208) je uvedené 
tvrdenie: ,,Endomorfizmy vzhladom k operácii u nalubovolnom svaze L tvoria 
Z-pologrupu". (Příslušná terminológia je uvedená v [1], str. 200—201.) 

Vyšetřujme tento p ř í k l a d : 
Nech sú dané 4 množiny, z ktorých každé dve sú navzájom dizjunktné: 

Ax = {1}, A2 = {xl9 x2, xz, ...}, Az = {yx, y2, yz, ...}, Ak = {zx, z2, zz, ...}. De­
finujme na množině L = u At (i = 1, . . . 4) operácie n, u následovně: Pre 
každé p e L položme 

a) p n 1 = p, p u 1 = 1. 
Ak n, m sú prirodzená čísla, označme u = max (n, m), v = min (n, m). 

-At pn, pm e Á{ (i = 2, 3, 4), položme 
*>) Pnn pm = pU} pn u pm = #, . 

Ďalej položme 
o) 2ln n zm == Xu , yn u zm = 1 , 
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pricom p je lubovolný zo symbolov y, z. Množina L s operáciami n, u je svaz 
(porov. obrázok). 

ISTech fi je identické zobrazenie množiny L na JD. Nech /2 je nasledujúce 
zobrazenie množiny L na .£: 

/2(1) = 1, /2(«n) = *n, U(Vn) = *», /afcn) = Ž/n (tt = 1, 2, . . .) . 

Zrejme je /i aj /2 endomorfizmus vzhladom k operácii u na svaze L. Před-
pokladajme, že / je endomorfizmus vzhladom k operácii u na svaze L a že 
platí f£fl9f£ /,. 

Potom musí byť pre n ~ 1,2,... 

f(Vn) ^ fi(yn) = ž/n , /(&») -Ž /a(y») = *n , /(Ž/n) ^ J « H Z» = 2„ 

/(y») ^ 2/« n z, = a;„ 
a, analogicky 

/(*») ^ »n > 
takže 

/(l) = /(yn u zn) = f(yn) u f(zn) íg xn . 

Keďže vo svaze L množina A2 nie je zdola ohraničená, došli sme ku sporu. 
Teda neexistuje žiadny endomorfizmus / vzhladom k operácii u na svaze L, 
pre ktorý by platilo / fg fl9 f fg /2. 

Z toho vyplývá, že citované Birkhoffovo tvrdenie je nesprávné. 
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Резюме 

ЗАМЕЧАНИЕ ОБ ЭНДОМОРФИЗМАХ СТРУКТУР 

ЯН ЯКУБИК (.Тип ТакиЫк), Кошице 

(Поступило в редакцию 12/ТШ 1957 г.) 

Отображение / структуры /5 в себя, для которого имеет место 

х,уе8 => 1(х) и {(у) = /(а? и у) , 

называется и -эндоморфизом. 

Пусть Е -— множество всех и -эндоморфизмов данной структуры 5. Для /, 
д е 8 мы положим / ^ д, если для каждого х е 8 /(а?) ̂  (̂сс). 
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Доказаны утверждения: ' 

1. Если структура 8 — полная, то Е тоже является полной струк­
турой. 

2. Существует конечная структура 8, для которой структура Е не 
является полудедекиндовой. Существует структура, для которой Е совсем 
не является структурой. 

Этим решен вопрос, поставленный Г» Биркгофом (см. [1]* проблема 93). 

Summary 

NOTE ON THE ENDOMORPHISMS OF LATTICES 

JAN JAKUBlK, Kosice 

(Received August 12, 1957) 

A mapping / of a lattice S into S is called an u -endomorphism if 

x, y e S -->/(#) u f(y) = f(x u ^J). 

Let E be the set of all u -endomorphisms of a given lattice S. If f,g e S 
we put / 5g g if for every x e S f (x) ^ g(x). 

1. If S is a complete lattice, then E is also a complete lattice. 

2. There exists a finite lattice S such that the lattice E is not semi-modular. 
There exists a lattice S such that the set E is not a lattice at all. 

This solves a problem of G. BroKHOFF ([1], Problem 93). 
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