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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

ULOHY A PROBLEMY

Poznimka k problému protipajicich se lomenych &ar
(K fefent tilohy Jana Maffka)

Obsahem tohoto éldnku je dikaz véty uvedend v odst. 8. Bezprostiodnim disledken
. této véty je tvrzeni, jehoZ dikaz (pokud moZno elementdrnimi prostiedky) byl dén
jako problém (&. 9) Jaxem Makfxey v Casopise pro péstovani matermatiky 81 (1936), 470,

1. Nafe uvahy budeme provédét v roving B,, kde plati absolutni geometrie. Pivdpo-
kladédme, %e jsou zndmy pojmy: bod, usedka, pifmka, polopifmka, uspoftdini boda na
piimce a na tsedce, polorovina, rovinny pés tvofeny dvéma pimkami bez spoledénych
bodd a trojuhelnik (jeho vnitfek a vnéjSek). Trojuhelnfkem budeme v celd prici rozumdt
jenom jeho obvod.

.Mg&jme v rovind 8, koneénou posloupnost bodit 4y, 44, ..., 4, (n 7 - 0). Necht

a) pro n > 0 platf 4, + 4,,
b) pro n > 1 Zddnd trojice bodd A;_;, 4;, A;41 neledi v pmee (£ = 1, ..,n - 1)
n
Potom sjednoceni viech tsesek U a; (a; = 4; 14,), pro n > 0, nobo bod A, pro n - 0,
: i=1
nazyvéme lomenou Sarou (spojujici body 4, a 4,) L(4,, 4,) (ddle nékdy jen L &), Bodim
A; (i=0,...,n) Hkéme vrcholy lomené &éry. Usedkdm a; (i = 1, ..., n) Fkime strany
lomensé 84ry. (Je zfejmé, Ze pron = 0 dostdvéme nulovou tsetku a pron - 1 dostivdme
tsedku 4,4,).

Vrcholu lomené &¢éry L, kterym prochdzeji alesponi tii strany lomend édry, #kdme
uzlovy vrchol lomené &ary. Vnitinimu bodu jedndé strany lomend &dry, kterym prochizeji
alespoii dvé strany, ¥kédme vnitint uzlovy bod lomené ddry. Uzlovym vreholiim a vaitinim
uzlovym bodim lomené &éry budeme Ikat wzly lomené &iry L. Uzel, ktery neloi na
Z4dné tsedce, sklddajici se ze samych uzld, nazveme isolovany. l.omend ddra, kterd nemi
Zédné uzly, se nazyva jednoduchd lomend ¢dra (déle nékdy jen j. 1. &.).

Poznédmka. Ziejmé nulovs Usetka a tselka jsou jednoduché lomond diry,

2. Necht 4, B jsou dva razné body lomené d4ry. Necht (k) jo nojmendi index strany,
kterd prochézi bodem A4 (B). Rikdme, %e bod A le#s pred bodem I3 (A =3 B), jentlide i <= k,
nebo ¢ = k a bod 4 leZi pfed bodem B v uspofddén{ bod tisetky a;, kdo 4, jo prvaim
a A; poslednim bodem. Zi'ejmé dostédvédme uspofdddni bodl lomend &diry.

Méjme dva body 4, B jedné strany a; lomené ¢dry. Necht bod 4 leZl pied bodem H
v usporddédni bodu usedky a,;, kde 4;_; je prvnim a 4, poslednim bodem, potom zEajmé
nemusi platit 4 < B v uspofddéni bodd celé lomené dry. Platf to pro viechny dvojico
bodi 4, B pouze v piipadd jednoduché lomené &ary.

M&jme dv& lomené &dry L, a L,. Necht L, C L,, potom ka¥dd strana lomend diry L, se
dé rozloZit na konelny polet tselek a kazdd z téchto usedek je obsaZena v ndkterd strand
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lomené diry L, Z toho vyplyvii, Ze kaZdy uzel lomend &dry L, jo téf uzlem lomené
sdry Ly, Zivjmo kaZddd &st jodooduchd lomend ddry, ktord je lomenou darou, je jedno-
duch.

Mdjme v rovind By konedny podet bodit Ay, A4,,..., 4, (n > 1). Nechﬁ A, + A,
Apk Ay @ t), L, ..o 1), Méjme lomend ddry Lj(d; ., 4;) (¢ == 1,...,n). Necht

sjednocent L U L, je t¢% lomend &Girn (ktord spojuje bod A4y 8 bodem 4,), potom bu-

im
deme ikat, %0 1. & L, sklddajil. & L, nobo ke L. &, L jo rozloZena na 1. &. L;. Ztejmé lomend
dédra I, skltidnjici so 7 jodnoduchyeh lomonych dar Ly, které majf vla.stnostl

a) ik, QU@ dhkidk b hiixk Lik=1..n),
b) [J“ Il 1‘i+1 “ (A.») (l. N T l).

n
jo jednoduchit, (Body <, nemusi byt nutnd vrcholy lomend &dry L = U L;(4;_,, 4;).)
i=1

3. Lemma. Kuaddi lomend &ira, spojujict bod Ay a A, obsahuje jako &ist jednoduchou
lomenou &ir, kterd spojuje 62 body Aga 4,

¥

Dikaz provedeme dplnow indukef podle n. Z pozndiky 1 vyplyvd, Ze pro n = 0,
1 je L ji# sama j. L & Plredpoklidejme tedy, Ze lomma platf pro n — 1. BudiZ L 1. &,
kterd spojujo body Ay a A, Uzly tédto L. ¢ dostanemo jako spoloénou ¢dst nékolika stran,
tedy obdriime bud jeden (isolovany) uzel nebo celou vdsetku uzlli. MnoZinu M viech
uzlt této L & miZeme tedy rozlofit na dvé disjunktnf podmnoZiny M;, My (M = M, v
U My)s kdo My jo konednidt muozing vdech isolovanych uzlit a My je sjednoceni koneéného

podtu vmedok uzlin. Nocht a, jo prend strana, kterd obsahujo uzly. Necht bod B je prvni
i1

uzel této Msecky. Ziojmd lomend &dra Lo (ddy, B) = U a; Ub (gg= @ b=A4,,B) je

jednoduchou lomenon ¢aron, protofe nemi Zddny uzel a,L1 ¢ L. Necht a,, je posledni stra-
na, kterd prochdazi bodem B, Ztejmd § - &, protoZe boder B prochdzejf alespor dve strany.

#sl
Vozméme lomenou &dru L0 - U a, Ue (e« Badgia, = @) Ziejmd b 0 ¢ = (B) a bod
jokt

I3 nenf uzlom L &, L', Podot stran L & L7 jo mendf neZ n, a tudfZ podle indukénfho pfed-
pokladu oxistuje jednoduchd loment ('rlm Ly(B, A,), kterd je obsaZena v 1. &. L. Ztejmé
Ly C L, Ly C LS C Ly oz éohod vyplyvi, 20 Ly U Ly C L. Protofe b 1 ¢ = (B), jo sjednoceni
Ly U Ly opét lomend ¢ien, o protode Ly 0 Ly = (B) a Ly, L, jsou jednoduchd, jo opdt
Iy 0 Ly jednoduchi L& (ktord spojitjo body A, a 41,).

4. Reknome, Zo mnofina M © Wy mat vlastnost V, jostlifo kazdd Gsodka, ktord md s nf
aleapon juden bod spoledny, mid 4 nf spoledény konedny podet bod a konedny podet tisotok.
Zivjma primka. dsecka, trojihelnik o lomenit ddea majf viestnost V.

Lemma. Kakdii jodnentuchd lomend &kra md 2 mnotinow M vlastnoati V. (maji-li alespor
jeden apoledngi body apoleing konedng podet jednoduchijeh lomengjch far, Lteré jsou navzdjem
disjunktni.

D knz, KaZdd strana . L & L mid s mnoZinou M viastnosti V spoletny konedny podet

buodit & konedny potet daedek. Poklidejme body za nulové sedky. Noecht dsotky .ATE;
jsou visehny spoleénd twedky j. L ¢ L a mnoZiny M a necht v uspordddnf boda j. 1. &.
L plat

.4‘élﬁjzl,ﬁli,j...éAm:éBm

Necht [ jo mnoZina viech indextt @ <= 1,...,m — 1, pro kterd plat{ B; < A4,,,. Jestlize
m
I = §, potom spolednd &dst j. 1. 8. L o mnoZiny M je jodnoduchd lomend &éra L, = U a;,

gl
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kde a; = 4;B;. Jestlize I % @, potom obsahuje prvky i, < i, < ... <4, (r < m) aspo-
T

‘1+1

legnd 8ést j. 1. 8. L a mnoZiny M je mnoZina N = Y Ljykde L; = U a; (a; = A;Bu
i=0 l=i;4+1
%y = 0, %r41 = m). Zfejmé Lj jsou jednoduché lomené &iry, kterd jsou mezi sebou dis-

junktni (déle nékdy jen d. j. L &.).
5. Necht MM C B,. Rekneme, %o mnofina M je wytvorujict, jestlife existuje rozklad
mno¥iny By — M = N, U Ny (kde Ny += 0 £ Ny, Ny, 0 Ny, = 0), ktery mé tyto viastnosti:
a) Pro ka?dé dva body 4, B ¢ N; (v = 1, 2) existuje 1. &. L, kterd je spojuje a L C N,.

b) Kazdd 1. &. L, kterd spojuje body 4 a B (4 € Ny, B e Ny), mé nepra.zdny pranik
s mnoZinou M.

Na zéklad$ lemmatu 3 stadi v definici uva¥ovat misto lomenych éar jen _]ednoduché
lomené &éry. (Ziejmé pfimka a trojuhelnik jsou mmnoZiny vytvoiujici.)

Méjme vytvofujici mnoZinu M vlastnosti V, potom kaZdéd jednoduchd lomend ddra
L mé4 s ni spoleény koneény podet d. j. 1. & L;(4,, B;) (¢ =1, ..., m). Necht j. 1. &. L spo-
juje body A a B, které nelezi v mnoZing M. Necht v uspoiddéni bodu j. 1. &. L platf

434,3B,34,38,3...34,,3B,3B.

Z¥ejmd mnoZina M; viech bodd X lomené 84ry L, pro n&% plati B, 3X <4, (i =
=0,...,m; By=4; 4,,,, = B), je podmno¥inou bud mnoZiny %; nebo mnoZiny N,.

Rekneme, %e lomensd &dra L;A;, By (3 =1,...,m) je jednondsobnou spolednou lome-
nou &arou, jestlie mnoZiny M, _;, M; neleZi v téZe mnoZing Ny (k = 1, 2). Rekneme, Ze
lomend &dra L;(4,, B;) (2 = 1, ..., m) je dvojndsobnou spoleénou lomenou Sarou, jestlize
obé mnoZiny M;_;, M; lez{ v jedné mnoZiné N; (k = 1, 2).

Mé&jme mnoZinu N vlastnosti V, kterd je ddsti vytvofujici mnoZiny M vlastnosti V,
potom kaZdou j. 1. & L', kterd je spolednou &dstf j. 1. &. L a mnoZiny N, pod¢itdme s tou
nésobnosti, s niZ je poéiténa j. 1. . L"(L’ C L"), kterd je spoleénou &sti mnoZiny M s j.
L & L.

6. Lemma. KaZdd vytvofujici mmoina M vlastnosti V md s jednoduchou lomenow Sarow
L, kterd spojuje body A a B, kde A ¢ Ny, Be N, (A4, B € N,), spoleény lichy (sudy) polet
lomenyjch ar, které jsou navzdjem disjunkini (pobitdme-li spoletné lomené Edry s jejich
ndsobnosts).

Dukaz provedeme tiplnou indukef. Necht tedy j. 1. é. L nemé s mnoZinou M Zidny
spoletny bod, potom nutné body 4, B le# v N, (k = 1, 2) a podet spoleénych j. L. &. je
nula (tudiZ éfslo sudé). JestliZe j. 1. §. L mé s mnoZinou M jednu spolednou j. 1. &. (bez
nésobnosti), potom zfejmsé bod 4 le%i v téfe mnoZiné N, (k = 1, 2) jako body mnoZiny
M, & stejns tak bod B jako body mnoZiny M, & tudiZ lemma 6 je splnéno.

Necht tedy lemma 6 plati pro m — 1 spoleénych j. L. &. (bez ndsobnosti). Méjme j. 1. &.
L, kterd mé s muoZinou M spolednych m d. j. &. 1. (bez ndsobnosti). Zvolme v mno#%ing
M,y bod C arozlofme j. 1. & L(4, B) = L,(4, C) U L,(C, B). Zfejms j. 1. . L, m4 s mno-
Zinou M spolednych pravém — 1d.j. L & (bez ndsobnosti) & j. 1. §. L, s mnozinou M prévé
jednu spolednou j. 1. &. (bez nésobnosti). Jestli¥e C, B ¢ 9, potom j. 1. §. L; mé spoleény
sudy podet d. j. 1. & a j. 1. 8. L, mé spolednou dvojnésobnou j. 1. &., a tudiZ j. 1. &. L mé
spoledny sudy podet d. j. 1. &. 8 mnoZinou M. Jestlize C € N;, B € N,, potom j. 1. & L, mé
spoleény sudy podet d. j. L. & a j. L. é. L, mé spoleénou jednondsobnou j. 1. &., a tudiZ
j- 1. & L mé spoleény lichy podet d. j. 1. & 8 mnoZinou M. Stejnym zpusobem dokéZeme
platnost lemmatu 6 pro p¥pady C € R,, Be N; a C, B e N,.

7. V rovind B, budte? dény dva body M, N. Oznatme MN (NM) otevienou polo-
piimku, kterd je opadnd k polopfimee MN (NM). BudiZ L(M, N) j. 1. &., kterd spojuje
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body M a N a neméd s otevienymi poloptfmkami MN a NM %4dny spoleény bod. Sjedno-
ceni L(M, N) U MN u NM nazveme mnofinou R.

Poznédmka. Zfejmd v roviné %8B, existuje takovy rovinny pés P, Ze plati R C P a .
piimka MN oddéluje hranice rovinného pdsu P. TéZ existuje takové polorovina ', Ze
prinik P’ N R je polopiimka.

Budi? M’ (N’) libovolny bod oteviené poloptimky MN (NM). Z¥ejm& sjednoceni
L(M,N) u MM’ v NN’ je j. L. &., kterd spojuje body M’ a N’. Pomoci mno¥iny R md-
Feme v mno¥iné B, — R definovat relaci (R). Rekneme, Yo A’ = B (R) (4, BB, — RN),
jestliZe tise¢ka AB mé s j. 1. & L(M’, N’) (L C R) spoledny sudy podet d. j. 1. & (které jsou
poditdny s nésobnosti podle definice 5, kde tsetku AB pokldddme za &dst pimky AB,
kterd je vytvorujici). Bod M’ (N’) je zvolen na oteviené polopiimce MN (NM) tak,
aby polopfimka opadnd k polopiimece M’M (N’N) nemsdla Z4dny spoleény bod s dsetkou
AB. (Zf¥ejms podet d. j. 1. &. spoleénych useéce AB aj.l. 8. L(M’',N’) nezav151 na volbé
boda M’, N’.)

Lemma. Relace (R), urdend definics 7, je ekvivalencs, kterd mmo¥inu B, — R deli
na dvé neprdzdné disjunkint st R,, R, takové, Ze A, B ¢ R; (¢ = 1, 2) tehdy a jen tekdy,
jestlite A = B(R).

Dikaz. JestliZe 4 ¢ B, — R, potom tsedka A4 nemé %4dny spoleény bod s mnoZinou
R, a tudiz 4 = A(R).

Jestlife 4 = B(R) (4, B ¢B, — R), potom tsetka 4B mé sudy podet spolednych
d.j. L & sj. L & LM, N'), a tudi¥ i tsetka B4 mé s touto j. 1. §. L spoleény sudy podet
d. j. l. 8., a tedy B = 4A(R).

Jestlize 4 = B(R), B =C(R) (4, B, C « B, — R), potom mohou nastati dva p¥pady:

a) Body 4, B, C le#i v jedné ptimce. Potom ndsobnost kaZdé spoleénsé j. 1. &. je podi-
tdna pomoci stejné vytvorujici mnofiny (p¥imky AB). JelikoZ tsedky AB a BC maji
sudy potet spoleénych.j. 1. &., tudi i iseSka AC (kters je bud soudtem nebo rozdilem
tsetek AB a BC) m4 spoleény sudy podet d. j. L. &., a plati tedy 4 = C(R).

b) Body A, B, C tvoi{ trojuhelnik. Potom ndsobnost kaZdé spoledné j. 1. &. se miiZe
téZ poditat pomoci trojuhelnika 4 BC, jakoZto vytvorujici mnoZiny. Body M’, N’ j. 1. é&.
L(M’, N’y C R jsou z¥ejmd vndjiimi body trojihelnika 4BC. Podle lemmatu 6 m4 j. 1. &.
L(M’, N’) s trojihelnikem.ABC spoledny sudy podet d. j. L. &. Jeliko% usetky AB, BC
maji 8 j. 1. & L(M’, N’) spoletny sudy potet d. j. L. &., tudi¥ i tisedka AC mé s j. 1..8.. L spo-
ledny sudy podet d. j. 1. &., a platf tedy 4 = C(R).

Relace (R) je tedy ekvivalenci a ta na mnoZing 8, — R definuje rozklad (B, — R =
= U Ris Ry "Ry =0 (k+1); R, +£0 (¢el); A=BR) <4, BeR,). UkdZemes, Ze

tento rozklad mé dvaprvky. Vezméme t¥i body 4, B, C ¢ B, — R, 4 = B(R), 4 = C(R),
B = C(R). Potom kazdé z usetek AB, BC, AC mé s j. 1. &. L(M’, N') spoleény lichy podet
d. j. L. é. a nastdvajici dva piipady:

a) Body 4, B a C le#i v jedné piimce. Potom usedka AC se rovné soudtu (nebo rozdilu)
tisetek AB a BC, které majf lichy podet spoleénych d. j. L. &. s j. L. & L(M’, N’), a tudi¥
mé spoledny sudy podet d. j. 1. &., a to je spor.

b) Body 4, B a C tvoi trojihelnik. Potom j. 1. §. L(M’, N’) mé s trojihelnikem 4BC
spoledny lichy podet d. j. L. &., ale body M’, N’ jsou vnéjsimi body, a to je spor.

Rozklad mno¥iny 8, — R mé tedy nanejvySe dva prvky.

Podle poznémky 7 existuje takové polorovina 9, %e prinik 9 N % je polopimka.
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Ziejmé tato polop¥imka d&li mnoZinu P’ — R na dvé Sdsti, které jsou disjunktni a ne-
prézdné a ka¥dd z nich je obsaZena v jednom prvku rozkladu mnoZiny 8, — R pomoci
ekvivalence (R). Tim je lemma 7 dokézéno.

8. Podle pozndmky 7 existuje takovy rovinny pds P, ktery obsahuje R a jehoZ hra-
nice jsou oddsleny p¥fmkou MN. MnoZina 8B, — P se rozpadéd na dvé disjunktni oteviens
poloroviny P; (¢ = 1, 2) takové, Ze P, C R;, kde R, Jsou prvky rozkladu mnoZiny 8, — R
pomoci ekvivalence ().

Dukaz. Z¥ejms plati 4 = B(R) (4, B e P,;;7 = 1, 2), protoZe usedka AB nemd ¥ddny
spoleény bod s mno¥inou R. Necht tedy A € P, a B ¢ P,, potom tsetka 4B mé stejny
podet spoleénych d. j. 1. 8.8 j. 1. §&. L(M’, N') C R jako pfimka 4B (poditané s ndsobnosti),
ale pfimka 4B m4 s j. 1. é&. L lichy pocdet spoleénych d. j. L. &., nebot body M’, N’ jsou
piimkou AB oddéleny, protoZe p¥fmky AB a M’'N’ se protinaji. Odtud vyplyvé, Ze
A = B(R).

Véta. Necht jsou ddny dvé lomené Edry Ly (M, N) a Ly(4, B). Necht MN (NM) je opaénd
otevFend poloprémka k poloprimce MN (NM). Necht lomend édra L.(A, B) nemd Zddny
spoleény bod s polopFimkami MN a NM. Necht bod A (B) lezt v otevFené poloroviné N, (Ny)
takové, e M; N L, = @ (6 = 1,2), Wy n N, = B a hranice polorovin My, N, jsou primkou
-MN oddéleny. Potom lomené &dry Ly a L, maji alespoti jeden spoleényj bod:

Dikaz. Podle lemmatu 3 existuje j. 1. ¢é. L{(M, N)CL,(M,N). Oznadme R =
= Li(M,N) U MN u NM, potom podle lemmatu 7 se mnoZina B, — R rozpadd na
dvé disjunktni, neprdzdné &dsti R, a R,. Podle pozndmky 8 plati 9N; C R;, M, C Ry, a
tudi% A = B(R). Necht body 4; (¢ =0,...,n) (4 =4, A, = B) jsou vrcholy L &
L,(4, B). Ptedpoklédejme, %e L, n R =@, potom Ay=4,=4,=...=A,(R), a
tudi¥ 4 = B(R), a to je spor. Proto L, n R + @. Z predpokladu, Ze L, N MN = @ =
= NM n L, vyplyvé, 2e L, n Ly + @, a tudiz L, n L, + . Tim je véta dokézéna.

Bedtich Pondéliéek, Podébrady

*
Jiné FeSeni téZe dlohy Jana Mafika

Pro b, by ¢ E, necht L(b,, by) znamené uzavienou Gsedku o koncovych bodech b,, b,
(pro b, = b, necht L(b,, b,) je mnoiina,, obsahujici jediny bod b,). JestliZs b; ¢ B, (z = 0,

- n), poloima L(by, ..., b,) = U L(b1 1> b;). Vzdélenost bodu a od bodu b (resp. vzdé-

lenost bodu ¢ od pfimky p) oznacu'ne symbolem g(a, b) (rasp. o(a, p)).

Necht P = (ay, ---, &p)s @ = (by, ..., b,) jsou koneéné posloupnosti bodt z E,. Sym-
bolem P|Q budeme rozumst, Ze plan zé.roven a; non e L(by, ..., b,) pro s =0, ..., m
a b; non € L(a,, ..., a,) pro j = 0, ..., n. Necht dale P{P; Q} znadi poéet dvojic (i 1,
pro néz L(a;_,, a,-) N L(b;_y, by) * 0 Je-1i kromg toho g p¥imka v E,, pak necht symbnol
Plg znameni, ¥¢ a; noneqgpro i =0, ..., m, a P{P: q} bud polet indext i, pro né%
L(a;_, a;) N g *+ 0. Z¥ejmE

PP Q) = D@y, @@, @
PP = Iy adiq). @

JLemma 1. Bud P = (ay, .- @), Q = (b, by, by, by), P|Q. Jestlize by, by, b, lezt na
primee, pak platt

PP;Q} =0 (mod 2) . - (3)

240



Jestlize by, by, by nelezt na primee, pak vztah (3) platt pravé tehdy, lezi-li oba body ay,
vné nebo oba wonitF trojuhelnika o vrcholech by, by, bs. '

Dukaz. Le#i-li body b,, b,, b, na piimce, pak miZeme ptedpokladat, Ze bod b, le%i
mezi body by, b, (nebo Ze bod b, splyne s n8kterym z bodt b,, b,). Potom je P{P; (by, bp)} =
= P(P; (by by)} + BP; (by, by)}, takde P(P; Q) = 2B(P: (b, by)} = 0 (mod 2). Jestlize
body by, by, by nele#i na piimee, je dikaz pro m = 1 snadny a pro libovolné m se tvrzeni
doké¥e indukei pomoci vztahu (1). Zcela obdobnd se dokéZe i nasledujici lemmas:

Lemma 2. Bud P = (a,, ..., a,,); bud q pfimka a necht Plq. Potom plati P{P;q} = 0
(mod 2) prdvé tehdy, lezs-li oba body a,, a,, v téfe poloroving, vytaté pirimlkou q.

Lemma 3. Necht P = (ay, ..., a,,), @ = (by, b,), P|Q. Potom existuje kladné &islo é s touto
vlastnosti: Je-li by € By, 0(bg, by) < 0 a polokime-li @ = (bg, b,), pak platt P|Q’ a P{P; Q} =
= P{P; Q'}.

Dukaz. Zvolme index ¢ (1 < ¢ < m). JestliZe L(a;_,, a;) N L(by, b;) = 0, bud §; vzda-
lenost mnoZin L(a;_y, a;) & L(by,b,). Je-li L(a,_y, a;) 0 L(by, b;) * 0, je nutnd a;, * a,,
b, + by; bud p (resp. g) p¥imka prochézejici body a;_;, a; (resp. by, b;). PoloZme §; =
= min (o(@;_1, )s 0(3;5 q), 0(bgs p)).- Ctendi snadno dokéZe, %o pro kaZdé i = 1,...,m
je 8> 0 a e P{(Gsy, a1); (by, b))} = D{(@s_y, 62); (b b)), kdykoli g(bg, by) < 8. Stadi
tedy poloZit § = min (dy, ..., J,,). .

Véta. Nechi P = (ay, ..., @), @ = (b, ..., b,). Necht L(cy, ¢;, s, €3, Cy) Je obvod Etverce;
bud q; pfimka, prochdzejict body c;_y, ¢; (4 = 1, 2, 3, 4; ¢, = ¢;). Necht body a,, a,,, by, b,
lezi po Fadé wonits dsedek L(cy, ¢,), L(cs, ¢3), L(cq, €5), Lics, ¢y) anecht ostatnt body z P (resp.
z Q) leZt wonitf pdsu, omezendho pfimlkami g,, q4 (resp. qi, q;). Potom je L(agy, ..., @y) 0O
N L(by, ..., b,) + 0.

Dukaz. Jestlize neplati P|Q, neni co dokazovat. Stati tedy dokézat, Ze za predpo-
kladu P|Q neplati (3). To dokéZeme indukei podle n. Bud n = 1 a bud ¢ piimka, pro-
chéazejici body b,, b,. Snadno se zjisti, e pro kazdé 4 plati L(a;_;, a;) 0 ¢ = L(a;, &;) N
N L(by, b)) a tedy P{P;q} = P{P; Q}, tak¥e podle lemmatu 2 vztah (3) neplati.
Bud nyni n > 1. Predpokléddejme Z%e naSe tvrzeni plati pro n — 1 a %s posloupnosti
P, @ spliuji uvedené predpoklady. Na usebce L(cy, ¢;) leZi jen konedny poBet bodit b
takovych, Ze a, e L(b, b,) pro n&které a, ¢ P, at jiZ b, leZi na g, Ti nikoliv. Podle lemmatu
3 tedy existuje uvnitt tsesky L(cy, ¢,) bod by, pro n&j plati

P(P; (b, b))} = D(P; (s b1)} ' @
P|(bg, b1) »  P|(Bg: o) -

Polozime-li Q" = (bg, by, - .., b,), @* == (b('), b,, . b,), mame predevsim podle (4)

P(P; Q) = V(P; @} (®)
protoZe P|Q*, je podle indukéniho ptedpokladu
P{P; @*} = 1 (mod 2) . (6)

Protoze P|(bg, by, by, bg), plati podle lemmatu 1
PLP; (bg, by)} = P(P; (b, b))} + P(P; (by, by)} (mod 2), »
takZe P(P; Q'} = P{P; @*} (mod 2). Odtud & z (5), (6) plyne P{P; @} =1 (mod 2),
¢imZ je vie dokdzéno.
Milo§ Dostdl, Praha
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