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Časopis pro pěstování matematiky, roí. 83 (195S)> Praha 

ÚLOHY A PROBLÉMY 

Poznámka k problému protínajících se lomených čar 

(K řešení úlohy J a n a Marika) 

Obsahem tohoto článku je důkaz věty uvedené v odst. 8. BozproBtřadnim důfíknlkem 
této věty je tvrzení, jehož důkaz (pokud možno elementárními protstřodky) byl ňán 
jako problém (6. 9) JANEM MAŘÍKEM V Časopise pro pěstování m a t e m a t i k y 81 (lttóft), 470, 

1. Naše úvahy budeme provádět v rovině $ 2 f kde platí abmdutní gemnftrŠe, 1'řrdpa-
kládáme, že jsou známy pojmy: bod, úseěka, přímka, polopřfmka, uspořádáni Inulú na 
přímce a na úseóce, polorovina, rovinný pás tvořený dvěma př ímkami boy. upnfaětiýeh 
bodů a trojúhelník (jeho vnitřek a vnějšek). Trojúhelníkem budomo v eolo praví rozumftt 
jenom jeho obvod. 

.Mějme v rovině S32 konečnou posloupnost bodů A0, Av . . . , An (n r * 0). Not?hť. 

a) pro n > 0 platí A0 =}= An, 

b) pro n > 1 žádná trojice bodů A,£-uAifAi+1 neleží v přfmco (i •-** I, „.„ n * 1). 

Potom sjednocení všech úseček U a i (a
t- = A^iA^, pro n > 0, noho bod An pm n = *), 

nazýváme lomenou čarou (spojující body A0 a An) L(A0$ An) (dalo nokdy jon I. Č-). Hodům 
Ai (i = 0, . . . ,n) říkáme vrcholy lomené čáry. Úsečkám a^ (t «« 1, , . . , » ) ř ikámo *fattty 
lomené čáry. (Je zřejmé, že pro n = 0 dostáváme nulovou úsečku a p r o r& * i dotsiávárno 
úsečku A0AX). 

Vrcholu lomené čáry L, kterým procházejí alespoň tř i strany lomoná čáry* říkám* 
uzlový vrchol lomené čáry. Vnitřnímu bodu jedné strany lomená Čáry, k te rým prot*háxt*jí 
alespoň dvě strany, říkáme vnitřní uzlový bod lomené čáry. Uzlovým vrohotúm a vnitřním 
uzlovým bodům lomené čáry budeme říkat uzly lomené čáry L. Uzel* ktorý tuúvíí na 
žádné úsečce, skládající se ze samých uzlů, nazveme isolovaný. L o m e n á čám # k terá nemá 
žádné uzly, se nazývá jednoduchá lomená Čára (dále někdy jen j . L ó.)-

P o z n á m k a . Zřejmě nulová úsečka a úsečka jsou jednoduché lomonó čáry. 

2. Nechť A, B jsou dva různé body lomené čáry. Nechť i(k) jo nojmonftí imiox ni runy. 
která prochází bodem A(B). Říkáme, že bod A leží před bodem B (A H! # ) , jemtttáo i < k, 
nebo i -= h a bod A leží před bodem B v uspořádání bodů úsečky ai9 kdo A.^% jo prvním 
a A i posledním bodem. Zřejmě dostáváme uspořádání bodů lomené ěáry. 

Mějme dva body A, B jedné strany až lomené čáry. Nechť bod A loží přod bodem li 
v uspořádání bodů úsečky ať, kde A^ je prvním a At posledním bodem* p o t o m zřejmě 
nemusí platit A -§ B v uspořádání bodů celé lomené čáry. Platí to p r o všoohny civojíeo 
bodů A, B pouze v případě jednoduché lomené čáry. 

Mějme dvě lomené čáry LY a L2. Nechť JÚX C L2, potom každá s t r a n a lomené čáry Lt m 
dá rozložit na konečný počet úseček a každá z těchto úseček je obsažona v něktore straně 
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lomené čáry Lr 7* toho vyplývá, že každý uzel lomené cáry Lx je též uzlem lomené 
čáry Lt. Zřejmé každá Mni jednoduché lomené čáry, ktorá je lomenou čarou, jo jedno­
duchá. 

Mčjme v rovině fflj konopný počot bodů* A0, Ax An (n > I). Nechť A.n =# AL0, 
-4* * -4^+i 0* <>. i, •••»» i). Mójmo lomené čáry L^A^^A^.) (i =» 1, .,.,»). Nechť 

sjednocení 1/ U L4- jo též lomená čára (která »pojujo botl A0 s bodem ^án), potom bu-
tml 

demo říkat, že í. e. /^ tktádaji L č. //, noho že 1. č. L jo rozložena na i. č. I/ť. Zřejmě lomená 
čára L, skládající no z jwlnoduehýeh lomených čar L í t které mají vlastnosti: 

a) L|( n /,* 0 (/ 4' k; i % k f i; i * k • 1; /, k ^ 1, . . . ,n), 
b) tH o />-+1 -- (A») (i l....,» » IK 

n 
jo jednoduchá. (Body A^ nemírní být nutně vrcholy lomonó cáry L -=» U /^(Af-i, A*).) 

Í-.1 

3. Lemma. KuMú Utrnená Mra, Hjmjujíet bud A0 a An, obsahuje jako frásl jednoduchou 
lomenou Mru, která spojuje též hmLj AQ a An. 

Důkaz provodomo úplnou indukcí ptnile n. Z poznámky 1 vyplývá, že pro n = 0, 
1 jo L již Hama j . 1. č. PřodpoklAdojmt* tedy, Žo lomma platí pro n — 1. Budiž L 1. 6., 
ktorá spojuj ti hody Aft a *4tt. Uzly této 1. č. doatanemo jako společnou část několika stran, 
tedy obdržíme bud jot ion (molovaný) uzel noho oolou úsečku uzlu. Množinu 3JÍ všoch 
uzlů táto 1. č. můžomo tedy rozložit na dvé disjunktní podmnožiny Ttv Tl2 (Wt «- ^ u 
U *Btt)< kdo $)lt jo konečná množina všech isolovaných uzlů a OTS je sjednocení konečného 
počtu ťmočok uzlů. Nechť at jo prvni strana, ktorá obsahuje uzly. Nechť bod B je první 

uzel této urtočkv. Zřejmé lomoná čára Lt(Aút B) •>..: \J aj u b (aQ «= 0; 5 = Alť-1/?) je 
i n 

jednoduchou lomonon čarou, protože nemá žádný uzol &LX c -&. Nechť ak je poslední stra­
na, ktorá prochází bodom IL Zřejmé i < k\ protože bodem B procházejí alespoň dvě strany. 

** * l 

Vezmeme lomenou čáru i/ y a, U c (a ••<-> BÁk;an.l « 0). Zřejmě b n e = (1i) a bod 

B není uzlem L č. //. Počet utran i. č. // jo menší než n» a tudíž podle indukčního před­
pokladu existuje jednoduchá lomená Mra LĚ{H% An)9 která je obsažena v i, č. .//. Zřejmě 
Lx C L, L% C // C L% zéi»hož vyplývá- Žo Lt u I>a C /̂ , Protože 6 n c » (B), je sjednocení 
iřj u Jrg tipci lomoná éára# a protožo Li n L% - (//) a Lv L% jsou jednoduché, jo opět 
Lt U LĚ jotinoduciiá b ě* (ktorá gpojujo brnly A{) a An). 

4 fit*knomo. Žo množina SR C t l t má vUmtmmt V, jestliže každá úsečka, která má s ní 
ak»poů jtwion bod ipoÍ«%dný» má H ní npoiočný konočný počet bodů a konečný počet úseček. 
Zřojmo přímka. ŮHočka*. trojúhotník a lomoná čára mají vlastnost V. 

Lemma. KaMá jvttwMÍuthá lommtá Mra má .t mnoitnou 3$ vlaatmmti V (maji-li alespoň 
jmltm fiptrfrfni) hod) ^ptdť&ig tmwřný }mřM jmlm>dut*hýřh lommf/ch čar, které jsou navzájem 
dhjtmktnL 

l)ů kaz, Každá Htraua j . L Č. & má H množtnott Sř vlastností V společný konečný počet 
bodů a konečný počet uaočok. Pokládejme body za nulové úsečky. Nechť úsečky AiBi 

jHou Ví-joc»Ímy Hpok*čui' ťwt«5ky j« i. č. L a množiny 181 a necliť v uspořádání bodů j . 1, č. 
L platí 

A, -$ B% *i At -i lit ~i ... -? Am -? Iim . 

Nechť 1 je množina vHoch indexů i « i, ..., m — 1, pro které platí 2? ť-3ALm. Jestliže 
m 

J « 0, j:H>tom Hptíit^ná část j . 1. é- L a množiny TI je jiKinoduchá lomená Čára Lt =- U ať, 
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kde a{ =-= A-8** Jestliže I =j= 0, potom obsahuje prvky ix < i2 < . . . < ^ r (r < m) a spo-
r *V+i 

léčná část 3. 1. č. .L a množiny tyt je množina 9t = U I-> kde 2^ = U az (az = A.řB-., 

i 0 -= O, v + 1 = m). Zřejmě 1^ jsou jednoduché lomené čáry, které jsou mezi sebou dis­
junktní (dále někdy jen d. j . 1. č.). 

5. Nechť tyt C s$2. Řekneme, že množina 50Z je vytvorujici, jestliže existuje rozklad 
množiny S}2 — tyl = 0t t u 3t2 (kde D^ #= 0 4= %, Sft1 o 9t2 = 0), který má t y to vlastnosti: 

a) Pro každé dva body A, B <• 9fcf (í = 1, 2) existuje 1. Č. L, která je spojuje a l e 9tz-. 
b) Každá I. č. £ , která spojuje body i a B ( i e 9tx, B e 9t2), má neprázdný průnik 

s množinou tyt. 
Na základě lemmatu 3 stačí v definici uvažovat místo lomených čar jen jednoduché 

lomené cáry. (Zřejmě přímka a trojúhelník jsou množiny vytvořující.) 
Mějme vytvořující množinu tyt vlastnosti V, potom každá jednoduchá lomená Čára 

L má s ní společný konečný počet d. j . 1. č. L^A^ Bt) (i — 1, ..., m). Necht j . 1. č. L spo­
juje body A a B, které neleží v množině tyl. Necht v uspořádání bodů j . 1. č. L platí 

A^A1^B1^A2^B2^...^Am^Bm^B. 

Zřejmě množina tyt{ všech bodů X lomené čáry L, pro něž platí Bi -? X -3 -Ai+i (* = 
= 0,..., m; BQ = A.; Am+1 = -B), je pcKimnožinou bud množiny íJt-. nebo množiny 9>2. 

Řekneme, že lomená čára L^A^B^ (i = 1,..., w) je jednonásobnou společnou lome­
nou čarou, jestliže množiny tyt^^ tyli neleží v téže množině %tk (k = 1, 2). JRekneme, že 
lomená Čára Lt(Ai9 .Bť) (i = 1,..., m) je dvojnásobnou společnou lomenou čarou, jestliže 
obě množiny tyl^, tyli leží v jedné množině 9tfc (k = 1, 2). 

Mějme množinu SR vlastnosti V, která je částí vytvořující množiny tyl vlastnosti V, 
potom každou j . 1. č. L\ která je společnou částí j . 1. č. L a množiny SR, počítáme s t o u 
násobností, s níž je počítána j . 1. č. L"!^' C L"), která je společnou částí množiny tyl s j . 
1. č. L. 

6. Lemma. Každá vytvorujici množina tyl vlastnosti V má s jednoduchou lomenou čarou 
L, která spojuje body A a B, kde A c SRX, B e SR2 (A, B c Sítx), společný lichý (sudý) počet 
lomených čar, které jsou navzájem disjunktní (počitáme-li společné lomené čáry s jejich 
násobností). 

D ů k a z provedeme úplnou indukcí. Necht tedy j . 1. č. L nemá s množinou tyt žádný 
společný bod, potom nutně body A, B leží v SRk (k = 1, 2) a počet společných j . 1. č. j e 
nula (tudíž číslo sudé). Jestliže j . 1. č. L má s množinou tyt jednu společnou j . 1. č. (bez 
násobnosti), potom zřejmě bod A leží v téže množině Sftk (k = 1, 2) jako body množiny 
SDto a stejně tak bod B jako body množiny tytx, a tudíž lemma 6 je splněno. 

Necht tedy lemma 6 platí pro m — 1 společných j . 1. č. (bez násobnosti). Mějme j . 1. č. 
L, která má s množinou tyt společných m d. j . č. 1. (bez násobnosti). Zvolme v množině 
20-W-i D °d C a rozložme j . 1. č. L(A, B) = LX(A, C) u L2(C, B). Zřejmě j . 1. č. Lx m á s mno­
žinou tyt společných právě m — 1 d. j . 1. č. (bez násobnosti) a j . 1. Č. .E2 s množinou tyt právě 
jednu společnou j . 1. č. (bez násobnosti). Jestliže C, B c SRl9 potom j . 1. č. Lx m á společný 
sudý počet d. j . 1. Č. a j . 1. č. L2 má společnou dvojnásobnou j . 1. č., a tudíž j . 1. č. L m á 
společný sudý počet d. j . 1. č. s množinou tyl. Jestliže C € SRl9 B € SR2, potom j . 1. č. L1 m á 
společný sudý počet d. j . 1. č. a j . 1. č. L2 má společnou jednonásobnou j . 1. č., a tudíž 
j . 1. č. L m á společný lichý počet d. j . 1. č. s množinou tyt. Stejným způsobem dokážeme 
platnost lemmatu 6 pro případy C c SR2, B c SRt a C, B e SR2. 

7. V rovině 932 budtež dány dva body M, N. Označme MN (NM) otevřenou polo-
přímku, která je opačná k polopřímce MN (NM). Budiž L(M, N) j . 1. č., k t e r á spojuje 
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body M a N a nemá s otevřenými polopřírnkami MN a NM žádný společný bod. Sjedno­
cení L(M, N) u MN u NM nazveme množinou 9t. 

P o z n á m k a . Zřejmě v rovině S32 existuje takový rovinný pás ty, že platí 9t C ty a 
přímka MN odděluje hranice rovinného pásu ty. Též existuje taková polorovina ty', že 
průnik ty' n 91 je polopřímka. 

Budiž M' (N') libovolný bod otevřené polopřímky MN (NM). Zřejmě sjednocení 
L(M, N) u MW U NN' je j . 1. č\, která spojuje body M' a N'. Pomocí množiny žK mů­
žeme v množině $ s — 9t definovat relaci (íR). Řekneme, že A = B (fR) (A, B e 9S2 —• ÍR), 
jestliže úsečka AB má s j . 1. č. L(M', N') (L C 91) společný sudý počet d. j . 1. č. (které jsou 
počítány s násobností podle definice 5, kde úsečku AB pokládáme za část přímky AB, 
která je vytvořující). Bod M' (N') je zvolen na otevřené polopřímce MN (NM) tak, 
aby polopřímka opačná k polopřímce M'M (N'N) neměla žádný společný bod s úsečkou 
AB. (Zřejmě počet d. j . 1. č. společných úsečce AB a j . 1. ě. L(M', N') nezávisí na volbě 
bodů M', N'.) 

Lemma. Relace (91), určená definici 1, je ekvivalenci, která množinu 532 —- 9v děli 
na dvě neprázdní disjunktni části ÍRX, šft2 takové, že A, B e íRi (i = l, 2) tehdy a jen tehdy, 
jestliže A ^ B(ÍR). 

D ů k a z . Jestliže A e §82 — 9t, potom úsečka AA nemá žádný společný bod s množinou 
SR, a tudíž .A = A ( 9 l ) . 

Jestliže A ss B(íR) (A, B e 532 — 91), potom úsečka AB má sudý počet společných 
d. j . 1. č. s j . 1. č. L(M', N'), a tudíž i úsečka BA má s touto j . 1. č. L společný sudý počet 
d. j . 1. č., a tedy B = .A(91). 

Jestliže A == B(9\), B == (7(91) (A, B, C «. 232 — 9t), potom mohou nastati dva případy: 

a) Body A, B,C leží v jedné přímce. Potom násobnost každé společné j . 1. č. je počí­
t á n a pomocí stejné vytvořující množiny (přímky AB). Jelikož úsečky AB a BČ mají 
sudý počet společných j . 1. č., tudíž i úsečka AC (která je bud součtem nebo rozdílem 
úseček AB a BC) má společný sudý počet d. j . 1. č., a platí tedy A » C(ÍR). 

b) Body A, B, C tvoří trojúhelník. Potom násobnost každé společné j . 1. č. se může 
též počítat pomocí trojúhelníka ABC, jakožto vytvořující množiny. Body M', N' j . 1. č. 
L(M', N') C 91 jsou zřejmě vnějšími body trojúhelníka ABC. Podle lemmatu 6 má j . 1. č. 
L(M', N') & troj úhelníkem -ABC společný sudý počet d. j . 1. č. Jelikož úsečky AB, BC 
mají s j . 1. č. L(M', N') společný sudý počet d. j . 1. č., tudíž i úsečka AČ má s j . 1. č.,L spo­
lečný sudý počet d. j . 1. č., a platí tedy A = C(fR). 

Relace (91) je tedy ekvivalencí a ta na množině 9J2 — 9t definuje rozklad ($$2 —- 9ft = 
= U šR*; SR* n SFl- = 0 (k =# l); Srttf 4= 0 (i e I); A s B{&) O A, B€ %). Ukážeme, že 

Í*I 

tento rozklad má dva prvky. Vezměme tři body A, B, C € *B2 — SR, A •$ B(9t), A =£ G(SR), 
B =|= (7(91). Potom každá z úseček AB, BČ, AC má s j . 1. č. L(M', N') společný Hchý počet 
d. j . 1. Č. a nastávající dva případy: 

a) Body A, B a C leží v jedné přímce. Potom úsečka AC se rovná součtu (nebo rozdílu) 
úseček ~AB a BČ7, které mají Hchý počet společných d. j . 1. Č. s j . 1. č. L(M', N'), a tudíž 
m á společný sudý počet d. j . 1. č., a to je spor. 

b) Body A,B&C tvoří trojúhelník. Potom j . 1. č. L(M', N') má s trojúhelníkem ABC 
společný Hchý počet d. j . 1. č., ale body M', N' jsou vnějšími body, a to je spor. 

Rozklad množiny S52 — SK má tedy nanejvýše dva prvky. 
Podle poznámky 7 existuje taková polorovina ty', že průnik ty' n 91 je polopřímka. 
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Zřejmě ta to polopřímka dělí množinu ty' — šft na dvě části, které jsou disjunktní a ne­
prázdné a každá z nich je obsažena v jednom prvku rozkladu množiny 2}2 — 9t pomocí 
ekvivalence (Sft). Tím je lemma 7 dokázáno. 

8. Podle poznámky 7 existuje takový rovinný pás ty, který obsahuje ÍR a jehož hra­
nice jsou odděleny přímkou MN. Množina %$2 — ty se rozpadá na dvě disjunktní otevřené 
poloroviny tyi (i = 1,2) takové, že ty{ C _Ki? kde šKť jsou prvky rozkladu množiny $B2 — šft 
p omočí ekvivalence (9t). 

D ů k a z . Zřejmě platí A = -B(-K) (A, B e 9>t-; i = 1, 2), protože úsečka AB nemá žádný 
společný bod s množinou 91. Nechť tedy A e tyx a, B e ty2, potom úsečka AB má stejný 
počet společných d. j . 1. č. s j . I. č. L(M', N') C EK jako přímka AB (počítané s násobností), 
ale přímka AB má s j . 1. č. L lichý počet společných d. j . 1. č., neboť body M\ N' jsou 
přímkou -AB odděleny, protože přímky AB a M'N' se protínají. Odtud vyplývá, že 
-A=jč.B(0v). 

Věta. Nechť jsou dány dvě lomené čáry LX(M, N) a L2(A, B). Nechť MŇ (NM) je opačná 
otevfená polopfimka k polopfimce MN (NM). Nechť lomená čára L2(A, B) nemá žádný 
společný bod s polopfimkami MN a NM. Nechť bod A (B) lezi v otevfené polorovině Dlx (_ft2) 
takové, ze 91 ž n Lx -=• 0 (i = 1, 2), 9t_ n 9t> = 0 a hranice polorovin 9^, 912 jsou pfimkou 
MN odděleny. Potom lomené čáry Lt a L2 máji alespoň jeden společný bod: 

D ů k a z , Podle lemmatu 3 existuje j . 1. č. L[(M,N) C LX(M, N). Označme SK = 
= L'X(M, N) u MN U NM, potom podle lemmatu 7 se množina 232 — šft rozpadá na 
dvě disjunktní, neprázdné části íKx a ŠR2. Podle poznámky 8 platí 9cx C fRl9 _>2 C £K2, a 
tudíž A =j= B(2ří). Nechť body A£ (i = 0,..., n) (A0 = A, An = B) jsou vrcholy L č. 
L2(A, B). Předpokládejme, že L2 n ŠK = 0, potom A0 == Ax __ A2 s_ . . . __ ^4n(šft), a 
tudíž A. _s B(ŠR), a to je spor. Proto L2 n 3ft 4= 0. Z předpokladu, že E2 n MN = 0 = 
— NM n -£2 vyplývá, že L2 n Li 4= 0, a tudíž Ex n L2 4= 0. Tím je věta dokázána. 

Bedřich Ponděliček, Poděbrady 

Jiné řešení téže úlohy Jana Marika 

Pro bt, b2 € E% nechť L(bx, b2) znamená uzavřenou úsečku o koncových bodech bl9 bž 

(pro bL = b.» nechť L(bx, b2) je množina, obsahující jediný bod bx). Jestliža bť e E2 (í = 0, 
n 

..., n), položme E(b0, ..., bn) = U HJb^, bt). Vzdálenost bodu a od bodu b (resp. vzdá-
i-=i 

lenost bodu a od přímky p) označíme symbolem g(a, b) (resp. q(a, p)). 
Nechť P = (a0, ..., aOT), Q = (b0, ..., bn) jsou konečné posloupnosti bodů z E2. Sym­

bolem P|Q budeme rozumět, že platí zároveň a£ non e L(b0, . . . , bn) pro i = 0, ..., m 
a bj non e L(a0, . . . , am) pro j = 0, . . . , n. Nechť dále ty{P; Q} značí počet dvojic tL -i), 
pro než L(ai_x, a£) n Lt(by-._, by) =1- 0. Je-li kromě toho o přímka v E2, pak nechť symbol 
P\q znamená, že at non c a pro i =_ 0, . . ., m, a ^>{P; a} bud počet indexů i, pro něž 
L(a>i-i, ař-) n g -# 0. Zřejmě 

Ч>{->; 0} = _ Щ(at_lf at)i Q} , . (i) 
» - l 

»£i ,Sî}-=__Ч»((o f_1,a.);g}. (2) 
i*-l 

Lemma 1. Bud P = (a0, . . . , a m ) , Q =_ (b0, bx, b2, b0), P\Q. Jestliže b0,bx,b2 lezi na 
pfimce, pak plati 

»(-*; 0} - o (____, 2 ) . {3) 
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Jestliže b0, b1? b2 nelezi na přimce, pak vztah (3) plati pravé tehdy, leži-li oba body d0, am 

vne nebo oba uvnitř trojúhelnika o vrcholech b0, br, b2. 
D ů k a z . Leží-li body b0, bl9 b2 na přímce, pak můžeme předpokládat, že bod bx leží 

mezi body b0, b2 (nebo že bod b1 splyne s některým z bodů b0, 62). Potom je *P{P; (b0, b2)} = 
= ${P; (b0, 6X)} + ${P; (b!, b2)}, takže y>{P; Q} = 2SJ>{P; (b0, ba)} == 0 (mod 2). Jestliže 
body b0, b1? b2 neleží na přímce, je důkaz pro m = 1 snadný a pro libovolné m se tvrzení 
dokáže indukcí pomocí vztahu (1). Zcela obdobné se dokáže i následující lemma: 

Lemma 2. Buď P = (a0, ..., am); bud q přimka a nechť P\q. Potom plati ${P; g } s O 
(mod 2) právě tehdy, leži-li oba body a0, am v téže poloroviné, vyťaté přimkou q. 

Lemma 3. Nechť P = (a0, ..., am), Q = (b0, 6J, P\Q. Potom existuje kladné Óislo d s touto 
vlastnosti: Je-li b'0 e K2, Q(b'0, b0) < (5 a položime-li Q' = (b0, 6X), pak plati P\Q' a «P{P; Q} = 
= ^{P; Q'}-

D ů k a z . Zvolme index i (l ^> i <* m). Jestliže L(ai_1, a?:) n L(b0, bL) = 0, bud <52- vzdá­
lenost množin L(ai^1, a f) a Lfi^bJ. Je-li L(ai_1, a{) n L(bQ, 6X) 4= 0, je nutně ai^.1 =1= a{, 
60 #= 6X; bud p (resp. q) přímka procházející body ať_15 at (resp. 60, bx). Položme <3ř- = 
— min (Q(ai_1, q), o(až, q), o(60, p)). Čtenář snadno dokáže, že pro každé i = 1, ..., m 
je o* > 0 a že 9>{(a,_x, «ť); (6j, 6X)} - ${(ať_x, a,); (60, 6X)}, kdykoli e(6j, 60) < ó> Stačí 
tedy položit ó = min (o\, ..., ó w ). 

Věta. Nechtě P = (a0, ..., am), Q = (60, ..., bn). Nechť L(c0, cx, c2, c3, c0) /e o6vod Čtverce; 
bud qi přimka, procházejici body c ^ , ci (i = 1, 2, 3, 4; c4 = c0). Nechť body a0, am, b0, bn 

leží po řade uvnitř úseček L(c0, cx), L(c%, c3), _/(cx, c2), L(c3, c0) a nechč ostatni body z P (resp. 
z Q) leží uvnitř pásu, omezeného přimkami q%, q4 (resp. qv qz). Potom je L(a0, . .., am) n 
nL(b0,...,bn) =J= 0. 

D ů k a z . Jestliže neplatí P\Q, není co dokazovat. Stačí tedy dokázat, že za předpo­
kladu P\Q neplatí (3). To dokážeme indukcí podle n. Buď n = 1 a buď q přímka, pro­
cházející body 60, bi- Snadno se zjistí, že pro každé i platí L(ai^1, a ť) n £ -= L(ai_1, a{) n 
n L(b0, b:) a tedy ^){P; q) = *J){P; Q}, takže podle lemmatu 2 vztah (3) neplatí. 
Buď nyní n > 1. Předpokládejme že naše tvrzení platí pro n —• 1 a za posloupnosti 
P, Q splňují uvedené předpoklady. Na úsečce L(cL, c2) leží jen konečný počet bodů b 
takových, že a{ e L(b, b2) pro některé ai € P, at již b2 leží na q2 Či nikoliv. Podle lemmatu 
3 tedy existuje uvnitř úsečky L(cv c2) bod b'0, pro nějž platí 

sj){P; (b'Q, 6X)} = y{P; (b0, 6,)} , (4) 
P[(6Í,6 X ), P|(b;,62). 

Položíme-li Q' = (b'0, bl9 ..., bn), Q* = (b'0, b2, ..., bn), máme především podle (4) 

9{P;Q} = $[P;Q'}; (5) 

protože P\Q*, je podle indukčního předpokladu 

$J>{P; Q*} s 1 (mód 2) . (6) 

Protože P|(6Q, 6X, b2, b'0), platí podle lemmatu 1 

%{P; (b'0, 62)} _. q){P; (60, 6X)} + *{P; (6X, 62)} (mod 2) , 

takže «P{P; £>'} = $)){P; Q*} (mod 2). Odtud A z (5), (6) plyne «P{P; Q} _a 1 (mod 2), 
čímž je vše dokázáno. 

Miloi Dostál, Praha 
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