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PrednéSejici postavil pak obrdcenou otdzku:

BudiZ déna grupa G; jaké kombinace zavedenych typh systém generdtord mohou
v grupé G nastat?

Odpovéd na tuto otédzku usnadiiuji ndsledujici véty, jejichz dikazy jsou na rozdil od
dikazta vét 1, 2 a 3 sloZitdj§i (s vyjimkou véty 5).

Vé&ta 4. Dostizitelnd grupa, kterd md systém generdtors typu (V), md té systém generdtorss
2ypu (III).

V&ta 5. Grupa, majict systém generdtori, typu (IV), md téZ systém generdtors typu (III).

Véta 6. Md-li grupa systém generdtoris typu (ILL), md téZ systém generdtord typu '(IV).

Dukaz véty 6 se opird o dvé dileZitd lemmata:

Lemma 1. Budit & dédiéné reducibilnt systém grupy G, ®, C G\ ® koneénd podmnotina.
Potom téz (&, &) je dédiéné reducibilni systém generdtorts grupy G.

Lemma 2. Budif & zredumb@lm systém generdtors grupy G; budi dale &, C G\ © koneénd
podmnoZina takovd, Ze platt: Existuje g ¢ & tak, Ze

7<{(O\@), G} a gnone {B\@) O}, kde &S 6, .
Potom existuje ireducibilni systém generdtort. © grupy @ s viastnostms
C(6,6), 826, gnnel.
Z téchto vysledka pak snadno usoudfme na tyto mo¥nosti kombinaci: Grupa G mé
systémy generdtori
1. pouze typu (VI) (<> @G = 0);
2. typa (VI) a (I) (<> G = G(2));

3. typa (VI), (I) a (II) (nap#. kazdé nenulové grupa G & G(2) s koneénym podtem
generédtora);

4. typu (VI), (I), (II), (I1I) & (IV) (nap¥. grupa 65 = G(p®) + 21@‘@”‘
f=

5. typa (VI), (I), (II), (III), (IV) & (V) (napt. grupa Gy);

6. typa (III), (IV) a (V) (napt. grupa G,);

7. pouze typu (V) (<=>> @ = 0 divisibiln{).

Jedinou dal$i moZnou kombinaci by mohla byt:

8. Grupa & mé systémy generdtora typu (III) a (IV).

Odpovéd na otdzku, zda tato moZnost muZe nastat (tj. zda takové grupa G existuje)

nebo ekvivalentnd: zda existuje grupa, je¥ nemd systém genersdtora typu (V) ani typu (VI),
zUstdvéd zatim otevienym problémem.

Prvni ¢dst prace je otiSténa v dasopise Uex. mar. myprnam, 8 (1958), 54—61.
Vlastimil Dlab, Praha

TRANSFORMACE VICEROZMERNYCH INTEGRALU

(Vlastni referdt JoseFa KRALE o pfedndSce proslovené na schizi matematické obce praz-
ské dne 24. tnora 1958.)

Bud G oteviend mnoZina v E,, a necht @ je ;,hladké zobrazeni mnoZiny & do E,,.
Oznaéme symbolem Dg(f) jakobidn transformace @ v bodd ¢t a predpoklédejme, Ze
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f |Ds(t)| dt < 0. Potom pro skoro viechna z € E,, je mnoZina @~(z) koneénd a vztah
G

[F(t) Do(#)] dt = f > F) (1)
G O(t)=2
plati pro kaZdou funkei F na G, pro niZ existuje Lebesguetv integral vlevo (soudet za
integradnim znamenim vpravo mé pak smysl pro skoro viechna z, integrdl vpravo rovnéz
existuje a je roven integrdlu vlevo). Jednoduchy dikaz obecn&j§iho tvrzenipodal J. Ma-
RIK v dldnku ,,Transformation of m-dimensional Lebesgue integrals‘, Uex. MaT. sRypHAI
6 (81), 1956. Lze ofekévat, Ze integrél na pravé strand formule (1) bude mit smysl i pro
jind zobrazeni @, neZ jsou zobrazeni ,,hladkd*. To nés vede k nésledujicf definici:

Bud G mno#ina typu F ;1) v B, a bud ® spojité zobrazent mnotiny G do E,,. Oznaéme sym-
bolem N (G, ) polet bodd mmnoZiny D~Ha) N G (je-li tato mnotina nekoneind, klademe
Ng (G,2) = + ©) a polofme .

Vo(@) = Ef No(@, ) dz .

Eekneme, %e zobrazeni ® md konelnou variaci na mnosing G, jestlize Vo(G) < .

Snadno se zjisti, Ze funkce N g(@&, z) je borelovsky métitelnd, takZe uvedend definice
mé smysl. (Zobrazeni s kone¢nou variaci studoval po prvé S. BANACE v &ldnku ,,Sur les
lignes rectifiables et les surfaces dont l'aire est finie’, Fund. Math., vol. 7, 1925.) Stejuym
zpisobem muiZeme ov8em definovat symbol V(M) pro kaZdou mnoZinu M typu F, jeZ
je obsaZena v G. V piipadé, Ze zobrazeni @ md konednou variaci na ¢, miZeme mno#i-
novou funkei Vg (definovanou zatim jen na téch podmnoZindch mnoziny @, jeZ map typ

ey

F,) roz&ifit na Gplnou a tplné koneénou miru na G. Potom plati

Jra) Ve = [ ( > Fe)da

¢ o(t)=2
pro ka¥dou funkei F na @, pro ni% existuje mtecrrél vlevo. Srovnédnim tohoto Vztahu se
vzorcem (1) dostdvdme (za pifsluSnych predpokladii o funkei F')

({ F(t)| Dg(t)| dt = ({ F(t) dV olt)

pro ,,hladké‘‘ zobrazeni @ s integrovatelnym jakobidnem na oteviené mnoZiné G.

Pro transformaci integrala podle miry V¢ pii spojité zéméné proménnych lze odvodit
nésledujici vétu: '

Bud ¥ spojité zobrazeni oteviené mnofiny O C E,, na mnofinu G C E,, a bud $ spojité
zobrazeni mmoZiny G do E,,. Oznalme symbolem & * ¥ zobrazeni, jez wznikne sloZenim
zobrazent @, ¥ (tj. (D * ¥) (t) = D(¥(t)) pro kaidé t € 0). Md-li zobrazeni @ * ¥ konetnou
variacs na mno¥iné O, pak zobrazeni ® md konebnow variaci na mnotiné G a vztah

[FEO) Foxwlt) = [F@) Ny(0, ) dVo(@)
platt pro kazdou funkci F na G, pro niz existuje néktery z uvedenych integrdly, (pak existuje
¢ druhy integral a plati rovnost).

Je-li mimo to zobrazeni ¥ prosté, pak Ny (O, z) = 1 pro vSechna z ¢ G a uvedend for-
mule ukazuje, Ze v integralu ! F(z) dV g(x) muZeme ,,provést substituci x = ¥(¢)*, aniz
bychom zménili Jeho hodnotu (nebo porusili jeho existenci).

1) V dalSim nevystadime s otevienymi mno¥inami; budeme toti% vySetfovat také

obrazy takovych mnoZin pfi spojitych zobrazenich. Proto vyslovujeme na$i definici
hned pro mno#iny typu F,. Omezeni na mnoZiny tohoto typu neni ovéem podstatné.
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Nyni si viimneme podobnych otdzek v souvislosti s ,,orientovanymi* integrdly typu
f F(t) Dg(t) dt; omezime se pouze na piipad m = 2.
(4

Je-li @ spojité zobrazeni oteviené mnoZiny G C E, do B,, pak v kaZdém bodé ¢ ¢ G, jenZ
je isolovanym bodem mnoZiny @~1(D(t)), je definovdn lokdlni index zobrazeni @, ktery
oznaéime 1g(t). Zhruba fedeno, mé index tg(t) tento ndzorny vyznam: Oznatime-li K
uzavienou orientovanou kfivku, ve kterou prejde zobrazenim & ,,dostateéné mald‘
kladné orientovana Jordanova kiivka, obsahujici bod ¢ ve svém vnitiku, pak 1(f) je topo-
logicky index bodu @(¢) vzhledem ke kiivee K. '

Predpoklddejme nyni, Ze zobrazeni @ je ,,hladké‘ a md integrovatelny jakobidn na G.
Potom plati

[F(t) Do(t) & = [F(t) sgn Dg(t) . |Dolt)] dt = (viz (1)) =
G ¢
= [( 2, F(t)sgn Do) dz,
E, o(t)=2
jakmile existuje vychozi integrdl. AvSak sgn Dg(t) = tp(t) pro kaZdé e G, pro néZ je
Dg(t) &= 0. ProtoZe mnoZina E[t; t ¢ G, D g(t) = 0] pfejde zobrazenim @ v mnoZinu Lebes-
gueovy miry 0, dostdvdme .
[F) Doty dt = [( > F(t)ipt)) dz. . (2)
G E, o(t)=2x

Posledni integrdl mé opét smysl pro mnohem §irsi t¥idu transformaci, ne? jsou ,,hladké«
transformace s integrovatelnym jakobidnem. Je-li nap¥. @ spojité zobrazeni oteviené
mnoZiny G C E, do E, takové, Ze V(@) < co, pak index tg(t) je definovdn pro Vg —
skoro vSechna ¢ ¢ & a funkce tp je Vg — méfitelnd na G. Jak ukdzal T. RADO, je mimo to
mnozina Ft; ¢t € G, |tp(t)] > 1] spoletnd. Jsme tedy oprdvnéni definovat na @ zobecné-
nou miru Vg piredpisem

Vo) = A{ 1o(t) AV o(2)

(pro ka¥dou mnozinu M C G, jeZ je mé¥itelnd vzhledem k mife V). Za p¥sluSnych pied-
pokladt o funkei F plati pak vztah

gm) AV o(t) = ([F(t) ip (1) AV plt) = Ef ( > Ft)i@®)de.

2 D(t)=2
Odtud dostdvdme srovnanim s (2)

_G{ F(t) Do(t) dt = Gf F(t) dV o(2)

pro ten piipad, Ze zobrazeni @ je ,,hladké*‘ a m4 integrovatelny jakobidn. Posledni vztah
plati také pro mnohem obecnéjsi diferencovatelné transformace. Podobné otdzky jsou
vySetfeny v monografii T'. Radd: Length and area. O tom, jak se transformuji integrély

podle miry I~7¢ P spojité zéméné proménnych, nds pouduje napi. tato véta:
Bud ¥ spojité zobrazeni otevFené mnotiny O C E, na mnoZinu G C E, a bud P spojité

zobrazeni mnoziny G do E,. PoloZme N w0, z) = 2 v (t) pro katdé x ¢ G, pro néZ je mno-
Y(t)=2

Zina ¥~1(z) N O koneénd. Je-li Vg 4 w(0) < 0, pak je té2 Vg(G) < oo, funkce l‘\-fy(O, z) je
definovana V¢ — skoro vdude na G a vztah

[Fr@) P oxw(t) = [F@) Ne(0,2) Vo))
platt pro kaZdou funkci F na G, pro niZ existuje integrdl vlevo.

?) G° je vnitfek mnoZiny G.
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V tom ptipads, %e O je oblast a ¥ jo homoeomorfismus, mime bud X’y(o, ) = 1pr
viechna z ¢ G = G° nebo N w(0, 2) == — 1 pro vechna x ¢ G; uvedond formule pak uka.
zuje, %e integrél J F(z) df"‘,(x) je (8% na znaménko) ,,invariantnf viéi substituei z -

= P(2)«.

Stejnd tvrzenf plat{ také pro jednorozmdrny ptipad. Integrdl podle miry f;, plejde
v Lebesgue - Stieltjestiiv integrdl podle funkce @; zvldstd jednoduchy vyznam ma funkes
N w. Z vyde uvedené véty dostdvdme pak snadno jednoduchou vétu o zéménd proménnych

v Lebesgue-Stieltjesové integrédlu.
Josef Krdl, Praha
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