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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 83 (1958), Praha

0 ABSOLUTNE KONVEXNIM OBALU MNOZINY
V KONECNE DIMENSIONALNIM VEKTOROVEM
PROSTORU

VLASTIMIL PTAK, Praha
(Doslo dne 25. zd¥i 1957) DT:519.5

Ukolem &¢lanku jest popsatiabsolutné konvexniobal (tj. symetric-
ky a konvexni obal) dané mnoZiny v koneéné dimensionélnim vekto-
rovém prostoru.

V nedavné autorové praci [2] bylo ukizdno, Ze jedna dileZitd véta o apro-
ximaci spojitych funkei Uzce souvisi s vlastnostmi absolutné konvexniho
obalu kompaktni mnoziny v koneéné dimensionilnim vektorovém prostoru.
Popis téchto vlastnosti je obsahem tohoto Glanku.

1. Uvod. Budi¥ £ dany vektorovy prostor nad t&lesem &isel redlnych.
Mnozinu K c E nazveme konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje
i usedku, spojujici tyto body. Jinymi slovy: mnozZina K je konvexni, jestliZe
plati Az, + (1 — A) 2, ¢ K, jakmile 2, e K a ;¢ K a 0 =< 1 < 1. Snadno se
zjisti, Ze cely prostor Z je konvexni a Ze prunik libovolného systému konvex-
nich mnoZin je zase mnozina konvexni. Je-li tedy déna neprdzdnd mmnoZina
M c E, miZeme utvo¥it prinik v8ech konvexnich mnozin, které obsahuji M.
Tato mnoZina je ziejmé nejmensi konvexni mnozinou, obsahujici M. Nazveme
jikonvexnim obalem mnoZiny M. Snadno se dokéZe, Ze konvexni obal mnoZiny

p

M je totoiny s mnoZinou viech vektort tvaru ) im,, kdei p je libovolné
Z=1

pirozené &islo, body m; nalezi do M a disla 4; jsou nezdpornd a spliiuji rov-

P
nost y 4; = 1.
i=1
Necht nyni £ je konedné dimensionalni a necht n je jeho dimense. Pro
tento piipad dokizal C. CARATHEODORY [1], Ze konvexni obal libovolné kom-

n+1l
paktni mnoZiny M c E je totoiny s mnoZinou viech vektori tvaru > Am,,
n+1 i=1

kdeZ m; e M, ; = 0 a > 1, = 1. Neni viak obti#né nahlédnouti, Ze tato véta

i{=1

plati i bez jakéhokoli pfedpokladu o mnoZiné 3.
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Vzhledem k' vyznamnym aplikdcim ‘pojmu- Konvexniho ‘obalu jest Gdelné
podati co moZné nejjednodudsi dikaz této véty. V tomto &lénku podavame
jednoduché dikazy vét o konvexnim a absolutné konvexnim obalu libovolné
mnoziny M c E, zaloZené jen na definici konvexni mnoziny. Jak mne upo-
zornil recensent, je zakladni mySlenka dikazu véty 1 v podstaté totoina
s mySlenkou E. StemN1TZE [3]. V podanych dikazech se nepouZivd véty o exis-
tenci opérné nadroviny.

2. Konvexni obal. V kone#ng dimensionalnim prostoru plati nasledu]ml
dv& vty o konvexnim obalu:

Véta 1. Necht E je n-dimensiondlni vektorovy prostor. Necht A c E. Potom

n+1

konvexni obal mnoZiny A je totozny s mnoZinow vdech vektord tvaru > Aa;, kde
n4+1 i=1

aiEA,ligO a z }'14: ]..

i=1

Dtkaz. Zrejmé stadi dokéizati nésledujici tvrzeni: Jestlize a,, ..., a, jsou
D 14

dané vektory a z = > o.a;, pii em# o, = 0 a > o; = 1, potom existuji ne-

i=1 z=1

zépornj &isla A, ..., 1, tak, Ze z li=lazx= Z A0;, PY Sem? nejvyie n + 1

i=1

z &isel 4; je raznych od nuly. Dukaz tohoto tvrzeni provedeme tiplnou indukei
podle p.
Pro p =< n + 1 véta ziejmé plati. Bud tedy p = n + 2 a predpokladejme, Ze
véta plati pro skupiny o mensim poétu vektori. Méjme nyni vektory a, ..., a,
o
a nezaporns &sla o, tak, %e > o; = 1. Protoze vektory a;, — a, (1 = 1, ..., p—1)

i=1

jsou linedrné zévislé existuji ¢isla (xl, ... 0y, Z nichZ aspoil jedno je razné od

nuly, tak, Ze z o0, = 0 a zédroveil Z o; = 0. Aspoii jedno z &isel «; je kladné.

z=1
Polozme nyni & = mm —, kde j probihd ty indexy, pro néz «; > 0. Je tedy

£ = 0. Snadno zpsmme fe disla s = 0; — &o; jsou nezdpornd a jejich soudet
je 1; zaroven plati

zy,a _Zo-a —Esza —zaa

i=1 i=1
p
ProtoZe aspofi jedno z &isel u; je nula, miZeme na vektor > u,a; aplikovat

i=1
1ndukén1 piedpoklad, ¢im% je dikaz dokondéen.

Véta 2. Necht E je n-dimensiondlni vektorovy prostor. N echt’ Ac E je kom—
pakint. Potom konvexnt obal mnoZiny A je kompakini.

Dukaz. Bud %, (r =1, 2, ...) libovoln4 posloupnost bod# konvexniho-obalu

n+1

mnoziny 4. Podle pfedeslého vysledku mime vyjadieni k, = >4, kde
. &
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a;; € A. Existuje nyni nekonetnéd podmno#ina R mrickiny ‘viech ‘piirozenych
¢isel tak, Ze pro kaidé i ‘existuji limity: lim a,; = a; € 4, lim 1,; = 4;. Bude
reR .. TeR . .

tedy lim k, = > Z,a; a tento bod nalezi do konvexniho obalu mnoziny 4.
reR i=1

3. Absolutné konvexni obal. Budiz Z néjaky vektorovy prostor. Mnozinu
A c E nazveme symmetrickou, jestlize pro kaZdy prvek z e A také — z e 4.
Snadno se zjisti, Ze mnoZina A je symetrickd a konvexni, pravé kdyZ plati
implikace: Jakmile x,, 2, e 4 a &isla 1, 4, spliiuji rovnost [4,| + |4,| = 1,pak
také 4,2, + Ay2, € A. Z tohoto diivodu nazyvame nékdy mnoziny symmetrické
a konvexni také absolutné konvexni. Stejnym zpisobem jako v p¥ipadé kon-
vexniho obalu se ukaze, Ze ke kazdé mnoziné M c E existuje nejmensi abso-
lutné konvexni mnoZina, obsahujici M. Budeme ji nazyvat absolutné kon-

vexnim obalem mnoziny M. Snadno se zjisti, Ze absolutné konvexni obal mno-
D

tiny M je totoiny s mnozinou vSech vektort tvaru > ism;, kde p je libovolné
i=1

»
piirozené &islo, body m; nélezi do M a &isla 2, spliuji nerovnost > |4,| = 1.
i=1

"V koneéné dimensionalnim prostoru plati potom nasledujici véta o absolutné
konvexnim obalu.

Véta 3. Necht E je n-dimensiondlni vektorovy prostor. Nechf A c E. Potom -
absolutné konvexni obal mmoZiny A je totoiny s mnofinou vsech vektord, tvaru

Z /.'{ia,-, kde a; € A a z [All g 1.
i=1 i=1

Dikaz. Absolutné konvexni obal mnoZiny A4 ziejmé splyva s konvexnim
obalem mnoziny B, ktera se skldd4 ze v8ech bodii a € 4 a vech bodi tvaru —a,
kde a ¢ A. Budiz z prvkem absolutné konvexniho obalu mnoziny 4. Podle
véty o konvexnim obalu existuji nezdporné &isla 1; se souétem rovnym jedné

n+1 .
a body b;eB tak, te x = > A,b;. Protoe E md dimensi n, existuji &isla
4 )
‘ n+1
@y, +-+» Wyyg, Z NichZ aspodl jedno je od nuly rézné, tak, Ze > w,b, = 0. MiZeme
i=1

n+1

zfejmé predpoklédati, Ze > w; = 0. Mezi &isly w; bude tedy jisté aspoi jedno
i=1

kladné. Oznaéme nyni & = minﬁ pro ty indexy 7, pro které w, > 0. Bude
Wj
n+1
nyni z = > (1; — &w;) b;. Cisla 2; — £w; jsou zfejmé nezigporné a aspoti jedno
i=1
n+l n+l
z nich je nulové. Zaroveh . (A; — éw;) =1 —& 21 w, < 1, &m3 dikaz je
i=1 1=

dokonden.
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Véta 4. Necht E je n-dimensiondlni vektorovyj prostor. Necht A c E je kompakt-
ni. Potom absolutné konvexni obal mnofiny A je kompaktni.

Dikaz plyne uZitim véty 2 na sjednoceni mnoziny 4 a mnoZiny k ni sy-
metrické.
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Pesowume

OB ABCOJIIOTHO BBIIIVKJION OBOJIOYKE MHOIKECTBA
B KOHEYHOMEPHOM BEKTOPHOM ITPOCTPAHCTBE

BJIACTUMMJI IITAK (Vlastimil Pték), IIpara
(ITocrymmio B pexarymio 25/IX 1957 r.)

IMenpio craTeu ABIgeTcs onmcaHme abCONMIOTHO BEIIYKION 0o6Gomoguxu (T. e.
CEMMeTPHYeCKOM ¥ BBRIIYKJIOH OGONIOYKHA) JAHHOTO MHOKECTBa B KOHEYHOMEp-
HOM BEKTODHOM IpocTpaHCcTBe. Pesynbrar aHamormier teopeme Hapareomopm
O BHRIONYKIOH 0005109ke ® OBII MCIONB30BAH ABTOPOM [ [OKA3aTeIbCTBA
ONHOTO Pe3yIbTATA TEOPUHU ANNPOKCHMANUi HenpepHBHHX QyHKnui. Peas unet
0 cleyloImed Teopeme:

ITycmvs A — Komnarmmoe NOOMHOMACECTNEO N-MEPHO20 8EKMOPHO20 NPOCMPAH-

cmea Had meaon sewgecmeernblr wucen. Tozda cummempureckas u eulHYy kAL 000~
n

A0UKA MHOMCECMBA A KOMNAKMHA U COCMOUM U3 6CEL 6eKMOPO8 Ul z A;, ede
z2=1
n

a; € A, a wucaa A; ydoesemsopawom nepasencmsy > |A;| < 1.

i=1
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Summary

ON THE ABSOLUTELY CONVEX ENVELOPE OF A SET
IN A FINITE DIMENSIONAL VECTOR SPACE

VLASTIMIL PTAK, Praha
(Received September 25, 1'957)

The purpose of the present remark is to describe the absolutely convex
(i. e. symmetrical and convex) envelope of a given set in a finite dimensional
vector space. The result is analogous to a theorem of Carathéodory concerning
the convex envelope. The result of the present remark has been used by the
author to obtain a theorem on approximation of continuous functions. We
prove the following

Theorem. Let A be a compact subset of an n-dimensional vector space. Then
the symmetrical convex envelope of A is compact and consists of all vectors of the

n n
‘form 3 Xa;, where a;e A and the numbers 1; fulfil the inequality > (4| = 1.
i=1

=1
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