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Časopis pro pěstování matematiky, roř. 83 (1958), Praha 

O ABSOLUTNĚ KONVEXNÍM OBALU MNOŽINY 
V KONEČNĚ DIMENSIONÁLNÍM VEKTOROVÉM 

PROSTORU 

VLASTIMIL PTÁK, Praha 

(Došlo dne 25. září 1957) BT:519.5 

Úkolem článku jest popsati absolutně konvexní obal (tj. symetric­
ký a konvexní obal) dané množiny v konečně dimensionálním vekto­
rovém prostoru. 

V nedávné autorově práci [2] bylo ukázáno, že jedna důležitá věta o apro­
ximaci spojitých funkcí úzce souvisí s vlastnostmi absolutně konvexního 
obalu kompaktní množiny v konečně dimensionálním vektorovém prostoru. 
Popis těchto vlastností je obsahem tohoto článku. 

1. Úvod. Budiž E daný vektorový prostor nad tělesem čísel reálných. 
Množinu K c E nazveme konvexní, jestliže s každými dvěma body obsahuje 
i úsečku, spojující tyto body. Jinými slovy: množina K je konvexní, jestliže 
platí 7xx + (1 — X) x2 e K3 jakmile x1€ K & x2e K a OrgAfgl . Snadno se 
zjistí, že celý prostor E je konvexní a že průnik libovolného systému konvex­
ních množin je zase množina konvexní. Je-li tedy dána neprázdná množina 
M c E, můžeme utvořit průnik všech konvexních množin, které obsahují M. 
Tato množina je zřejmě nejmenší konvexní množinou, obsahující M. Nazveme 
ji konvexním obalem množiny M. Snadno se dokáže, že konvexní obal množiny 

v 
M je totožný s množinou všech vektorů tvaru 2 Ximi} kdež p je libovolné 

ť - i 
přirozené číslo, body mť náleží do M a čísla Xt jsou nezáporná a splňují rov-

V 

nost^^t = !• 
» = i 

Nechť nyní E je konečně dimensionální a nechť n je jeho dimense. Pro 
tento případ dokázal C. CABATHÉODORY [1], že konvexní obal libovolné kom-

n + l 
paktní množiny M c E je totožný s množinou všech vektorů tvaru 2 Km^ 

n + l i = l 
kdež m ť € M9 X4: ^ 0 a ]> Ať = 1. Není však obtížné nahlédnouti, že tato věta 

t = i 

platí i bez jakéhokoli předpokladu o množině M. 
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Vzhledem k významným aplikacím pojmu konvexního obalu jest účelné 
podat i co možná nejjednodušší důkaz této věty. V tomto článku podáváme 
jednoduché důkazy vět o konvexním a absolutně konvexním obalu libovolné 
množiny M c E, založené jen na definici konvexní množiny. J a k mne upo­
zornil recensent, je základní myšlenka důkazu věty 1 v podstatě totožná 
s myšlenkou E. STEINITZE [3]. V podaných důkazech se nepoužívá věty o exis­
tenci opěrné nadroviny. 

2. Konvexní obal. V konečně dimensionálním prostoru platí následující 
dvě věty o konvexním obalu: 

Věta 1. Nechť E je n-dimensionální vektorový prostor. Nechť A c E. Potom 
« + i 

konvexní obal množiny A je totožný s množinou všech vektorů tvaru 2 ^a^ kde 
n+l i = l 

at € A,Xi^ 0 a 2 ^- = *• 

D ů k a z . Zřejmě stačí dokázati následující tvrzení: Jestliže al9 ..., a$ jsou 
v v 

dané vektory a x = 2 <Jiau př- čemž a i 2> 0 a 2 a% = 1? potom existují ne-

p p 

záporná čísla A1? ..., 1^ tak, že 2 ^% = 1 a # = 2 ^*a*> P ^ ^eniž nejvýše n -j- 1 
i = 1 i = 1 

z čísel li je různých od nuly. Důkaz tohoto tvrzení provedeme úplnou indukcí 
podle p. 

P r o p ^ n + 1 věta zřejmě platí. Buď tedy p = n + 2 a předpokládejme, že 
věta platí pro skupiny o menším počtu vektorů. Mějme nyní vektory al9 ..., aP 

p 

a nezáporná čísla crť tak, že 2 a% = 1* Protože vektory a ť — a^ (i = 1, ..., p—-1) 

jsou lineárně závislé, existují čísla ocl9 ..., ocv, z nichž aspoň jedno je různé od 
p p 

nuly, tak, že 2 <*iai = 0 a zároveň 2 #* = 0. Aspoň jedno z čísel oc{ je kladné. 
i = l £ - 1 

Položme nyní tj = min — , kde ? probíhá ty indexy, pro něž a,- > 0. J e tedy 
OCj 

£ ^ 0. Snadno zjistíme, že čísla /u{ = a ť — | a ť jsou nezáporná a jejich součet 
je 1; zároveň platí 

r> v v P 

Protože aspoň jedno z čísel /̂ - je nula, můžeme na vektor 2 l^iai aplikovat 
ť-»i 

indukční předpoklad, čímž je důkaz dokončen. 
Věta 2. Nechť E je n-dimensionalní vektorový prostor. Nechť A c E je kom­

paktní. Potom konvexní obal množiny A je kompaktní. 

D ů k a z . Buď kr (r = 1,2, ...) libovolná posloupnost bodů konvexního obalu 
n + l 

množiny A. Podle předešlého výsledku máme vyjádření kr = ^XricCri, kde 
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ari€A. Existuje nyní nekonečná podmnožina R množiny všech přirozených 
čísel tak, že pro každé i* existují limity: lim ari ~ ai € A, lim Xri = "Ať. Bude 

reR r€R 
n +• 1 ' • - • 

tedy lim kr = 2 ^tai a tento bod náleží do konvexního obalu množiny A. 
reR ť-=l 

3. Absolutně konvexní obal. Budiž E nějaký vektorový prostor. Množinu 
A c E nazveme symmetrickou, jestliže pro každý prvek x e A také — x e A. 
Snadno se zjistí, že množina A je symetrická a konvexní, právě když platí 
implikace: Jakmile xl9 x2 e A a čísla Xl9 Xz splňují rovnost |A-J + \X2\ = l,pak 
také A-a?! + X2x2 € A. Z tohoto důvodu nazýváme někdy množiny symmetrické 
a konvexní také absolutně konvexní. Stejným způsobem jako v případě kon­
vexního obalu se ukáže, že ke každé množině M c E existuje nejmenší abso­
lutně konvexní množina, obsahující M. Budeme ji nazývat absolutně kon­
vexním obalem množiny M. Snadno se zjistí, že absolutně konvexní obal mno-

V 

žiny M je totožný s množinou všech vektorů tvaru 2 X^, kde p je libovolné 
ť - i 

•P 

přirozené číslo, body m{ náleží do M a čísla Xt splňují nerovnost 2 W šS L 
ť - i 

V konečně dimensionálním prostoru platí potom následující věta o absolutně 
konvexním obalu. 

Věta 3. Necht E je n-dimensionální vektorový prostor. Necht A c E. Potom 
absolutné konvexní obal množiny A je totožný s množinou všech vektorů tvaru 

n n 

2 Xiai9 kde ai e A a 2 M .= I-
t - i " ť = i 

Důkaz. Absolutně konvexní obal množiny A zřejmě splývá s konvexním 
obalem množiny B9 která se skládá ze všech bodů a e i a všech bodů tvaru —a, 
kde a<=A. Budiž x prvkem absolutně konvexního obalu množiny A. Podle 
věty o konvexním obalu existují nezáporná čísla X{ se součtem rovným jedné 

łl -нl 

-I 
г^l 

a body bt e B tak, že x = 2 ^A- -Protože E má dimensi n, existují čísla 
n +1 

col9 ..., con+1, z nichž aspoň jedno je od nuly různé, tak, že 2 &> A- = 0. Můžeme 
n + l 

ť = l 
zřejmě předpokládati, že 2 °>i = 0. Mezi čísly CÚÍ bude tedy jistě aspoň jedno 

) kladné. Označme nyní f = min — pro ty indexy j9 pro které co0 > 0. Bude 
n+1 

nyní x = 2 (Xi — ío>ť) bjt Čísla Xt — fa>ť jsou zřejmě nezáporná a aspoň jedno 
ť = i 

n+l n + x 

z nich je nulové. Zároveň 2 fii ~ &*><) = l - ^ 2 C u í á l 3 čímž důkaz je 
ť = i i = 1 

dokončen. 
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Věta 4. Neckt E je n-dimensionální vektorový prostor. NecM A c E je kompakt­
ní. Potom absolutné konvexní obal množiny A je kompaktní. 

D ů k a z plyne užitím věty 2 na sjednocení množiny A a množiny k ní sy­
metrické. 
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Резюме 

ОБ АБСОЛЮТНО ВЫПУКЛОЙ ОБОЛОЧКЕ МНОЖЕСТВА 
В КОНЕЧНОМЕРНОМ ВЕКТОРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

ВЛАСТИМИЛ ПТАК (У1ав*иш1 Р*ак), Прага 

(Поступило в редакцию 25/1Х 1957 г.) 

Целью статьи является описание абсолютно выпуклой оболочки (т. е. 
симметрической и выпуклой оболочки) данного множества в конечномер­
ном векторном пространстве. Результат аналогичен теореме Каратеодори 
о выпуклой оболочке и был использован автором для доказательства 
одного результата теории аппроксимаций непрерывных функций. Речь идет 
о следующей теореме: 

Пусть А — компактное подмножество п-мерного векторного простран­
ства над телом вещественных чисел. Тогда симметрическая и выпуклая обо-

п 

лочка множества А компактна и состоит из всех векторов вида 2 -̂ аг-, где 
г = 1 

п 

аг € А, а числа Аг- удовлетворяют неравенству ^ \^%\ -§_= --• 
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Summary 

ON THE ABSOLUTELY CONVEX ENVELOPE OF A SET 
IN A FINITE DIMENSIONAL VECTOR SPACE 

VLASTIMIL PTAK, Praha 

(Received September 25, 1957) 

The purpose of the present remark is to describe the absolutely convex 
(i. e. symmetrical and convex) envelope of a given set in a finite dimensional 
vector space. The result is analogous to a theorem of Caratheodory concerning 
the convex envelope. The result of the present remark has been used by the 
author to obtain a theorem on approximation of continuous functions. We 
prove the following 

Theorem. Let A be a compact subset of an n-dimensional vector space. Then 
the symmetrical convex envelope of A is compact and consists of all vectors of the 

n n 

form 2 %i&i> where a^eA and the numbers X* fulfil the inequality ]jT |At-| 5S 1. 
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