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Pak byly vysloveny nékteré postadujici podminky pro stabilitu oblasti. Uvedeme zde
jen tu nejjednodussi:

Véta 1. KaZdd hvéadicovd oblast je stabilni oblasts pro katdy linedrni, samoadjungovany,
positivné definitni operdtor.

V dalsi é4sti pfedndSky byly naznadeny nékteré vlastnosti stabilnich resp. nestabilnich
oblasti. Nap¥. plati tyto véty:

Véta 2. Oblast 2 je stabilni vii6i obecnému eliptickému operdtoru tehdy a jen tehdy, je-li
stabilni va&i polyharmonickému operdtoru stejného Fddu.?)

Véta 3. K polyharmonickému operdtoru stupné p existuje v E, vidy nestabilni oblast,
je-li n dostateéné veliké.

V zévéru predndsky byla pak jeSté vyslovena nékterd tvrzeni o stabilité jedné oblasti
vidi operdtorim razného ¥ddu a byly naznadeny nékteré nejdileZitéjsi oteviené a nefeSené

problémy.
Ivo Babu$ka, Praha

JEDNOZNACNOST NEKTERYCH OKRAJOVYCH ULOH PRO ROVNICE
PARABOLICKEHO TYPU

(PfednéSka R. VYBORNEHO se konala v matematické obci praZské dne
2. prosince 1957)

PrednéSejici po kratkém historickém tvodu referoval o svych vysledeich, které jsou
oti¥tény v DAH CCCP 117 (1957), 4, 563— 565.
Rudolf Vyborny, Praha

O INTEGRALNTI STABILITE

(Referdt o predndSce Ivo VREROCE konané ve schizi matematické obce prazské dne
6. ledna 1958.)

. Aby vynikl vyznam nové zavedenych pojmu stability, je tteba uvésti nékteré jiz dobfe
zndmé definice stability v chronologickém poradi a jejich zdkladni vztahy.
Nejdiive uvedu Ljapunovovu definici stability (v literatufe se Sasto uZivéd ndzvu stejno-
mérné stabilita). Budeme pritom uvaZovat systém n diferencidlnich rovnic, ktery zapi-
Seme vektorovs

z=[2,...0,], lall = szf’
i=1

_ %f:—=X(t,x), X0 =0. ¢h)

Z podatku budeme piedpoklddat, Ze pravé strany X;(t, ) jsou spojité v oblasti
t=20, [gl<a, a>0. (2)

?) Pojem obecného eliptického operdtoru nebudeme zde pfesnd definovat.
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Definice 1. Eeseni x = 0 rovnice (1) je stabilnt, jestlize k libovolnému &islu & > 0 emistuje
&islo 6 > 0 (nezdvislé na ty) tak, Ze plath ||x(f)l] < & pro t 2 &, pro véechna FeSeni x(t) rovnice
(1), které splriuji vatah ||lz(t,)|| < O. .

JestliZe vySetfujeme stabilitu néjakého feSeni @ = f(¢), je vidét, Ze joj miiZeme jedno-
duchou transformaci proménnych pfevésti na x = 0.

Definice 2. Redeni x = 0 rovnice (1) je asymptoticky stabilnt, jestlife: 1. je stabulns,
2. platt lim x(t) = 0 pro véechna Fedent x(t) rovnice (1), které splitujd merovnost ||z(ty))| <
t—c0 .
<b<a.
V teorii stability jsou pro urdeni stability a asymptotické stability velmi obecnd kri-
teria, tzv. Ljapunovovy véty. Pro nds mé vyznam pouze:

2. Ljapunovova véta. Jestlize pro systém (1) lze nalézti funkci V(t, z), kterd je definovina
voblasti t = 0, ||z|| < b < a, kde md spojité parcidini derivace a spliiuje ndsledujict pod-
minky:

1. V(¢ z) je positivné definitni,

2. V(t, x) je stejnomérné mald, tj. existuje spojitd funkce U(z) takovd, %¢ U(0) = 0 a

Vi, z) = Ul),
av ov v ) . L,

3. n (¢, x) = % +Z 5x_z X, (t, x) je negativné definitni,
pak x = 0 je asymptoticky stabilni.

Vznikla otdzka, existuje-li funkee V (¢, z) pozadovanych vlastnosti, je-lixz = 0 asympto-
ticky stabilni, tj. zda existence funkce V (¢, #) s poZadovanymi vlastnostmi je nutnou
a postadujici podminkou pro asymptotickou stabilitu feSeniz = 0. Ukédzalo se, Ze v 2. Lja-
punovové vété miZeme o z == 0 tvrdit vice, a to Ze x = 0 jest silné stabilni.

Definice 3. Kedent x = 0 nazveme silné stabilni jestlise:

1. je stabilni,

2. k libovolné dwojics &isel 6 > 0, n > 0 miiZeme najit islo T (6, 1) > 0 (nezdvislé na t,)
tak, Ze platt ([x(@)|| < n pro t = t, + T(J, n), jestlize Fesent x(t) splituje vztah ||lz(ty)|] < 6 .

Nyni ji¥ plati, e existence funkce V (¢, z), kterd spliiuje podminky 2. Ljapunovovy v&ty,
je nutnd a postaéujici podminka, aby feSeni z = 0 bylo silné stabilni. J. KuvrzwrIL do-
konce sestrojil tuto funkei tak, Ze mé spojité parcidln{ derivace viech Fddi.

Nevyhodou téchto pojmu stability je, Ze pripoustime jen takové poruchy, které vznik-
nou nespravnym nastavenim poééteéni polohy. Na kaZdou mechanickou nebo elektrickou
soustavu vSak pusobi vn&j§i prostiedi neustédle rusivymi silami. Proto soustava je vyjé-
dfena diferencidlni rovnici

d.’l«' .
ds
kde o é&lenech R(f, ) vime pouze, Ze jsou malé. Aby se odstranil tento nedostatek, byl
v literatute zaveden pojem poruchové stability.

Definice 4. Redeni x = 0 rovnice (1) je poruchové stabilni, jestlize k libovolnému &islu
e > 0 existuji &isla n, > 0, n, > 0 takovd, Ze pro Fedent x(t) rovnice (3) plati ||x(t)] < €
pro ¢ = t,, jestlize ||x(t)|| < 7, a jestlize ||R(t, z|| < ny pro t = &y, |2 < &. '

¥V

Viimnéme si, Ze velikost poruch R(¢, #) pfitom méfime vyrazem

sup ( sup [|B(t, 2)[)) -
1zt [sl=e

Toto pojeti mé dvé nevyhody:
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- IB(t, )|l musf byt stdle malé — nepfipousti se mo¥nost lehkého ndrazu, pti kterém
HR (t z)|| miZe byti velké na malém intervalu.

2. Je zndma postadujici podminka pro to, aby FeSeni 2 = 0 bylo poruchové stabilni,
ale neni zndma nutné a postadujici podminka.

Oba tyto nedostatky odstranime, jestliZe velikost poruch R (¢, ) budeme méfit pomoci
<]
vyrazu f sup ||R(¢, z)|| d¢; tim obdrZime nové zavedené pojmy integrilni a asymptotické
t, e<e
integrdlni stability.

Definice 5. Redeni z = 0 rownice (1) nazveme integrdlné stabilnt, jestlite k& libovolnému.
&islu & > 0 maZeme najit Sislo & > 0 (nezdvisle na ty) tak, Ze pro Fedent x(t) rovnice (3) platt
le@)| < € pro t = t,, jestliZe

o]
le(,)ll < 6, [ sup R(t, @) de < 3.

t, else

Definice 6. Reseni x = 0 rovnice (1) nazveme asymptoticky integrdiné stabilni, jestlize
1. je integrdlné stabilni,
2. k libovolné dwojics &isel 8 > 0, n > 0 lze nalézti dvojict &isel T'(8, n) > 0, ¥(6,7n) > 0,
(které nezdvist na ty) tak, Ze pro fefent x(t) rovnice (3) plati {|jx(t)]] < n prot =ty + T, 7).
0

jestlize |la(to)l| < 8, [ sup IR (@ 2) 4t < 76, 7)
ty &

Integrélni stabilitu miZeme charakterisovat ndsledujici vétou:

Vé&ta 1. Jestlize pro rovnici (1) miZeme nalézt spojitou funkes V(t, ) definovanou v oblastt
t =0,z =b (0 < b < a), kterd spliiuje podminky:

1. V(t, z) je positivné definitni,

2. V@t 2) =Vt )| = K|z — yll (K nezdvisi na t),

3. D¥V(t, z(t)) = 0,

pak x = 0 je integralné stabilni. Naopak jestlite tedent x = 0 je integrdiné stabilnt, potom
existuje fumkce V (L, x), kterd md spojité parcidint derivace vdech #dde a spliiuje podminky
1,2, 3.

Podminku 3 nyni miZeme napsat ve tvaru

dV(t 6V+ XSO
T &P =5 a—

Pro asymptotickou integrélni stabilitu plati obdobnd véta.
Véta 2. Jestlize pro rovnict (1) miZeme nalézi spojitou funkci V (i, x) definovanou v oblasti
t =0, |zl £b < a, kterd spliiuje podminku 1 a 2 z véty 1 a podminkw '
3. DtV (¢, z(t)) < — U(x(t)) kde U(z) je spojitd funkce,U(x) > 0 pro z + 0, pak z = 0
je asymptoticky integrdlné stabilni.
Naopak, jestlize x = 0 je asymptoticky integrdlné stabilni, potom existuje funkce V (t, x),
kterd md spojité parcidini derivace vdech ¥ddv a spliiuje podminky 1,2, a 3'.
Podminku 3’ maZeme nyni vyjadiit tak, Ze
ilf(tx)zaV+ 8VXA
de ox; *
je negativné definitni.
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JestliZe o pravych strandch X (¢, z) systému diferencidlnich rovnic (1) (ktery je vyjidien
vektorové) nebudeme piedpoklddat, Ze to jsou spojité funkee, ale pouze, Ze X (¢, z) spliuji
Carathéodoryho podminky, nelze sestrojit funkei V (¢, x), kterd by spliiovala podminky
1, 2, a 3 z vty 1 a pfitom méla spojité parcidlni derivace viech ¥4da v pfipadé, Ze z = 0
je integrélné stabilni. V tomto pfipadé plati véty:

Véta 3. Redeni « = 0 rovnice (1), kterd nyni splivuje Carathéodovyho podminky, je inte-
grdlné stabilni tehdy a jen tehdy, existuje-li spojitd funkce V (¢, z) definovand v oblastt t = 0,
llzl] £b < a, kde spliiuje podminky 1, 2, 3 z véty 1.

Véta 4. Bedeni « = 0 rovnice (1), kterd nynt splttuje Carathéodoryho podminky, je asym-
ptoticky integrdlné stabilni tehdy a jen tehdy, jestlife existuje spojitd funkee V (, ) definovand
voblastit = 0, ||zl| < b = a, kde spliiuje podminky 1, 2, 3’ z véty 2. '

Velmi dileZité je vySetfovani stability v autonomnim pi¥ipadé. P¥i ném pravé strany
diferencidlnich rovnic nezévisi explicitné na &ase ¢:

dz
+ = X@, X(©0)=o. (4)

V tomto piipadé se snaZime charakterisovat stabilitu feSeni xz = 0 funkcemi V(x),
které také nezdvisi na ¢. Tento problém nelze redukovat na pfedchozi, kdy funkce X,
zdvisely na ¢, ale také ¥ mohlo zéviset na t.

Pro integrélni a asymptotickou integralni stabilitu platf zde véty tiplng obdobné v&-
tdm 3 a 4, jediné s vyjimkou, Ze funkce V nezdvisi na ¢.

Zévérem jsem provedl srovnédni mezi jednotlivymi druhy stability zde uvedenymi:
(Sipka znamend implikaci, $krtnuté ¥ipka znamens, Ze implikace ve sméru Sipky neplati)

N
/N

Asympt. integr: stabilita

w V

Silnd stabilita 7% Integralni stabilita X poruchovd stabilita

////
Asympt. srab//

Stabilita

\/

\/
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V autonomnim p¥ipadé se vztahy mezi jednotlivymi druhy stability zméni. Je:

Asymptotickd st. 2= Silnd st. = Asympt. integrdlni stabilita
A
% ¥
Poruchovd stabilita
¥
Integrélni stabilita
A
X ¥
Stabilita
Ivo Vrkod, Praha

O DIRACOVE FUNKCI V NELINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNICICH

(Referdt o predndSce dr. JArostava Kurzwrrra konané ve schuzi matematické obce
praZské dne 13. ledna 1958.)

Nasim cilem je popsat prabsh feSeni diferencidlni rovnice

dz

5 = @t T 9@ .l 1)
7

jestliZze posloupnost g, (t) se blizi k Diracové funkei. Piedpokldddme, Ze z je vektor

z n-dimensiondlniho Euklidova prostoru E,, Ze funkee f(z, t) a g(x) jsou spojité pro z € D,

te{—T,,T>, kde D je uzévér omezené oteviené mno¥iny D C E,, a nabyvaji hodnot

z E,; necht redlné funkce @, (?) jsou spojité pro te (— Ty, T';>.

Rikdme, %e posloupnost ¢, (t) konverguje k Diracové funkei, jestlize
T

lim sup f lop(®)| dt =L < oo,
k> -T,
-& T,
lim [ |gu@)de + [ |pe®) dt = 0
k>+0w -T, &

t
pro kaZdé § > 0 a lim ftpk(t) dr=0resp. 1 pro —7T, <t < Oresp. 0<¢=1T,. Posloup-
k—

o -T,
nost @y (t) konverguje k Diracove funkei positivné, konverguje-li k Diracové funkei a je-li
@p() =0 pro te{—Ty, To> k=1,2,3,.... <

Véta 1. Necht posloupnost ¢(t) konverguje k Diracové funkci a necht funkce g(x) splituje
podminku
' llg(z1) — gl)ll < 2u(llzy — @ll), 21, 2, € D,

1
d
kde x(n) je spojitd rostouct pro n = 0, 2(0) = 0, f—%—-)- = 0. Nechty,, >yeD, 0 < Ty <
¥iyi
0
< T,. Ptedpoklddejme, e Fedent u(t), t ¢ (— T,, 0>, rovnice

dz = t
= =t @)
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