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Casopis pro p&stovini matematiky, roc. 83 (1958), Praha

POZNAMKA K ROZKLADOM KONECNYCH PARNYCH
PRAVIDELNYCH GRAFOV NA LINEARNE FAKTORY

ANTON KOTZIG, Bratislava )
(DoS§losdne 23. ¥fjna 1957) DT:518.1¢

V préci Studuje sa vztah medzi poétom kruZnic v kompoziciach
linedrnych faktorov daného rozkladu koneéného pdrneho pravidel-
ného grafu (2n + 1)-ého stupiia a podtom jeho uzlov. Odvodzuje sa
nutnd podmienka pre existenciu takého rozkladu kone&ného pér-
neho pravidelného grafu na linedrne faktory, %e kompozicia ITubo-
volnych dvoch réznych faktorov rozkladu je hamiltonovskou éiarou
grafu.

Je zndma tito veta: Lubovolny parny!) pravidelny graf n-tého stupiia da
sa rozlozit na n linedrnych faktorov. (Pozri [1], str. 171.)

Nech n > 1 a nech G je Iubovolny parny pravidelny graf n-tého stupiia
anech R = {L,, L,, ..., L,} jeITubovolny rozklad grafu @ na linedrne faktory.2)
Graf Q,,;, ktory je kompoziciou linedrnych faktorov L,;, L; (kde 7 < j; 2,5 €
e{l,2,...,n}; Q.; =L; X L;), je zrejme kvadratickym faktorom grafu G a
teda pravidelnym grafom druhého stupiia, ktory obsahuje vietky uzly z G.
LubovoInd komponenta grafu @, , je preto kruznica grafu @G. Zavedme toto
oznadenie: Znakom x;; budeme oznaéovat podet komponent (kruznic) grafu

n n-1
Q:; a znakom (G, R) oznatime sidet > > x,;.3)
j=i+1 =1
V praci [2] (na str. 100) som uviedol priklady pravidelnych grafov, ktoré
maji tito vlastnost: Tubovolny graf @,; je hamiltonovskou &iarou grafu?)
(t. j. plati »; ; = 1 pre vietky dvojice ¢ < §; 2,7 €{1, 2, ..., n}). Vznikd otazka,
¢éi pri danom poéte uzlov a danom stupni pravidelného grafu existuje asporn
jeden taky parny pravidelny graf, ktory mé uvedentd vlastnost.

1) Hovorime, %e graf G je parny, ak neobsahuje ako podgraf taku kruZnicu, ktoré by
mala nepdrny poéet hrén.

2) Je zndme, %e rozklad pravidelného grafu na faktory — a teda tieZ na faktory li-
nearne — nie je vo vSeobecnosti jednoznaény.

3) Oznadenie »(G, R) pre uvedeny sudet volime preto, Ze tento sudet je zavisly jednak
na tvare parneho grafu & a jednak na volbe rozkladu R.

4) Podgraf @ grafu G' nazyva sa hamiltonovskou &iarou grafu G, ak @ je kruZnica
obsahujuca vSetky uzly grafu G.
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- Ista hutnd podmienku pre existenciu rozldadu R & uvederioil vlastnostou
v parnom prav1delnom grafe nepérneho stupna mozno odvadit z nasledujuce]
vety, ktors mé viak aj Sirst vyznam

Veta 1. Nech G je Lubovolny pdrny gmf (2m + 1)—éko stuptia (m > 0) o 2n
uzloch®) a nech R = {L,, Ly, ..., Lyy1} je Tubovolny rozklad tokoto grafu na
linedrne faktory. Plati: _ _ o ' '

' #(@, R) = mn(mod 2) .
Dékaz rozdelime na dve dasti. DokdZeme najprv, Ze veta plati pre m = 1

a pre Iubovolné n. Potom dokéZeme, Ze veta plati pre lubovolné m a lubo-
volné n.

I. Nech m =1 (t. j. nech G je parny pravidelny graf tretieho stupnia). Ak
jeajn = 1, t.j. ak G mé iba dva uzly, potom G pozostdva okrem dvoch uzlov
uz len z troch hran, ktoré tieto dva uzly spojuji. Kazdy z linedrnych faktorov

R = {L,, L,, L;} obsahuje po jednej hrane a ka?dy z kvadratickych faktorov
Q15 @15, @y 5 obsahuje jedind krunicu — dvojuholnik. Je teda v danom
pripade ;, =23 = %353 = 1; %(G, R) =3 a pre n =m =1 veta zrejme
plati.

Predpokladajme, Ze veta plati (pri m = 1) pre vietky n < k, kde £ je isté
prirodzené &islo. Nech G je teraz Iubovolny parny pravidelny graf tretieho
stupiia, ktory mé 2k + 2 uzlov.

(¢) Ak v G existuje tak4 hrana h, spojujica isté uzly u, v, Ze okrem hrany
h, eSte dalie dve hrany h, + h; (kde k, % h, + h;) taktiez spojuji uzly
u, v, potom pri k > 0 graf @ nie je stvisly. Podgraf G’ pozostavajici z uzlov
u, v & hrdn Ay, hy, hy je sivislym parnym grafom tretieho stupiia a zbyvajica
dast G” grafu @ je parnym pravidelnym grafom tretieho stuptia o 2k uzloch.
Oznaéme znakom x; ; resp. %, ; podet kruznic faktora @;; resp. @;; (pritom
Q;.; resp. Q; ; je taz dast faktora Q; ;, ktord patri do @ resp. do G”). Plati

%45 = 7"1,9 + "‘;,,:i =14 "Zy >
a pretoze podla predpokladu je n;"z + 5 + #: 3 = k(mod 2), plati nutne aj
%0+ %15 + #y5 = (K + 1) (mod 2).

(B) Predpokladajme, %e v G neexistuju také dva uzly, ktoré by boli spojené
troma hranami, Ze v8ak existujd uzly u, v, ktoré spojuji hrany b, k,. Nech
hy je tretia hrana, s ktorou je incidentny uzol « a nech A, je tretia hrana,
s ktorou je incidentny uzol v. Je zrejme kg = h,. :

Nech hrana &, (resp. k,) spojuje uzly u, u’ (resp. v, v'). Je u’ # v, lebo keby
bolo u' = v’, potom by v @ existoval trojuholnik o hrandch %y, hs, ks, 0 je
spor s predpokladom, %e G je parny graf. Bez ujmy na vSeobecnosti mozno
predpokladat, Ze je k, € Ly, hy.€ L,. Potom hrany h,, h, obe patria do L.

5) Je znéme, %e potet uzlov nepérnehostupiia v l'ubovolnom grafe je vidy parny (pozri
[1], str. 21).
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Utvorme graf G’z grafu @ takto: (1) Zruime v @ hrany h,, hy, ks, h, a zruime
uzly u, v; (2) uzly %', v’ spojme novou hranou 4’. Graf G’ je zrejme pravidelny
graf tretieho stupiia o 2k uzloch a mo#no ho rozloZit na tri linedrne faktory
L;, L;, L; takto: Do L, (resp. L;) patria vietky nezruSené hrany z L, (resp. L,)
a do L patri b’ a vietky nezrufené hrany z L. Ze graf G’ je opif parnym gra-
fom, je zrejmé. Oznaéme znakom x;; podet kruinic faktora @, = L; X L;.
Plati 2, 3 = #y,5; %33 = %9 5. Kym totiZ @ 5 (resp. @, 3) obsahuje ist kruZnicu,
do ktorej patria okrem inych hran hrany hs, Ay, k, (resp. hrany hg, hy, hy),
uvedend trojica hran je v istej kruZnici z Q{,a (resp. z @, ;) nahradend jedinou
hranou %', ostatné hruZnice faktorov s, Q{,a (resp. faktorov @, ;, Q;'_,,) 83,
ni%im (ani podtom) nelidia. Plati dalej ;3 = %, + 1, lebo vietky kruZnice
faktora Q{’z sl tie? krunicami faktora @, a faktor @, , mé oproti faktoru
Q:, naviac eSte prave jednu kruznicu a to dvojuholnik s hranami k, hy.
Teda je #; + #y5 + #ag = #15 + %15 + %3 + 1, & pretoze podla predpo-
kladu veta plati pre n = k a G’ mé prave 2k uzlov, je nutne: x; , + %;3 +
+ %53 = (k + 1) (mod 2).

(y) Predpokladajme napokon, Ze IubovoIné dva uzly v G si spojené najviac
jednou hranou. Nech %, je lubovolna hrana z L, a nech %, v sd uzly, s ktorymi
je incidentné hrana A,. Oznadme znakom A, resp. h, hranu z L, incidentnd
s uzlom w resp. v a znakom h, resp. ks hranu z L, incidentnd s uzlom % resp. v.
Druhy uzol, s ktorym je hrana k, (resp. kj; resp. h,; resp. hs) incidentné, oznag-
me %, (TeSp. ¥,; resp. uy; resp. vy). Je zrejmé u, + u, (indd by bol uzol u, = u,
spojeny dvoma hranami s uzlom u), v, % v, (ina¢ by bol uzol v, = v, spojeny
dvoma hranami s uzlom v). Je tieZ v, + U, = v,; v, + U3 + v, (Indd by v G exis-
toval trojuholnik — spor, lebo @ je podla predpokladu parny graf).

Utvorme z grafu @ graf G' takto: (1) Zru$me hrany k., hy, ks, b3, by a zruime
uzly u, v; (2) spojme uzly u,, v, novou hranou A, a spojme uzly u,, v, novou
hranou %;. Graf @' je zrejme pravidelny graf tretieho stupiia a mé prave
2k uzlov.

Graf G’ mo#no rozloZif na tri linedrne faktory takto: Linedrny faktor L; nech
obsahuje vSetky nezruSené hrany z L, a linedrny faktor L, (resp. L;) nech
obsahuje v¥etky nezrufené hrany z L, (vesp. z L,) a hranu h; (resp. a hranu
ks). R = {L3, Ly, Ly} je zrejme rozklad grafu G’ na lineirne faktory.

Dokazme teraz, Ze G' je parny graf. Je zndme (pozri [1], str. 170), Ze graf
je parnym grafom prive vtedy, ked mnoZinu jeho uzlov moZno rozlozif na
dve triedy uzlov tak, Ze TubovoInd hrana grafu spojuje dva uzly patriace do
réznych tried. Prevedme tento rozklad najprv v grafe G. Do jednej z tried
(oznagme ju %,) okrem inych uzlov budd patrit uzly u,, us, v, do druhej
(oznadme ju ¥UY,) budd patrit uzly w, u, u,. Ak polozime U; = U, — {v};
Ay = W, — {u}, bude {¥;, %} rozkladom mnoZiny uzlov grafu G’, ktory mé
pozadované vlastnosti. Preto G’ je parny graf.
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Oznadme znakom G ; ten kvadraticky faktor grafu &', ktory je kompozi-
ciou faktorov L;, L; (i < j; 1, j € {1, 2, 3}) a znakom x;; podet jeho kruZnic.
PretoZe podet uzlov grafu G’ je 2k a @ je parny pravidelny graf tretieho
stupiia, je podla predpokladu:

";,2 + "1,3 + ";,3 =k (mod 2) .

Namiesto tej kruZnice z @), ktord okrem inych hran obsahuje hrany
kg, by, by, vyskytuje sa v @, kruinica, ktord obsahuje hranu h; a ostatné
hrany v oboch kru#niciach s rovnaké. Lubovolna ind kruZnica z @, , je tiez
kruznicou z @, a obrétene. Je teda x; y=1, ,. Podobne: Namiesto kruznice
z @, obsahujicej hrany ks, &y, k; vyskytuje sa v Q,; kruznica obsahujica
hranu %, a Iubovolna in4 kruZnica z Q, ; je tieZ kruZnicou z Q{)a a obritene.
Teda je 3 = %,5. DokaZeme, Ze plati: x,5 + %, 3 =1 (mod 2). Oznafme
znakom K, (resp. K,) kruznicu z @, ; obsahujtcu uzol » (resp. uzol »). Pred-
pokladajme, Ze je K, = K,; t. j., Ze kruZnica z @, ; obsahujica uzol » obsahuje
aj uzol v. Oznadme uzly tejto kruznice znakmi w,, w,, ..., w,, v poradi, v akom
cez ne pri obiehani kru’nice prechidzame vychadzajic z uzla v = w,, priCom
poslednym uzlom pred névratom do uzla » bude uzol w,, = u,. Uzly w,;_;, w,;
st v G zrejme spojené hranou z L, a uzly w,;, wy;,, st spojené hranou z L,.
Nech v = w,. Cislo s je zrejme parne. Keby totiZ s bolo neparne &slo, potom
by IubovoInd z ciest spojujicich uzly u,» v kruznici K, obsahovala parny
podet hran a takato cesta spolu s hranou A, by tvorila v ¢ kruznicu s neparnym
podtom hran — spor s predpokladom, Ze G je parny graf. Teda s je parne
dislo a pretoZe je kg € L, je nutne v, = w,_y; V2 = w,,. Pri vzniku grafu G'zru-
Sia sa tieto hrany kruznice K,: hy, ks, ks, by a teda z kruznice K, zostantd
v @ iba dve cesty: jedna (oznadme ju C,) spojujica uzol w,,, = v, s uzlom
Wy, = Uy; druhd (oznalme ju C,) spojujica uzol w; = uy 8 uzlom w,_; = v,.
Cesta C, spolu s hranou %, tvori istd kruZnicu K, grafu @; 5 a cesta C, spolu
8 hranou A; tvorf istd kruznicu K4(K, + K,) grafu Q;’3. Vietky ostatné kruz-
nice z Q, 5 (s vyjimkou kruznice K,) sd tiez kruznicemi z @ 5 a vietky kruznice
z Q; 5 iné ne K,, K, st tiez kruznicami v @, 5. Je preto x5 = %53 + 1 a teda
za predpokladu, Ze je K, = K,, plati: #;, + #;3 + %23 = (k + 1) (mod 2).
Predpokladajme teraz, %e je K, + K,. Potom ale prvky z kruZnice K, patriace
do G’ tvoria v G’ isti cestu C, spojujicu uzly u,, us a Prvky.z K, patriace
do @ tvoria v @ isti cestu O, spojujicu uzly v,, vy. Cesty C,, C, spolu s hra-
nami k;, h; tvoria potom jedind krufnicu patriacu do @3- Ostatné kruZnice
z Q5 54 tieZ kruinicami v Q,3 a Tubovolna kruinica z @z ind neZ K, a ind
nez K, je tie# kruinicou v Qs 3. Preto je ;3 = x,, — 1 & aj v pripade, Ze je
K, + K, plati: %), + 2,5 + %33 = (k 4 1)) (mod 2).

Ak teda (pri m = 1) veta plati pre n < k, plati aj pre n = k 4 1. Tym je
prvs dast dokazu vykonani.

II. Nech m > 1. Predpokladajme, Ze veta plati pre IubovoIné n, ak m < »
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{kde 7je isté prirodzené ¢islo). Nech G je Iubovolny parny pravidelny graf
(2r 4--3)-6ho stuptia s 2n uzlami a R = {L,, L,, ..., L,, 5} je lubovolny jeho
rozklad na linedrne faktory. Oznadéme znakom G’ podgraf grafu G definovany
takto: G' = L; X Ly X ... X Ly,,y. Graf L; X Ly, 5 X Ly, g = G, (kde i€
e{l,2,...,2r 4 1}) je parny pravidelny graf tretleho stuptia a graf G’ je pirny
prav1delny graf (2r + 1)-ého stupia.

Podla ¢asti I dokazu tejto vety plati »; 5,10 + %iar+s T Harisgres = 1 (mod 2)
pre Tubovolné i e {1, 2, ..., 2r 4+ 1}. Ak prevediem sucet cez vietky ¢ ¢ {1, 2, ...,

.-, 2r 4 1} na oboch stranich a porovnidme, dostaneme:

27 +1 2r+1

Z %ioree T z %iores T (2 + 1) Horto,0r+3 = (2r + 1) % (mod 2) ,
i=1 i=1

dize
2r+1 27 +1
Z %ioree T z %ipres T Horsgarss = 7 (mod 2) . (*)
Z— =
Je viak
2r+8 2r+2 2r+1  2r 27 +1 2r+1
#(@, R) = 2 Z ig = Z %5+ z % gr+2 T z %ior+3 T Rarto,2r43 =
j=i+1 i=1 j=7+1i=1 i i
2r 27 +1
= %( )+ Z Ziar+e + z %i,2r+8 + Hor+2,2r+3 >

kde R’ = {Ly, Ly, ..., Ly, .1}
Podla predpokladu je
' (G, R') = m (mod 2)
a teda (pozri (*)) plati: (G, R) = (r + 1) n (mod 2).

Ak veta plati pre m < r, plati aj pre m = » + 1. PretoZe veta plati pre
vietky n, ak m == 1, plati pre vietky » aj ak m = 1, 2, 3, ... a teda plati pre
Tubovolné n a Iubovolné m. Tym je doékaz vety vykonany.

Z vety 1 vyplyvé ihned tdto veta:

Veta 2. Nech G je pdrny pravidelny graf m-tého stupiia (m > 2) o 2n wuzloch.
Taky rozklad R = {L,, L,, ..., L,} grafu G na linedrne faktory, Ze kompozicia
Zubovolnyjch dvoch linedrnych faktorov rozkladu je hamiltonovskou Siarou grafu G,
moze existovat len viedy, ked n je nepdrne ¢islo.

Dokaz. Nech v G existuje rozklad R s pozadovanou vlastnostou. Nech
G' = L, X Ly X Ly. Graf G' je podgrafom grafu G a G’ je taky pravidelny
parny graf tretieho stupiia, ktory obsahuje vietky uzly grafu, priéom kompo-
zicie Ly X Ly; Ly X Lg; Ly X Lg 86 hamiltonovskymi ¢iarami grafu ¢'. Nech

= {Ly, Ly, Ly}. Plati: »(G', R’) == 3 a podla vety 1 je »(G', R') = n (mod 2).
Z toho ihned vyplyva n = 1 (mod 2), &o bolo treba dokizat. :

352



Odvozen4 veta pripojuje k uz odvodenej podmienke pre existenciu rozkladu
R s pozadovanymi vlastnostami®) dalSiu nutni podmienku. Je totiz uz do-
kizané toto:

Veta 3. Graf, v ktorom existuje taky rozklad na linedrne faktory, e kompozicia
Cubovolnijch dvoch réznych linedrnych faktorov rozkladu je hamiltonovskou &iarou
grafu, je pravidelne suvisly.

Dokaz najde ditatel v praci [2] (str. 99).
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Pesome

3BAMEUYAHUE K PA3JIOKEHNAM KOHEYHOI'O YETHOTO
I'PAG®A HA MHOKUTEJN IEPBON CTEIIEHU

AHTOH KOUMI (Anton Kotzig), Bparucmasa
(IToctynuao B pegaknuio 23/X 1957 r.)

B cratnhe morasniBaioTcs cirefyomuae TeOopeMEl

1. ITycmv G — npou3eosvrbiil KoHeuHbll uemHblii peeysapruiii epag (2m + 1)-
oii cmenenu (m > 0), 2n — wuucao ezo eepwur, R = {Ly, Ly, ..., Loy} —
npoussoavroe pasrodcerue epaga G na mromcumeru nepsoii cmeneru. O603HauuM

uepes x; ; wucao okpymcrocmeil 8 xomnosuyuu L; X L; (1 < j) u wepes »(G, RN)
gm+1l 2m

cymmy > > %y ;. Hmeem mecmo caedyoyee: x(G, R) = mn (mod 2).
J=i+1li=1

2. [Tycmv G — npouseosdvHblil KOHEuHBl uemHulll peyssphslil epag m-oi
cmenenu (m > 2). Takoe pasaomcenue R = {Ly, Ly, ..., L,} epiga G na mno-
o4CUMeu nepeoli cmenenu, ¥mo npoussoavnad xomnosuyus L; X L; (2de i < §;
1, j€{l,2, ..., m}) asasemcs eamusvmorosoit surnueid epaga @, momcem cy-
wecmeosamsd moavko mozda, ecau wucao n eepwun epaga G ydosaremsopum cae-
dyrnwemy ycaosuw: n = 2 (mod 4). ’

' %) V préci [2], v ktorej bola spomenuté podmienka odvodend, skimali sa tieZ rozklady
grafov vSeobecnejsich a nie iba rozklady parnych pravidelnych grafov. :
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Zusammenfassung

BEMERKUNG ZU DEN FAKTORENZERLEGUNGEN DER ENDLICHEN
PAAREN REGULAREN GRAPHEN

ANTON KOTZIG, Bratislava
(Eingegangen am 23. Oktober 1957)

In der Arbeit werden folgende Sétze bewiesen:

1. Es sei G ein endlicher paarer reguldrer Graph (2m -+ 1)-ten Grades (m > 0)
mit 2n Knotenpunkten und es set ® = {L,, L,, ..., Ly, .} eine beliebige Zerle-

gung des Graphen G in lineare Falktoren. Bezeichnen wir mit x, ; die Anzahl der
’ ' C am41 2m

Kreise in der Komposition L; X L; (i < §) und mit x(G, R) die Summe > > x;;.
j=i+1lz=1
Es gilt immer »(G, R) = mn (mod 2). "

2. Es set G ein endlicher paarer regulirer Graph m-ten Grades (m > 2). Eine
solche Zerlegung R = {Ly, Ly, ..., L,,} des Graphen G in lineare Faktoren, dass
jede Komposition L; X L; (wo © <7; ¢,7€{l,2,...,m}) eine Hamiltonsche
Linie des Graphen G ist, kann nur dann existieren, wenn die Anzahl n der
Knotenpunkte des Graphen G folgende Bedingung erfillt: n = 2 (mod 4).
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