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&asopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 106 (1981), Praha

O MODELECH KONECNYCH AFINNICH ROVIN

JArROMIR KRrYs, Hradec Krélové
(Doslo dne 25. zaki 1978)

V tomto &lanku sestrojime model afinnich rovin fddu p, kde p je prvodislo a dale
jeden zajimavy model roviny fadu 4. Méjme mnoZinu prvnich p pfirozenych disel,
kde p je prvocislo. Vzhledem k nasobeni definovanym nasledujici tabulkou:

1 2 3 P
1 1 2 3 p
3 4 1
(¢)) 3 3 4 5
D p 1 2 p—1

tvofi tato mnoZina cyklickou grupu. Definujme na mnoZing G = {1,2,..., p,
p + 1,..., p?} operaci tabulkou:

,....p pPp+1,...2020+1,...,3p ... @—Dp+1,...,p*
1
: T 2 3 P
P
p+1
: ) 3 3 T
2p
2p+1
(#)) : 3 q 3 2
3p
pp—1+1
p 1 2 r—1
pz




kde:

1 2 3 ... P p+1p+2 ... 2p
234 ... 1 p+2p+3 ... p+1
I=3 4 5 ... 2, =p+3p+4 ... p+2
p 12 p—1 2p p+1 2p—1
@—Dp+1 @—1Dp+2 p?
@—Dp+2 (@G—Dp+3 @—DHp+1
vy P= (@—Dp+3 (@—DNDp+4 @—Dp+2
p? @—Dp+1 ... pr—1

Véta 1. MnoZina G je vzhledem k uvaZované operaci dané tabulkou (2) komuta-
tivni grupa Fddu p* a md p + 1 podgrup Fidu p.

Dikaz. Jak vypada nasobeni v G, sledujme na pfikladg: (2p + 2)(p + 4). Prvni
&islo patfi do &isel tabulky 3 a druhé do tabulky 2. V tabulce (1) ndsobime 3 a 2,
dostavame 4 a tedy vysledek naseho ndsobeni patfi do &isel tabulky 4. Které &islo
tabulky 4 to bude, pozndme opét z tabulky (1), kde nasobime 2 a 4, coZ je 5. Plati
tedy: (2p + 2)(p + 4) = 3p + 5. MnoZina G je grupou, nebot viechny jeji prvky
jsou tvaru ap + f, kde a, B urlujeme podle tabulky (1). Déle, grupa G je komutativ-
ni, protoZe tabulka (2) je symetrickd. Z predchédzejiciho také plyne, Ze kaZdy prvek
grupy G(=1) je generatorem cyklické podgrupy fadu p: Kupfikladu p + 2,2p + 3, ...
... (mod p? + 1). Prvkd této podgrupy riznych od jednotky je p — 1 a tedy
(P* = 1)/(p — 1) = p + 1 je po&et podgrup fadu p. Ozna¥me ziskané podgrupy G,
kdei=1,...,p+ 1.

Definice 1. Pfimkou mnoZiny G nazveme kaZdou tfidu faktorové grupy G/G,,
kdei=1,...,p+ L

Definice 2. Afinni rovinou rozumime kaZdou neprazdnou mnoZinu bodd, v niZ
jsou takovym zpisobem vyznaleny uréité podmnoZiny zvané pfimky, Ze pro tyto
body a pfimky jsou splnény poZadavky:

1) Kazdé dva rizné body urduji pravé jednu pfimku, pfi¢emZ oba tyto body jsou
prvky této pfimky.

2) Kazdym bodem, ktery neni prvkem dané p¥imky prochazi pravé jedna p¥imka,
ktera nema s danou pfimkou Zadny spoleény bod.

3) Existuji alespoii tfi body, které nejsou prvky jediné pfimky.

Poznamka 1. KaZd4d pfimka koneéné afinni roviny obsahuje vidy tyZz pocet
bodid dané roviny. Toto ¢islo nazyvame fadem dané roviny. Déle zavadime incidenci
a rovnost na mnoZzin€, mnoZzinovou inkluzi a rovnosti.
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Véta 2. MnoZina G spolu s pfimkami definovanymi v definici 1 je konecna afinn{
rovina Fddu p.

Dikaz. 1) Dva rizné prvky grupy G naleZi jediné t¥id& faktorové grupy G/G.-
pro jediné i, nebot je znamo, Ze plati: Dv& riizné t¥idy téZze faktorové grupy nemaji
zadny spoleény prvek a (v naem piipad®) dvé rizné t¥idy dvou riznych faktorovych
grup maji pravé jeden spoleény prvek. Dale plati, Ze kazdym bodem je urena je-
dina tfida kazdé G/G,.

2) Z ptedchoziho plyne i tato druhd podminka.

3) Jestlize je p > 1, potom zfejm& prvki dané tiidy je mén& neZ podet prvki
grupy G a tedy existuje aspoti jeden prvek, ktery nepatii dané tfidé.

Poznamka 2. Za grupu G miZeme pokladat:

1) Podgrupy grupy bodi rovinné kubiky rodu 1. Zvolime-li p = 3 jedna se o zna-
my model afinni roviny fadu tfi, jeZ tvofi inflexni body této kubiky.

2) Grupy vSech uspofadanych dvojic komplexnich jednotek pro dané p (viz zavér
[2]).

3) Grupy uspofadanych dvojic vrcholi pravidelnych p-uhelniké (plyne z geo-
metrického vyznamu pfedchoziho).

Na mnozin& M = {1, 2, ..., 16} definujme operaci tabulkou:

|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
11 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
212 1 4 3 6 5 8 710 9 12 11 14 13 16 15
303 4 1 2 7 8 5 611 12 9 10 15 16 13 14
4 4 3 2 1 8 7 6 5 12 11 10 9 16 15 14 13
5015 6 7 8 1 2 3 4 13 14 15 16 9 10 11 12
6| 6 5 8 7 2 1 4 3 14 13 16 15 10 9 12 11
707 8 5 6 3 4 1 215 16 13 14 11 12 9 10
8| 8 7 6 5 4 3 2 116 15 14 13 12 11 10 9
9| 9 10 11 12 13 14 15 16 1 2 3 4 5 6 71 8
10[10 9 12 11 14 13 16 15 2 1 4 3 6 5 8 7
1111 12 9 10 15 16 13 14 '3 4 1 2 7 8 5 6
12|12 11 10 9 16 15 14 13 4 3 2 1 § 7 6 5
1313 14 15 16 9 10 11 12 5 6 7 8 1 2 3 4
14|14 13 16 15.10 9 12 11 6 5 8 7 2 1 4 3
15015 16 13 14 11 12 9 10 7 ‘8 5 6 3 4 1 2
16|16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1.

Mnozina M spolu s pfisluSnou operaci je grupou (ov&feni pfenechdme &tenafi,
pravé tak jako i dalii vysledky). UvaZujme jeji podgrupy: G, = {1,2,5,6}, G, =
={1,3,9,11}, G, = {1,4,13,16}, G, = {1,7, 12,14} a G5 = {1, 8, 10, 15}.
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Nyni sestrojime vSechny tfidy faktorovych grup M/Gi, i=1,2,3,4,5. Dostavame:

p = {1,2,5,6}, q: ={1,3,9, 11}, r, ={1,4,13,16},
Py =1{3.4,7,8}, 4 ={2,4,10,12}, r, ={2,3,14,15},
ps = {9,10,13,14}, g5 ={5,7,13,15}, ry = {58,912},
pe = {11,12,15,16}, g, = {6,8,14,16}, r, = {6,7,10, 11},
s ={1,7,12,14}, 1, = {1,8,10, 15},
s2=1{2,8,11,13}, 1, =1{2,7,9,16},
s3={3,5,10,16}, 13 = {3,6,12,13},
54 =14,6,9,15), 1, ={4,511,14}

Z ptedchoziho a pfti sledovani postupu diikazu véty 2, plyne:

Il

Il
Il

Véta 3. MnoZina M spolu s pFimkami p;, q;, 1, i, t; pro i = 1,2, 3, 4 tvoFi model
afinni roviny radu 4.

Poznamka 3. UvaZovana grupa neni izomorfni s grupou pfislusnych bodi
kubiky tj.: Inflexni bod J, body J; jejichZ te€novym bodem je bod J a body J;;,
i=1,23,j=1,2,3,4, pfiCemzZ tenovy bod bodu J;; je bod J;.

Afinni rovinu fadu 4 miiZeme pomoci téchto bodi rovinné kubiky, ktera ma
aspoii 3 inflexni body, konstruovat také a to takto:

1) Jejimi body rozumime shora vyznagené body kubiky.

2) Ctyti ptimky volime: {J, J, J2, I3}, {J11, 12> 13, J1a}s {Ja21s T2, J235 Jaa)s
{J31> 325 J33, J34}. Zbyvajicich 16 ptimek dostaneme takto. Z polohy uvaZovanych
bodil na kubice vime, Ze existuje 16 piimek dané roviny na kterych leZi pravé jeden
bod J,;, jediny bod J,; a jediny bod J;;. Téchto 16 pfimek uvaZujeme jako pfimky
naseho hledaného modelu koneéné afinni roviny tak, Ze ke kazdé trojici boda pfi-
fadime pravé jeden z bodt J, Jy, J,, J3. Konkrétni pfifazeni snadno najdeme uZitim
grupovych vlastnosti. Tabulka uvazované grupy je:

| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
212 3 4 1 6 7 8 5 10 11 12 9 14 15 16 13
3/3 4 1 2 7 8 5 6 11 12 9 10 15 16 13 14
4/ 4 1 2 3 8 5 6 7 12 9 10 11 16 13 14 15
5|5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 1 2 3 4
6/ 6 7 8 5 10 11 12 9 14 15 16 13 2 3 4 1
717 8 5 6 11 12 9 10 15 16 13 14 3 4 1 2
8§ 8 5 6 7 12 9 10 11 16 13 14 15 4 1 2 3
91 9 10 11 12 13 14 15 16 1 2 3 4 5 6 7 8
1010 11 12 9 14 15 16 13 2 3 4 1 6 7 8 5
1111 12 9 10 15 16 13 14 3 4 1 2 7 8 5 6
12112 9 10 11 16 13 14 15 4 1 2 3 8 5 6 7
13113 14 15 16 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
14114 15 16 13 2 3 4 1 6 7 8 5 10 11 12 9
15115 16 13 14 3 4 1 2 7 8 5 6 11 12 9 10
16 |16 13 14 15 4 1 2 3 8 5 6 7 12 9 10 11
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piiemZ napt.: 1=J, 3=J,, 9=J,, 11 =J;, 2=J,y, 4=Jy,, 10=J;,,
12=Jy4, T=Jyy, S5=J5;, 13=Jp3, 15=J,,, 6 =J3, 8=J;,, 14 =J,;
a 16 = Ja,. -

Vlastnosti polohy bodi kubiky dosdhneme tim, Ze zavedeme: tfi body leZi v pfim-
ce, je-li jejich soudin roven jednotkovému prvku a vypodet provadime podle tabulky,
jez je specializaci (2) pro p = 4. Odtud je napfiklad vid&t, Ze bodu J, mohou byt
pfifazeny jeding prvky 3,9, 11, nebof3.3.X = 1= X = 1 a prvek 3 ma tenovym
bodem bod 1 (Tato rovnice je splnéna i pro prvky 9,11 — dale maZe byt nejen

= J;, alei J, nebo J;; v pfedchozim byla jedna moZna interpretace zvolena).

Ovéfeni zbyvajicich vysledkli pfenechdme &tendfi s tim, Ze hledanych dalSich 16
ptimek je (prvni tfi body kazdé pfimky najdeme pomoci tabulky a zbyvajici bod uréi-
me tak, aby uvaZované pfimky mé&ly pozadované vlastnosti kone&né afinni roviny):

{2,7,14,1}, {2,516,3}, {2,813,9}, {2,156, 11},
{4,7,16,9}, {4,5,14,11}, {4,13,6,1},  {4,15,8,3},
{10,7,6,3}, {10,5,8,1}, {10,13,16,11}, {10,15,14,9},
(12,7,8,11}, {12,5,6,9}, {12,13,14,3}, {12,15,16,1}.
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Zusammenfassung

UBER DIE MODELLE ENDLICHER AFFINER EBENEN

JaroMirR Krys, Hradec Krédlové

Das Hauptergebnis dieses Artikels ist eine Konstruktion der Modelle endlicher
affiner Ebenen der Ordnung p, wo p eine Primzahl ist. Die Punkte dieses Modells
sind die Elemente einer komutativen Gruppe G der Ordnung p?, welche p + 1
verschiedene Untergruppen G,,,i = 1, 2, ..., p + 1 hat. Die Geraden dieses Modells
sind alle Klassen der Faktorgruppen G/G,,. Weiter wird in diesem Artikel eine
Kubik in Zusammenhang mit den vorhergehenden und weiteren Modellen affiner
Ebenen betrachtet.
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